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§ 1. Methoden und Resultate der Theorie.

In der Theorie der elliptischen Modulfunktionen ist die 
von mir aufgestellte Theorie der Euler-Produkte nun 

soweit durchgebildet, dass sie bei der Untersuchung der 
quadratischen Formen verwendet werden kann; das ist 
mir von vornherein als ein besonders wichtiges Ziel er­
schienen.

Der Zusammenhang zwischen Modulfunktionen und posi­
tiven ganzzahligen quadratischen Formen von f Variabein

Q = Q (xt, x2, . . . xA = Ax{ +Ba?1x2+ . . . (A, B, . . . ganz) 

wird bekanntlich durch die Tatsache gegeben, dass die 
/■-fache über alle ganzen nt, . . . nf zu erstreckende Summe

in der Variabein t eine ganze Modulform von der Dimen- 
f .sion —— ist, die bei einer Kongruenz-Untergruppe einer ge­

wissen »Stufe« N invariant ist. a(n,Q) bedeutet dabei die 
Anzahl der ganzzahligen Lösungen (æ1, . . . x^ von

71 = Q (¡Ti, X2 , . . . X¡),

d. h. die Darstellungszahl von n durch Q. Hier ist nun 
f .gleich zu bemerken, dass, wenn die Dimension —— keine
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ganze Zahl ist, die Begriffe Invarianz und Stufe einer be­
sonderen Untersuchung und Erklärung bedürfen, die erst 
in den letzten Jahren durch die Arbeiten von H. Peter- 
sson gegeben worden ist. Die später einzuführenden Opera­
toren T haben bei Modulformen gebrochener Dimension 
aber nicht die einfachen Eigenschaften wie bei ganzzahliger 
Dimension. Deshalb müssen wir uns im Folgenden durch­
weg auf den Fall beschränken, dass die quadratische Form Q 
von grader Variabein zahl f = 22c ist. Es gibt alsdann zu 
Q eine gewisse natürliche Zahl N, sodass für jede Modul­

substitution mit c = 0 (mod N) gilt

(2) \ + = e (d) • S (T, Q).
(ct + d)

Hier bedeutet e(d) eine durch () bestimmte arithmetische 
Funktion von d, (erklärt für jede zu N teilerfremde ganze 
Zahl d), welche ein quadratischer Restcharakter von d 
mod N ist. e(d) heisse der Charakter von S(t, ()) und auch 
der Charakter der quadratischen Form Q. Die Zahl N, 
die Stufe von 5 und von (), ist, abgesehen vom Faktor 2, 
der Quotient aus der Determinante der Form 2 0 und 
dem grössten gemeinsamen Teiler der Unterdeterminanten 
(2/c—l)-ten Grades der zu 2Q gehörigen Matrix. Die genaue 
Bestimmung der Stufe und des Verhaltens von S(t,Q) 
bei beliebigen Modulsubstitutionen ist vor kurzem von 
B.Schoeneberg geleistet worden. Die drei Angaben: »Dimen­
sion, Stufe, Charakter«, nach denen in der vorliegenden 
Theorie die quadratischen Formen klassifiziert werden 
müssen, mögen als der Typus der Form Q oder der Modul­
form S(t,Q) bezeichnet werden.
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In der Funktionentheorie wird nun gezeigt, dass nur end­
lich viele linear unabhängige Modulformen zu gegebenem 
Typus existieren, (die genaue Anzahl wird später bestimmt), 
und ihre Gesamtheit hängt überdies vermöge gewisser Opera­
toren Tn in sich zusammen. Hieraus ergeben sich Beziehungen 
zwischen den Thetareihen verschiedener quadratischer For­
men desselben Typus, welche darauf hinauskommen, dass 
die Darstellungszahlen cz(z;,Q) der verschiedenen () mit 
einander Zusammenhängen und sich elementar aus den 
Darstellungszahlen der Primfaktoren von n berechnen lassen. 
Somit resultieren schliesslich rein arithmetische Sätze über 
quadratische Formen, welche auf noch unbekannte alge­
braisch arithmetische Zusammenhänge innerhalb der For­
mentheorie hinweisen. Ihr endgültige Formulierung und 
Klärung muss zweifellos von der Arithmetik durch neue 
arithmetische Begriffsbildungen geleistet werden, wie sie 
bisher erst bei binären und manchen quaternären Formen 
aufgestellt worden sind.

Die Zurückführung der a(n,Q) auf die mit n — Primzahl 
lindet einen einfachen und vollständigen Ausdruck in einer 
bisher unbekannten Eigenschaft der zu einer quadratischen 
Form () gehörigen Dirichlet-Reihe. Gewisse in ihrer Ge­
samtheit eindeutig bestimmte lineare Kombinationen dieser 
Reihen _oo_

<P (s, 0) = a (n, Q) • ZJ~S
n = 1

und gewisser Teilreihen derselben besitzen nämlich eine 
Eulersche Produktentwickelung von derselben Art wie die 
Zetafunktionen imaginärquadratischer Körper — nicht da­
gegen wie die Riemannsche Zetafunktion. Die Aufstellung 
dieser Euler-Produkte geschieht durch die funktionen-
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theoretisch definierten Operatoren Tn. Deren arithmetische 
Bedeutung ist hei den binären quadratischen Formen er­
kennbar, weil hier die arithmetische Theorie bereits ge­
nügend ausgebildet ist, und jnag hier auseinandergesetzt 
werden.

Sei (}(xl,x2) = Axf + Bxi x2 + Cx% eine positive binäre 
Form mit ganzem A,B,C, wobei der Einfachheit halber 
noch die Diskriminante A = B2 —4AC kleiner als —4 und 
gleich der Diskriminante des quadratischen Körpers Æ (j/A ) 
vorausgesetzt sei. Die Reihe S(t, Q) hat dann die Stufe |A|, 
die Dimension —1 und den Character e(/j) = quadratisches 

Restsymbol wenn n>0. Der Einteilung der Formen Q 

mit Diskriminante A in Klassen äquivalenter entspricht 
bekanntlich die Einteilung der Ideale des Körpers K í | A ) 
in Klassen derart, dass die Dirichlet-Reihe

X

(3) <p(s, (?) = Q(nlfn2)~s = a(n,Q)n~s
(nltn,) n = l

auch in der Gestalt geschrieben werden kann

5<p(s,q) - y«(«)-*= c(s,«). 
acÄ

Hier durchläuft a alle ganzen Ideale =£0 aus einer durch 
() umkehrbareindeutig bestimmten Idealklasse Ä des Kör­
pers, N(a) bedeutet die Norm von a. In der Arithmetik 
wird bewiesen, dass die Klassen .ft eine endliche Abelsche 
Gruppe bilden, und wegen des Fundamentalsatzes der Ideal­
theorie sind die mit den Gruppencharakteren xOO ge- 
bildeten Summen über die h Klassen ,ft¿ sämtlich Euler­
produkte, nämlich
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h ____
Hs,x) = x(Ä\-) • f («,Ä() = 7 I (1—X(P) ’ W(y)“s) 1

i — 1 V

= 7 ¿ b-c(p,x)p~s + e(p)p~2s) \ 
p

p durchläuft die Primideale des Körpers, p die rationalen 
Primzahlen.

Um die Euler-Produkte zu erhallen, ist es also nötig, 
neben der einen Reihe <p(s,Q) noch die Reihen aller ver­
schiedenen Formenklassen derselben Diskriminante A her­
anzuziehen. Diese Reihen kann man nun aber auch aus 
einer einzigen beliebigen unter ihnen durch folgenden Pro­
zess herleiten, der nachher zur Definition der Operatoren 
7’ führt: Es sei zunächst p eine positive rationale Primzahl 
mit e(/í) = +1, sie zerfällt also im Körper in zwei ver­
schiedene Primideale p,p'.

p = p • p' •

Nun bilde man diejenige Teilreihe aus der Reihe £(s,Ä), 
welche durch die Zusatzbedingung

(4) N(a) = O(modp), qcä

entsteht. Auf Grund der elementaren Idealtheorie gilt nun 
offenbar: Wenn a alle ganzen Ideale 4=0 aus der Klasse Ä 
mit den jeweils angegebenen Nebenbedingungen durchläuft, 
so ist

N(a) = 0(p) a = o(p) a^O(p') a = ü(p-p')

also speziell in verständlicher Abkürzung

y JV(a)-’ = p~s- ¡(¿.Xtf+p- ■ C(s,Stp)-p~2s ■

N(a) = 0(p)
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(5) P ' •£(«,«) + / y_ N(a) ' = f(s,«p') + f(s,Sp).

N(a)^=0(p),aaJt

Ist andererseits e(p) = —1, so folgt ebenso elementar:

(5 a) —/F +// ^ N (a) s = 0, wenn e(p) = — 1.

N (a)= 0(p),ac51

Bei festem Ä kann man also offenbar so durch passende 
Wahl von p und lineare Kombination alle h Reihen £(s,Ä\) 
erhalten. Überträgt man jetzt diesen Übergang von 
zu den linken Seilen von (5) von den Dirichlet-Reihen auf 
die Potenzreihen 9 (t, Q), so gelangt man zur Einführung 
der Operatoren 7’ für jede Primzahl p, erklärt durch

p—1
(6) SI T„ = e (p) • S (p-r) +1 JTs M.

Das soll auch für die Primfaktoren p der Stufe —A 
gellen, wo dann e(p) = 0 ist. Alsdann ist wegen (5) für 

e(p) — +1

(7) S(t,Q)|Tp = S(t,Q1) + S(t,Q2)

wo Qi» O2 gewisse Formen aus je einer durch () und p völlig 
bestimmten Klasse bedeuten. Und Ähnliches gilt für die p 
mit e(p) = —1 oder 0. Es ist also offenbar möglich, aus 
der einen Modulform 9 (t, Q) von der Dimension —1, der 
Stufe |A| und dem Charakter e (n) vermittels der Opera­
toren 7’ und linearer Kombination alle anderen Reihen 
zur selben Diskriminante zu erhalten, und von deren 
Dirichlet-Reihen ist dann auf Grund arithmetischer Sätze 
bekannt, dass sie sich zu der erforderlichen Zahl von 
Euler-Produkten zusammenfassen lassen. Die Anzahl der 
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linear unabhängigen Euler-Produkte ist ebenso gross wie 
die Anzahl der unabhängigen Reihen 3 (t, Q).

Nun zeigt sich, dass die Operatoren T , definiert durch 
(6), unabhängig von ihrer arithmetischen Entstehung, einen 
Sinn haben für jede Modulform des betreffenden Typus, 
(für die Dimension — k ist dabei in (6) neben e (p) noch 
der Faktor pA —1 anzubringen), überdies aber lassen die 
Operatoren T auch den Typus der Modulform unge­
ändert, sodass sie hintereinander ausführbar, also kompo­
nierbar sind. Die Schar aller Modulformen mit festem 
Typus geht also bei Anwendung aller T in sich über. 
Und weiter ergibt sich die entscheidende Tatsache, dass 
alle T auf Grund ihrer Definition mit einander vertausch­
bar sind und dass aus diesem Umstand bereits die Exi­
stenz von Euler-Produkten in jeder »abgeschlossenen« Schar 
folgt. Dabei soll eine lineare Schar von Modulformen — und 
auch deren Dirichlet-Reihen — abgeschlossen genannt wer­
den, wenn sie bei allen Operatoren T als Ganzes in sich 
übergeht. Die Euler-Produkte selbst sind die — bis auf die 
Reihenfolge eindeutig bestimmten — Individuen der Schar, 
deren Potenzreihen bei allen T sich nur um einen kon­
stanten Faktor ändern, und daher als »Eigenfllilktionen« 
der T zu bezeichnen sind. Die kleinste abgeschlossene 
Schar, die eine gegebene Modulform F eines gewissen 
Typus enthält, wird offenbar erzeugt durch die Menge aller 
Funktionen, die aus F durch Anwendung aller Operatoren 
T , beliebig oft hintereinander ausgeführt, entsteht. In 
dieser unendlichen Menge gibt es nur endlich viele linear 
unabhängige, da alle diese Funktionen vom selben Typus 
sind. Die nähere Untersuchung führt zu einem finiten Ver­
fahren, um aus F die Erzeugenden dieser abgeschlossenen 
Schar zu konstruieren. (Satz 42). Auf diese Art sind mehrere 
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der nachher angeführten numerischen Beispiele berechnet 
worden. Diese kleinste abgeschlossene Schar zu einem F 
ist offenbar eindeutig bestimmt, und ist Bestandteil jeder 
abgeschlossenen Schar, die F enthält.

Wendet man nun diese allgemeinen Aussagen auf die 
speziellen Modulformen 3 (t, Q) an, die durch quadratische 
Formen (J von 2 k Variabein erzeugt werden, so gilt also 
der Satz, dass aus jeder solchen Reihe durch mehrfache 
Anwendung der Operatoren 7’ , d. h. durch zusätzliche Kon­
gruenzbedingungen für die Summation in der Ausgangs­
reihe, wie (4), endlich viele weitere Reihen abgeleitet wer­
den können, die zusammen mit der ersten ein abgeschlos­
senes System bilden und damit auf Euler-Produkte zurück­
führbar sind.

Bei der genauen Formulierung des hier vorliegenden 
Sachverhaltes muss noch eine Modifikation der Aussage 
eintreten, welche die Primteiler der Diskriminante betrifft. 
Schon bei den binären quadratischen Formen nämlich, 
deren Diskriminante nicht Körper-Diskriminante ist, und 
die bekanntlich gewissen Ring-Idealen zugeordnet sind, be­
trachtet man üblicherweise nur die Darstellung von solchen 
Zahlen n durch diese Formen, welche zum Führer des 
Ringes prim sind. Die Anzahlen a(n,Q) und die Anzahl 
der Darstellungen von n als Norm von regulären Ring­
idealen einer bestimmten Ringklasse stimmen dann wieder 
überein; auch wird Äquivalenz von Ringidealen nur defi­
niert für reguläre Ringideale. Ist n aber nicht teilerfremd 
zum Führer des Ringes, so lässt sich die Bestimmung von 
a(/i,Q) arithmetisch zurückführen auf die Bestimmung ge­
wisser a (n*,  Q*),  wo n*  prim zum Führer des zu Q*  
gehörigen Ringes ist. Die Endformel für das Euler-Produkt 
der vollständigen Reihe Qf), wo über alle Formen- 
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klassen Q. gegebener Diskriminante zu summieren ist, ist 
meines Wissens bei binären Formen für allgemeine Zahl­
ringe noch nirgends gegeben und lässt sich wahrscheinlich 
übersichtlich erst mit den Matrizen Ä(/t) meiner Theorie 
formulieren. Es hat sich aber für alle Anwendungen als 
ausreichend gezeigt, nur das spezielle Darstellungsproblem, 
n prim zum Führer, zu untersuchen und sich mit der 
grundsätzlichen Zurückführung des allgemeinen auf dieses 
spezielle zu begnügen. Eine ähnliche Schwierigkeit tritt 
nun naturgemäss auch bei den allgemeinen quadratischen 
Formen unserer Theorie auf, und es ist wichtig, dass es in 
einfacher Weise möglich ist, den Begriff »reguläres Ring­
ideal« unter Beibehaltung der übrigen charakteristischen 
Eigenschaften der zugehörigen Reihen zu übertragen. Man 
bilde nämlich die folgende Reihe, die als die »reduzierte 
Reihe zu der Form Q« bezeichnet sei:

3(t, Q)=X a(n,Q) e21Tl Ñ; 9 (s, Q) = g (n, Q)n~~ \

(n, A') = 1 (n, N) = 1

Es ist also dabei nur über diejenigen n zu summieren, die 
zur Stufe N der ursprünglichen Reihe, oder, was dasselbe 
ist, zur Determinante der Form 2 Q teilerfremd sind. Der 
Nenner N im Exponenten ist dabei zweckmässig einzu­
führen, weil bei dieser Schreibweise S (t, Q) wieder eine 
Modulform derselben Stufe N ist. Für diese reduzierten 
Reihen gilt dann eine analoge Theorie wie oben; in der 
Definition (7) des Operators 7’ ist innerhalb der Summe 
I durch IN zu ersetzen, man braucht jetzt aber nur die T 
heranzuziehen, deren p zur Stufe prim ist, und in den 
Euler-Produkten fallen natürlich auch alle Primfaktoren der 
Stufe weg. Die Darstellung der Determinantenteiler durch 
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die Formen Q kann und muss als ein besonderes Problem 
abgespalten werden, da im allgemeinen bei Berücksichtigung 
auch dieser Primfaktoren die Euler-Produkte erst nach Ad­
junktion eines gewissen Matrizenringes aufgestellt werden 
können.

Für die reduzierten Dirichlet-Reihen q> (s, ()) gilt der 
Hauptsatz meiner Theorie (§ 6, Satz 39), dass jede redu­
zierte Reihe eindeutig durch gewisse endlich viele, allein 
von dem Typus der Form () abhängige »kanonische« Euler- 
Produkte <Pp (s) als lineare Kombination darstellbar ist:

q>(s,Q) = (*)•

P
Als kanonisch bezeichne ich Euler-Produkte von der sehr 
speziellen Bauart

<MS) = ]/ (J—+
p

Hier ist e(jd) der in dem Typus der Form () vorkommende 
Restcharakter mod N.

Eine entsprechende Aussage gilt nun auch manchmal 
für die vollständige Reihe <p (.?,()), nämlich, in Analogie 
mit dein Fall binärer Formen, wenn der quadratische Rest­
charakter e(n) in (2), der für positive n mit Hilfe der 
Diskriminante A von () als

darstellbar ist, ein eigentlicher Charakter mod N ist. Diese 
Voraussetzung ist jedenfalls dann erfüllt, wenn A und da­
mit auch N quadratfreie Zahlen sind. (§ 6, Satz 40).

Im allgemeinen Fall kann die Zurückführung auf kano­
nische Euler-Produkte erst nach Adjunktion eines gewissen 
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kommutativen Matrizen-Ringes bewerkstelligt werden. Im 
Zusammenhang damit lassen sich, wenn die Diskriminante 
ein Quadrat ist, die Anzahlen a(m,Q) mit(/n,N)>l auf 
die Anzahlen a(n,Q) mit (n,N)= 1 zurückführen. Dabei 
ergeben sich für eine Primzahlstufe N = q speziell bei 
Variabeinzahlen < 22 überraschend einfache Beziehungen 
von elementar arithmetischem Charakter, die anscheinend 
in der bisherigen arithmetischem Theorie noch nicht ent­
deckt sind. (§8, Satz 50 und 51).

Die Koeffizienten der kanonischen Euler-Produkte sind 
algebraische Zahlen. Auf diese Weise ist jeder quadratischen 
Form Q ein ganz bestimmter algebraischer Zahlkörper zu­
geordnet. Über die sonstige Bedeutung dieser Irrationali­
täten für die Form () weiss man bisher nichts äusser bei 
binären Formen. Hier ist dieser Zahlkörper ein reeller Un­
terkörper des Körpers der /i-ten Einheitswurzeln, wo h die 
Klassenzahl der betr. Diskriminante ist.

Die nächste Frage ist die nach der genaueren Beschaf­
fenheit abgeschlossener Systeme. Ist es vielleicht möglich, 
als Basis des abgeschlossenen Systems allein mehrere 
Reihen S (t, ()) zu wählen, ohne dass es nölig wäre, diese 
Reihen durch die Kongruenzbedingungen zu modifizieren, 
welche mit den Operatoren T Zusammenhängen? Das 
würde bedeuten, dass die Euler-Produkte sich bereits als 
lineare Kombinationen allein der S(t, ()) darstellen lassen. 
In diesen Zusammenhang gehört ein wichtiges Resultat von 
Herrn Siegel. In seiner allgemeinen Theorie1 beweist Herr 
Siegel als Hauptsatz ein Theorem, das, auf den hier betrach­
teten Fall spezialisiert, lautet: Man bilde ein volles System 
nicht-äquivalenter quadratischer Formen Qt,()2,

1 C. L. Siegel, Über die analytische Theorie der quadratischen Formen. 
Ann. of Math. (2), 36 (1935).
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von 2k Variabeln aus einem und demselben »Geschlecht«. 
Es gibt dann p positive rationale Zahlen rlf r2, . . . . sodass

U oo_,
(8) \ rz • 3(t, Qz) = E(t) cne2T,inT

Z = 1 n = 0

eine sogenannte Eisenstein-Reihe von der Dimension —k 
ist. Die Entwickelungskoeflizienten cn dieser Reihe sind 
Summen von (k—l)-ten Potenzen der Teiler von n, jede 
noch multipliziert mit gewissen quadratischen Restcharak­
teren nach der Determinante, und daher lässt sich die 
Dirichlet-Reihe dazu als Summe von Euler-Produkten dar­
stellen. Dass diese Eisenstein-Reihe und also auch diese 
Euler-Produkte notwendig in jedem abgeschlossenen System 
enthalten sind, welches aus jeder einzelnen Reihe -3 (t, ()z) 
entsteht, folgt sehr einfach aus meiner Theorie (§ 3).

Hiernach könnte man vermuten, dass vielleicht schon 
die p Reihen aller Formen ein und desselben Formenge­
schlechtes ein abgeschlossenes System bilden. Indessen 
zeigt ja schon die Theorie der binären Formen, dass diese 
Vermutung falsch ist, da hier bekanntlich einfache Multi­
plikationsgesetze für die Darstellungszahlen a(n,Q) erst 
formulierbar sind, wenn man nicht nur die Formen eines 
Geschlechtes, sondern gleichzeitig alle primitiven Formen 
mit derselben Diskriminante in Betracht zieht. Aber auch 
die S (t, Q) aller primitiven Formenklassen Q der gleichen 
Diskriminante erzeugen noch keine abgeschlossene lineare 
Schar, sobald die Variabeinzahl >4 ist. Schon bei quater­
nären Formen, deren Diskriminante kein Quadrat ist, ent­
steht ein abgeschlossenes System 3 (t, Q) erst durch Her­
anziehung von Formen Q mit mehreren verschiedenen 
Diskriminanten. Es erweist sich eben als notwendig, zugleich
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alle Formen von demselben »Typus« zu betrachten, und 
unter ihnen kommen im allgemeinen solche mit verschiede­
nen Diskriminanten vor. Für eine Inangriffnahme der arith­
metischen Theorie der quadratischen Formen ist diese Er­
kenntnis sehr wichtig, dass man zu den vollständigen und 
einfachen Multiplikationsgesetzen der Darstellungszahlen 
a(n,Q) erst gelangen kann, indem man Systeme von For­
men mit verschiedenen Diskriminanten betrachtet. In ähn­
licher Richtung liegen die Gedankengänge, welche in den 
letzten Jahren von Herrn H. Brandt1 über »Stammformen«, 
»Stammdiskriminanten« usw. entwickelt worden sind. In­
dessen auch für volle Systeme von Stammformen mit 
gleicher Diskriminante lassen sich die vollständige Aus­
sagen noch nicht formulieren; dies zeigen schon meine 
Beispiele von quaternären Formen mit Diskriminante 29 
und 37, wo man die (adjungierten) Formen mit Diskrimi­
nante 293 und 373 hinzunehmen muss.

Ob endlich das System aller 3(t, Q) von festem Typus 
nun in jedem Falle auch wirklich abgeschlossen ist, lässt 
sich vorläufig mit den Mitteln der Funktionentheorie all­
gemein nicht entscheiden. In der linearen Schar aller Modul­
formen des gegebenen Typus kann man bisher diejenigen 
Individuen, welche gleich einer Thetareihe S (t, Q) sind, 
durch funktionentheoretische Eigenschaften noch nicht 
charakterisieren, ja nicht einmal die Schar aller linear 
durch solche Thetas darstellbarer Modulformen irgendwie 
kennzeichnen. Nur für jeden numerisch gegebenen Typus 
lassen sich diese Fragen rechnerisch vollständig erledigen. 
Dass hier noch spezifisch arithmetische neue Begriffs­
bildungen nölig sind, folgt auch aus der Tatsache, dass es

1 H. Brandt, Zur Zahlentheorie der quadratischen Formen, Jahres- 
ber. d. Dtsch. Math. Ver. XLVII1 (1936).

I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fjs. Medd. XVII, 12. 2 
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quadratische Formen QltQ2 gibt, welche nicht unimodular 
äquivalent sind, aber doch dieselbe Thetareihe 9 (t, Qt) 
= 3 (t, (J,) haben. Beispiele hierfür (bei 16 und mehr 
Variabein und der Diskriminante 1) verdanke ich einer 
Mitteilung von Herrn E. Witt (Hamburg). Eine Reihe 
numerischer Beispiele in 4, 6, 8, .... Variabein, die ich im 
Folgendem vorführe, zeigt, dass das System aller 9 (t, ()) 
des betr. Typus abgeschlossen ist, da hier sogar alle Modul­
formen dieses Typus durch jene Thetareihen darstellbar 
sind. Bei binären Formen ist alles arithmetisch so genau 
bekannt, dass durch unsere Methode keine neue Aussage 
geliefert wird. Bei quaternären komponierbaren Formen 
(ihre Diskriminante ist ein Quadrat) ist die arithmetische 
Theorie durch Herrn Brandt soweit durchgebildet, dass 
sich die Abgeschlossenheit der fraglichen Systeme beweisen 
lässt und man hier auch die angemessene arithmetische For­
mulierung der Eulerprodukt-Eigenschaft angeben kann. (§ 9).

Die einfachsten quadratischen Formen sind die mit der 
Diskriminante 1. Ihre Variabeinzahl muss durch 8 teilbar 
sein, die Stufe ist 1. Ihre Theorie lässt sich vollständig 
durchführen, die entsprechenden Thetareihen fester Dimen­
sion bilden immer ein abgeschlossenes System, und dieses 
enthält genau die erforderliche Zahl von Euler-Produkten; 
überdies lässt sich sogar jede Modulform des betreffenden 
Typus linear durch diese Thetareihen darstellen.

Die quadratischen Formen von ungerader Primzahl­
stufe q sind dann schon hinreichend allgemein, um die 
Verhältnisse des allgemeinen Falles erkennen zu lassen, und 
sind andrerseits funktionentheoretisch einfach genug, um 
ohne gar zu viele Fallunterscheidungen ein klares Bild von 
den Grundtatsachen der Theorie zu geben. Die nachher 
angeführten Beispiele beziehen sich alle auf solche Formen.
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Dabei zeigt sich für Formen mit quadratischer Diskrimi­
nante ein bemerkenswerter Unterschied bei den Variabein­
zahlen >24 gegenüber den anderen: Für 24 und mehr 
Variable (äusser 28) treten bei den Primfaktoren der Deter­
minante neue arithmetische Konstanten auf. Der analytische 
Grund ist das Vorhandensein von Spitzenformen der 1. Stufe 
bei den Dimensionen —k mit k> 12. (§ 8, Satz 51).

Endlich besteht aber zwischen quadratischen Formen 
mit verschiedenen Variabeinzahlen noch ein Zusammenhang 
anderer Art, der ebenfalls durch die Methoden der Funk­
tionentheorie in seiner Allgemeinheit aufgedeckt wird. Die 
arithmetische Bedeutung der so entstehenden Relationen 
ist aber zur Zeit noch ganz unverständlich. Dieser Zu­
sammenhang beruht darauf, dass durch eine quadratische 
Form Q in /’Variabein äusser der oben mil S(t, Q) be­
zeichneten Reihe noch unendlich viele andere Modul­

funktionen der Dimensionen —(v = 0, 1,2 . . . in 

inf.) erzeugt werden; als Entwickelungskoeffizienten der 
Potenzreihen werden dabei nicht die Darstellungszahlen 
«(/!,()) selbst genommen, sondern jede Darstellung von n 
durch die Form Q wird noch mit einem Gewicht behaftet, 
was noch auf unendlich viel verschiedene Arten möglich 
ist. Es bedeute nämlich Pv (xt, . . ., æy) ein homogenes 
Polynom von der Dimension v in den Variabein x¡, und 
es sei Pv überdies eine »Kugelfunktion in Bezug auf die 
quadratische Form ()«, d. h. nach einer linearen Trans­
formation der x, durch welche () eine Summe von Qua­
draten wird, soll Pv eine Kugelfunktion der neuen /'Variabein 
sein. Man bilde jetzt die /’-fach unendliche Reihe

2
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Diese Funktionen von t erweisen sich wieder als Modul­
formen eines gewissen Typus k, N, e (a)}, ihre Dimen­

sion ist V , während ihre Stufe N und ihr Charakter 

e(a), von V unabhängig, nur von Q abhängen. Man kann 
also mit diesem Ansatz auf sehr verschiedenartige Weise 
Modulformen des gleichen Typus erhalten. Und es werden 
daher im allgemeinen lineare Relationen zwischen diesen 
Reihen bestehen müssen. Während für ungerade v obige 
Reihe offenbar identisch verschwindet, entstehen für gerade 
v vielfach brauchbare Reihen. In einzelnen numerischen 
Fällen, wie Q — Summe von Quadraten, hat man schon 
früher1 solche Identitäten gelegentlich bewiesen. Bei binären 
Formen, f = 2, sind die Pv arithmetische Funktionen, 
welche als »Grössencharaktere« in der Theorie der imaginär 
quadratischen Körper schon bekannt sind. Mit ihrer Hilfe 
kann man die zu einander reziproken Idealklassen, die ja 
nach (3) zu derselben Thetareihe führen, auch funktionen­
theoretisch von einander trennen, und Ähnliches scheint 
auch bei Formen von mehr Variabein möglich zu sein, wo 
man z. B. durch die Pv die früher erwähnten verschiede­
nen Klassen quadratischer Formen mit derselben Theta­
reihe auseinander halten kann. Im binären Fall bilden 
die Reihen von festem Typus und festem v ein abge­
schlossenes System, wie die Arithmetik durch Aufstellung 
der Euler-Produkte zeigt. Ich gebe später für quaternäre 
Formen ein Beispiel mit der entsprechenden Eigenschaft 
(Beispiel 12 in § 11).

1 Systematische elementare Beweise für solche Identitäten finden 
sich in einer neueren Arbeit von A. Walfjsz, Zur additiven Zahlen­
theorie V., Travaux de l’Inst. Mathém. de Tbilissi V, 1938. Dort auch aus­
führliche Angaben der neueren Litteratur von Uspensky, Boulyguine, 
Bessel.
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Die quaternären Formen sind vor Formen mit andern 
Variabeinzahlen funktionentheoretisch ausgezeichnet. Denn 
ihre Thetareihen sind Modulformen der Dimension —2; 
sie werden also nach Addition passender Eisenstein-Reihen 
zu Integranden 1. Gattung für die betr. Stufe. Im Zusammen­
hang damit erhebt sich die Frage, ob umgekehrt alle Inte­
granden 1. Gattung durch solche Thetareihen linear dar­
stellbar sind. Das ist für die Funktionentheorie wichtig, 
da man bisher noch keine andern Methoden zur Konstruk­
tion der Reihen für diese Integranden besitzt. Gruppen­
theoretische Überlegungen lassen vermuten, dass man tat­
sächlich durch die Thetareihen nur einen Teil aller Integrale 
erhält, denn es scheint nicht möglich zu sein, eine Funktion 
von nicht-reellem Typus linear aus vierfachen Thetareihen 
darzustellen. Die entsprechende Frage für die Modulformen 
der andern Dimensionen ist ebenfalls noch ungelöst. Doch 
wird man vermutlich für die grösseren Variabeinzahlen 
6,8, ... alle ganzen Modulformen der Dimensionen —3, 
— 4, .... durch solche Thetareihen konstrueiren können.

In § 2 und 3 wird nach einer kurzen Übersicht über 
die vorhandenen Sätze der Funktionentheorie die allgemei­
nen Theorie der Modulfunktionen in der Richtung weiter­
geführt, die für die nächsten Anwendungen nölig ist. Nach 
Einführung der Grundbegriffe Stufe, Charakter und Typus 
für quadratische Formen in § 4 wird in § 5 eine Zusam­
menstellung der Hauptsätze über Kugelfunktionen von 
f Variabein gegeben. § 6 bringt dann den Übergang zu 
quadratischen Formen, vermittelt durch die Thetareihen, 
und übersetzt die Tatsachen der Funktionentheorie in die 
Sprache der quadratischen Formen, wobei als Hauptsätze 
die Sätze 39, 40 ausgesprochen werden. In den folgenden 
Paragraphen werden dann die allgemeinen Theoreme spe-
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zialisiert und weiter ausgeführt für die einfachsten nicht­
trivialen quadratischen Formen, in § 7 wird der Zusam­
menhang der quadratischen Formen mit Diskriminante 
1 bei 8 und 24 Variabein mit der Funktion A (t) aus der 
Weierstrass’schen Theorie klargelegt, in § 9 die einfache 
arithmetische Formulierung des Euler-Produktes bei ge­
wissen Formen von 4 Variabein und der Zusammenhang 
mit der Quaternionen-Theorie von Herrn Brandt ausein­
andergesetzt. Zum Schluss wird in § 11 eine Reihe nume­
rischer Beispiele für Formen von 4, 6, 8, 10 und 12 Vari­
abein vorgeführt.

Bezeichnungen. »Quadratische Form« ohne weiteren 
Zusatz bedeutet hier stets positive ganzzahlige quadratische 
Form einer graden Zahl von Variabein im Sinne von §4; 
die Zahl der Variabein wird meist mit f bezeichnet, die 
Form mit Q (xlt x2, . . . xf) oder Q(x) oder Q ((a?)). Die 
Bedeutung von »abgeschlossener Schar« und »invarianter 
Schar«, welche ich hier in einer zweckmässigeren Art, 
anders als gelegentlich bisher gebraucht, einführe, findet 
sich in §2 und 3. Die Stufe einer Modulfunktion heisst N, 
oder, wenn hervorgehoben werden soll, dass sie eine un­
grade Primzahl ist, auch q. Die Diskriminante der quadra­
tischen Form Q wird mit A bezeichnet. Sie ist die Deter­

minante der Form 2Q, multipliziert mit (—l)2.
Ferner wird stets gesetzt

2TTÍT

*■» —— TT i T w ——- p i c c

§ 2. Das Verhalten der Modulfunktionen höherer Stufe 
bei den Substitutionen der Modulgruppe.

Bezüglich der allgemeinen Grundbegriffe der Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen verweise ich zunächst
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auf die Zusammenstellung in § 1 meiner Arbeit (T^I1). 

Sei L die Matrix einer beliebigen reellen Substitution 

mit positiver Determinante. Wir definieren den Operator L 
für eine Funktion F(t) durch

«T + b 
CT + d 

' ' (ct + d)/k

Ich übernehme damit eine von Herrn Petersson bemerkte 
Vereinfachung, welche für die inhomogen geschriebene 
Modulform noch etwas durchsichtiger ist als die ursprüng­
lich von mir benutzte Bezeichnung. Sind L15L2 die Matrizen 
zweier solcher Substitutionen und L — I' 1 ■^''2 die Produkt­
matrix im Sinne der Matrizen-Multiplikation, so gilt

F|L = = (FIL,)!/.,.

Gehört speziell L zur homogenen T(AT) und ist F eine 
Modulform der Art (—k,N), so ist

F\L = F, wenn (N);

und das Bestehen dieser Gleichung für alle diese L ist auch 
gleichwertig mit der Aussage, dass F(t) eine Funktion der 
Stufe N ist. Man beachte, dass nach (9)

(10)

Die nächsten Definitionen beziehen sich auf beliebige, 
aber fest gedachte Werte k,N. Seien oc,ß,y, 5 rationale

1 E. Hecke, Über Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen 
mit Eulerschen Produktentwickelung 1, II. Math. Ann. 114 (1937), S. 1 
und S. 316, im folgenden zitiert als 7’ I und Tn 11.



24 Nr. 12. E. Hecke: §2

Zahlen, deren Nenner zu N
(mod N). Mit

a
y

prim sind, und aS — ßy = 1 

ß'
5

bezeichnen wir die Matrix einer Substitution aus
/ oc ß\

welche mod N kongruent $ j ist. Das Zeichen F 

r(i), 
a ß 
y 8.

ist dann also eindeutig bestimmt, falls F eine Funktion
der Stufe N ist. Speziell setzen wir

für jede ganze zu N teilerfremde Zahl n.
Endlich bezeichnen wir die beiden erzeugenden Modul­

substitutionen aus r(l)

(12)

Jede Modulform F(t) von der Art (—k,N) besitzt eine 
nt Wickelung

00
X----- 7 ( 2TTiT\

(13) E(-r)=_>c„^ 1
n = 0

\ZN = e N )>

und eine Entwickelung der gleichen Art bestehl auch für 
alle F| L bei beliebigen Substitutionen L der Modulgruppe. 
Sind die konstanten Glieder c0 in allen diesen Reihen 0, 
so heisst F(t) eine Spitzenform. Ferner heisst F(t) vom 
Teiler t wenn alle in der Reihe (13) vorkommen­
den Exponenten n mit der Stufe N den gr. gern. Teiler t 
haben. Damit F(t) vom Teiler N ist, ist notwendig und 
hinreichend, dass

F| U = F.
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F(t) heisst normiert, wenn sie bei allen Fn sich nur um 
einen konstanten Faktor e (n) ändert:

F|Fn = e(n)F.

Dieses e (z?) ist offenbar ein Restcharakter von n mod N 
und heisst der Charakter von F(t). Wegen (10) kommen 
zu gegebenen k nur Charaktere vor mit

e(-l) = (-1)‘.

Für unsere arithmetischen Anwendungen sind nun be­
sonders wichtig die normierten Funktionen vom Teiler N. Sie 
stehen in ausgezeichneter Beziehung zu der Untergruppe 
ro (N) von' r(l), welche durch

(14) r„(¡V): L = crfl), c = 0(modN)

definiert ist. Diese Untergruppe wird durch U und die Bn 
erzeugt. Zu jeder Modulform der Art (—k,N), welche nor­
miert und vom Teiler N ist, gehört ein Charakter e (zz) mod N, 
definiert durch

F| L = e (<7) • F, wenn L c To (N).

Eine solche F(t) heisse »vom Typus (— k, N, e (d))«. Der 
Haupttypus ist der, wo e (z?) der Hauptcharakter, d. h. iden­
tisch 1 ist. .Jeder andere Typus heisse Nebentypus. Die 
Funktionen vom Haupttypus sind die (relativen) Invarian­
ten von ro(M). Solche gibt es nur für grade Dimension — k, 
weil mit L auch —L zu To (N) gehört und e(— 1) = (—1)*  
ist. Für unsere Anwendungen sind vor allem die Funk­
tionen von reellem Typus wichtig, d. h. die mit reellem e (z?). 
Bei ungerader Primzahlstufe N = q existieren als reelle 
Charaktere nur diese zwei:
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1) e (n) — 1. (dabei k grade)

2) e (n) = quadratisches Restsymbol

Der zweite kommt wieder nur für solche k vor, wo 
•i—1

(—i)fc = (—1) 2 ,

(15) k = (mod 2).

Wir leiten jetzt einige Sätze über die Anzahl linear un­
abhängiger Funktionen mit gegebenem Typus her.

Der Index der Gruppe F0(N) innerhalb der inhomo­
genen vollen Modulgruppe T (1) ist

(16) uoW = n.7J(i+1).
q

q durchläuft dabei die verschiedenen Primfaktoren von N.
Die Anzahl der rationalen Spitzen des Fundamental­

bereiches von ro (N) ist 

(17) o-0(N) = <p [t, y).

Dabei bedeutet <p (n) die Eulersche Funktion (Anzahl der 
reduzierten Restklassen mod n) und t durchläuft die posi­
tiven Teiler von N.

Endlich ist das Geschlecht des Fundamentalbereiches 
von ro (N) gleich

(18) p0(N) = l+y^2_^-^-lffo(lV).

Hier ist

V1

0, wenn N durch 2 oder 9 teilbar,
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0, wenn N durch 4 teilbar,

v2 = in jedem andern Fall.

(19)

(20)

identisch Null.

</ durchläuft in diesen beiden Produkten die ungeraden 
Primteiler von N.

Eine Modulform vom Haupttypus, d. h. eine (relative) 
Invariante von ro(N) hat dann bekanntlich genau

Nullstellen im Fundamentalbereich von T0(N), gemessen 
in den richtigen Ortsvariabein von ro(N), wenn —k ihre 
Dimension ist. (a(N) braucht keine ganze Zahl zu sein, 
im Hinblick auf die elliptischen Ecken von T (1), die nicht 
solche von ro (N) sind).

Eine Funktion vom Teiler N besitzt eine Entwickelung 

«W = Uo (N) • ~

n «= 0

§ 2 Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen.

Ortsvariable für die Spitze t = oc ist z, daher folgt sogleich 
Satz 1: Wenn bei einer Funktion F(t) vom Haupttypus 

die ersten Koeffizienten an in (20) verschwinden für alle 
p0 (N)

nS---- ----------Fl, so ist die Funktion F(t) identisch Null.

I)a ferner das Quadrat einer jeden Funktion von reellem 
Typus eine Funktion vom Haupttypus ist, so folgt weiter:

Satz 2: Wenn bei einer Funktion von reellem Typus 
in ihrer Potenzreihe (20) die ersten Koeffizienten an ver­

ía (N) k
schwinden für alle n<—^----- F 2, so ist die Funktion 
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Für die Anzahl linear unabhängiger Funktionen von 
gegebenem reellem Typus ergibt sich hieraus als obere 
Schranke die Zahl oc(N) + 2. Die genaue Anzahl, die im 
allgemeinen kleiner ist, lässt sich mit Hilfe des Riemann- 
Rochschen Satzes ermitteln, sobald Zf >2. Denn der Quotient 
von zwei Funktionen desselben Typus ist offenbar eine 
absolute Invariante der Gruppe To (N) mit höchstens a(N) 
Polen. Speziell ist bei Zf = 2 :

Satz 3: Die Anzahl der linear unabhängigen Funktionen 
eines Haupttypus (—2,N, 1) mit k = 2 ist

PoW + ^oW-l.

Hierbei sind p0(N) und ct0 (N) durch (17), (18) bestimmt. 
p0(N) gibt die Anzahl der Spitzenformen in der Schar an, 
sie sind gleichzeitig die Integranden 1. Gattung zu T0(.V); 
und cr0(N)— 1 ist die Anzahl der Eisensteinreihen in der 
Schar, diese sind die Integranden 3. Gattung, deren loga­
rithmische Singularitäten nur in den o-0 (N) rationalen 
Spitzen von T0(N) liegen.

Die fraglichen Anzahlen für die anderen Typen geben 
wir nur für ungerade Primzahlstufe N = q an. Sie sind 
in einer Arbeit von H. Feldmann berechnet worden, treten 
dort aber zunächst in einer anderen Bedeutung auf.

Die Modulformen von der Art (—k,N) müssen nämlich 
noch in schärferer Art eingeteill werden, nach ihrem Ver­
halten bei der vollen Modulgruppe F (1), statt nur bei 
ro(;V). Da P (N) ein Normalteiler von F (1) (von end­
lichem Index) ist, so gehört mit einer Funktion F(t) auch 
jede mit ihr »konjugierte« Funktion F\ L wieder zur Stufe N, 
wobei L eine beliebige Substitution aus F (1) ist. Die linear 
unabhängigen unter den Konjugierten zu F erfahren also 
bei den Operatoren aus F (1) lineare homogene Substitu­
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tionen, welche in ihrer Gesamtheit offenbar eine Darstellung 
der endlichen binären homogenen Modulargruppe W? (X) 
mod N bilden. Diese Darstellung ist durch F eindeutig (im 
Sinne der Theorie äquivalenter Darstellungen) bestimmt 
und werde mit 3)(F) bezeichnet. Eine lineare Schar von 
Modulformen heisse ferner eine invariante Schar, wenn 
sie bei den Operatoren aus T(l) als Ganzes in sich über­
geht. Jede invariante Schar der Stufe N definiert wieder 
eine völlig bestimmte Darstellung der Modulargruppe W? (N) 
durch das Verhalten ihrer Basiselemente bei T (1). Speziell 
ist die Schar aller Spitzenformen von der Art (—k,N) 
invariant; die zugehörige Darstellung von SDÎ (N) werde mit 

(21) 

bezeichnet. Ebenso bilden die Eisenstein-Reihen der Art 
(—k, N) eine invariante Schar, die entsprechende Darstel­
lung von 3ÏÏ (N) heisse

(22) $k(N).

Sie ist mit der Permutationsgruppe der rationalen Zahlen­
paare mod N bei den Substitutionen der homogenen Modul­
gruppe verknüpft.

Die elementaren Bausteine der invarianten Scharen sind 
die irreduziblen invarianten Sellaren, d. h. solche, die 
keine echten invarianten Teilscharen enthalten; die zuge­
hörigen Darstellungen von SD?(AT) sind irreduzibel. Jede 
irreduzible invariante Schar wird durch ein beliebiges ihrer 
Elemente und dessen Konjugierte erzeugt (aber nicht um­
gekehrt).

Die Anzahl der linear unabhängigen Modulformen von 
festem Typus lässt sich dann auf folgende Weise bestim­
men: Man stelle zunächst fest, wieviel Funktionen des 
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betreffenden Typus in einer invarianten Schar mit gegebener 
irreduzibler Darstellung von W? (N) enthalten sind. Das 
ist eine elementare Aufgabe der Darstellungstheorie. Sodann 
bestimme man die Vielfachheit, mit welcher 35 in der funk­
tionentheoretisch definierten Darstellung

+©*(.¥)

enthalten ist, die zur Schar aller Modulformen der Art 
(—k, N) gehört. Aus beidem folgt sofort die gesuchte An­
zahl. Die ziemlich mühsame Bestimmung von <?>Å. (N) ist 
durch mehrere Hamburger Arbeiten 1 geleistet worden, falls 
iV eine ungerade Primzahl q oder das Quadrat einer solchen 
ist. Übrigens lassen sich die fraglichen Anzahlen auch ohne 
Heranziehung der irreduziblen Darstellungen für eine be­
liebige Stufe N allein mit dem Riemann-Rochschen Satz 
bestimmen, doch sind die ebenfalls recht mühsamen Rech­
nungen noch nicht durchgeführt worden.

Ich gebe hier explizite nur das Resultat für ungerade 
Primzahlstufe N = q an. Es werde von nun ab mit X (/l) 
der quadratische Restcharakter j bezeichnet.

Satz 4: Irreduzible Darstellungen T(/?), welche durch 
eine Form F von reellem Typus mit N = q erzeugt werden, 
gibt es nur die folgenden:

1) Für den Haupttypus (—/<■,</, 1) eine irreduzible Dar­
stellung vom Grade q, und ferner die identische Dar­
stellung (5, wo F sogar schon bei der vollen Gruppe r(l) 
invariant ist. k ist dabei notwendig grade.

’ E. Hecke, Über ein Fundamentalproblem aus der Theorie der 
ellipt. Modulfunkt., Abb. a. d. Math. Seminar Hamburg 6 (1928). — 
H. Feldmann, Über das Verhalten der Modulfunktionen von Primzahl­
stufe bei beliebigen Modulsubstitutionen, Abb. a. d. Math. Seminar Ham­
burg 8 (1931). — H. Spies, Die Darstellung der inhomogenen Modular­
gruppe mod 9"  Math. Ann. Ill (1935).
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2) Für den reellen Nebentypus (— k, q, x (d)j je zwei 

irreduzible Darstellungen ®Q + i,®g+i des Grades . Die 
~2~ “2“

Charaktere dieser Darstellungen sind algebraisch konjugierte 
(\/ «=T\

Zahlen aus dem Körper (—1) 2 q/. Mit Rücksicht auf
(15) muss dabei sein

k grade, wenn <7 = 1 (mod 4),
k ungrade, wenn <7 = 3 (mod 4).

In jeder der vier erwähnten irreduziblen invarianten 
Scharen ist dabei stets nur eine einzige Funktion des be­
treuenden Typus vorhanden (abgesehen von konstanten 
Faktoren).

Es werde nun gesetzt bei ungrader Primzahlstufe N = q

(23)

e(A’) = Vielfachheit von @ in (<7), d. h. gleich der 
Anzahl der Spitzenformen 1. Stufe.

.r(A’) = Vielfachheit von ® in (<7),

i/i (Zr) und ÿ2(^) læsp. = den Vielfachheiten, mit denen 
die unter 2) erwähnten Darstellungen ®9+i, 

in (<7) enthalten sind,
2

F(Å') = (k) 4- z/2 (k).

Satz 5: Die Anzahl der Spitzenformen vom Haupttypus 
(—k,q,l) ist gleich e(k)+x(k), die Anzahl derer vom 
reellen Nebentypus k,q,(ç~gleich Y(k).

Jene drei Anzahlen lassen sich nun nach den Resul­
taten von H. Feldmann folgendermassen als arithmetische 
Funktionen von k,q ausdrücken:

Satz 6: e(k) = k
12

, wenn A-=|=2 (mod 12), A1 ¡>4.

c’(Å’) = — 1, wenn A*  = 2 (mod 12), A: >2; e (2) = 0.
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speziell x (2) = pQ (q) = 7 _e + e3
12 2

Satz 8: Y = Y (k) hat die Werte (für q 4= 3):

a) 7 = 1 (mod 4), k grade:

7 , k i £2 + g3 k 4_
Je'

12 2 ' 2 4 1 12

h) <y=3 (mod 4), k ungrade (aber /<>!!):

Y = (¿-1) 7
12

+ (Zf—1)—+

Satz 9: a) q^l (mod 4): = y2 = « y

b) <7 = 3 (mod 4) und q 4= 3:
Y+h Y—h

yi = —, y^ —

In diesen Formeln bedeutet [a] die grösste ganze Zahl 
<a; h = h (|/—7) die Anzahl der Idealklassen im Körper 

«(i/-?).

8/; = 0, wenn £=2 (mod 12); 8k = 1 sonst.
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Satz 10: Für q = 3 ist x(k) =

(/c>3)

yt(k) = y%(k) = 2 wenn k=^l (mod 6) 

yt (Å-) = z/2 (k) + 1, wenn k = 1 (mod 6).

Unter den Modulformen eines jeden Typus gibt es stets auch 
Eisenstein-Reihen, diese sind bekanntlich keine Spitzen­
formen. Wir brauchen die genauen Werte der Entwickelungs- 
Koeffizienten :

Satz 11: Zum Haupttypus (—k, q, 1) gibt es genau zwei 
Eisenstein-Reihen, wenn k grade und k>2, dagegen nur 
eine Reihe, wenn k = 2. Bei k>2 gehört genau eine Reihe 
bereits zur 1. Stufe. Die Reihen sind

k>2: Gk<y'> =
n = 1

und Gk(qx)

(n) zn (zur 1. Stufe gehörig)

oc

7c = 2: Eq(t) = dq(ri)zn = G2(t)-çG2(çt).
n = 1

Hierbei ist gesetzt

Pk=(-D
|(*-H

(2ir)ft

= Summe der r-ten Potenzen der positiven

Teiler von n,

Summe der positiven, zu q primen Teiler

von 72.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys.Medd. XVII, 1'2. 3
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Satz 12: Zum Nebentypus (—k,q,\(d)^ gibt es, wenn 
X(—1) = (— 1/ und k >2, genau zwei Eisenstein-Reihen;

ihre Entwickelungen sind

Ei (t) = x", ci (")
n = 1

00

E2 (t) = Ak (q) 4~ J5; c2 (n) zn,

n = 1

C2 (n) = JV’ dk 1 X (d) 

d I n, d > 0

00

z.(*,x)  =^,'x(n)n"‘

n ■» 1

Y*  = ' 11
ß]

Aus den allgemeineren Reihen der Stufe N (vgl. § 1 
in ï’„ I)

(24) Gk(.T,al,a2; N) = (nilT + m2)~i,
mi = a. (N)

deren Verhalten bei Substitutionen aus T(l) durch die 
Gleichungen

(25) Gfc(T, alta2; N) Gk (t, aat -|- ca2, 5a t 4- da2 ; N)

gegeben ist, setzen sich die obigen Reihen folgendermassen 
zusammen :

(26)

2 • (—2ttz/- Eí(t) = (k — 1)! x(0 * Gfc(T,f,Z; q)
t,l mod q

2 •(2tt)*-E 2(t) = -yk- qk~2- (k— 1)! X<0 ’ G*( t, 0, Z; g).
t mod </

Dass es nicht mehr Eisenstein-Reihen des reellen Neben­
typus gibt, folgt daraus, dass der Fundamentalbereich von 
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r0(g) nur zwei rationale Spitzen t = 0 und t = oo besitzt.
Wir merken noch das Verhalten bei T an:

(27)

£jr = (-i)V

Schliesslich muss noch festgestellt werden, welche irre­
duziblen invarianten Scharen durch diese Eisenstein-Reihen 
und ihre Konjugierten erzeugt werden. Es zeigt sich, dass 
dies nur von dem Verhalten der betr. Funktionen gegen­
über dem Operator

(28)
I mod q

abhängt, da folgender Satz gilt:
Satz 13: Für eine Funktion F(t) eines reellen Typus 

von der Stufe q ist die zugehörige Darstellung Ï)(F) dann 
und nur dann irreduzibel, wenn F(t) Eigenfunktion des 
Operators W ist, d. h. wenn eine Gleichung gilt

F| W = Ä • F.

Die Darstellung Q (F) ist durch die Konstante Ä völlig be­
stimmt und zwar

£ (F) = wenn Ä = 7

î) (F) = wenn À = — 1
9 ?—1

D(F) = ®9 + 1 oder @¿ + 1, wenn À2 = (—1) 2 q.
2 2

Beweis: Wenn F(t) von reellem (oder auch kom­
plexem) Typus ist, gibt es unter ihren Konjugierten höch­
stens 7+1 linear unabhängige. Denn bei T (1) erfahren die 
(7+I) Funktionen

3
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(29) F, FI TU1, (I mod g)

bis auf konstante Faktoren nur eine Perinutation. Dieses 
Verhalten findet nämlich offenbar bei U statt, aber auch 
bei T wegen

(30) TUlT = BiU~l TlTr' (l =|= 0 mod q).

Hieraus folgt, dass die einzigen bei U invarianten Funk­
tionen der aus (29) erzeugten Schar die beiden

(31) F und F| W

sind. Sie haben konjugiert-komplexen Typus, denn es ist

W-Bn = B-^W, 

weil

(32) 77?n = R-'T, u'r„ = R„u""

Ist nun der Typus reell, so kommen als irreduzible 
Darstellungen nach Salz 4 nur die vier dort erwähnten in 
Betracht, und jede enthält nur je eine einzige Funktion 
des belr. Typus. Folglich ist die notwendige und hin­
reichende Bedingung, damit T (F) irreduzibel ist, dass (31) 
nur eine einzige Funktion darstellt, d. h. dass

(33) F|W = À-F.

Nun genügt aber bei Funktionen eines Typus (—Je, ç, e (</)) 

der Operator W einer quadratischen Gleichung. Nämlich

W2 = y^T^TU11 = y T¿ Un+ y, RtU lTU~l '+n

l, n mod q n Z 4= 0 ; n

= (-l/g+wJVeG).

I

(34)
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Beim Haupttypus ist also IV2 = q + (7— 1) W, beim Neben­
typus W2 = (—1)Ä<7- Also ist beim Haupttypus nach (33) 

À = q oder —1, beim reellen Nebentypus À2 = (—=
<7—1

(—1) 2 q. Damit ist Satz 13 bewiesen.

Im Falle des reellen Nebentypus gibt das Vorzeichen 
von À noch die Entscheidung, welche der beiden Darstel- 

o 1lungen des Grades’--— die î) (F) ist. Diese beiden Dar­

stellungen lassen sich nämlich unterscheiden durch die 
Eigenwerte, welche bei dem Operator U möglich sind. Setzt 
sich F mit seinen Konjugierten nach einer solchen irredu­
ziblen Darstellung um, so sind in der linearen Schar als 
Lösungen 9 von

J2TT]
e 9 , a e|e 0 (7)

nur solche mit x(a) = + 1 >

in deranderen ®^ + 1 nur solche mit x(a) = —1 vorhanden.
2

Entsprechend heisse @Q + 1 zugeordnet den Resten, und @'/ + 1 
~2~ 2

zugeordnet den Nichtresten. Die Lösungen von (35) sind

(36) <? = ■?„ = /-I ru'j-,a.

I I mod q

Wenn nun F| W = ÄF, so folgt aus (30) leicht

q>ol a'= r(-i)k (9+AX(a)Gx).

Dabei ist Gy die Gauss’sche Summe

(37) Gx= yX(0C' = (

¡^dq wenn q = 3(4).

(35)

in der einen Darstellung ®Q + 1
2
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Es verschwinden nun entweder alle <pf( mit a = Rest oder 
alle mit a = Nichtrest. Daraus ergibt sich

Satz 14: Ist F von reellem Nebentypus und Î)(F) 
irreduzibel, gilt also (33), so ist

Î>(F) = ®7 + 1, wenn Å = (—1)*G X,
~2~

T (F) = ®q + 1, wenn Ä = — (—l)*̂.
2

Die Anwendung dieser Überlegungen auf die Eisenstein- 
Reihen ergibt zunächst

Satz 15: Verhalten der Reihen des Haupttypus bei dem 
Operator IV:

G*( t)|M' = 9Ga.(t) 

gà(</t)| IV = q k
/mod? \ n «= 1

= (1Gå.(t)-G,,.(</t)

E,(t)|IV = -E,(t).

Zur irreduziblen @ gehört also äusser E (t)

(l+q'~k) Gk (t) — ( 1 + </) Gk (q t) (wenn k > 2).

Satz 16: Verhalten der Reihen des Nebentypus bei dem 
Operator IV:

Z“’ E, (t) | IV = (- i)k l/q Yk!■:, (t) 

E2 (t) I IV = (- i)“/? Yt9'1_1 Ei (t) .

Die Eigenfunktionen des Operators IV folgen aus
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I = ±(— Ei(t) ±e2(t)) .

Die Funktionen mit dein oberen Zeichen definieren also 
nach Satz 14 die irreduzible Darstellung + welche den 
Resten zugeordnet ist. 2

Zur numerischen Aufstellung der Reihen ist schliesslich 
noch die Berechnung der Werte der Zetafunktion £ (s) und 
der Reihen L(s,yj in gewissen ganzzahligen Punkten s — k 
erforderlich. Die ersten Werte von £($) führen zu

  1  1   1  1
Pa- 24» Pi_ 240’ Pß  504’ p8 “ 480 ’

(39) _ 1 _ 691 _ 1 
pi° - 264> Pia - 55520’ P14 “ 24’

Die Berechnung der L(k,\) ist, da sie noch von dem Para­
meter q abhängen, mühsamer. Durch den Ansatz

GxL(k,y) =

wird man zunächst auf die Bernoulli’schen Polynome gk(x) 
geführt, die mit reellem Argumenta? im Intervall 0<rr<l 
definiert sind durch

+ (-l)
k e—2irinx

Xk 1 Xk 1 

k\~ 2 (/<•-!)!

  

, wenn k > 1.
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Die ersten Polynome sind

(41)

Es gilt bekanntlich (mit !/$(%) = 1)

(42)
gk (1 — x) = (— 1 )*  • gk (x)

xk~i
9k (æ) = S'*- 1 (æ) i 9 k (x + 1 ) “ 9 k (æ) = _7)j •

Für die L-Reihe erhalten wir also (wobei stets \(—1) = 
(—l)/v vorausgesetzt ist)

Gx L (Å-, x) = - I (2-rrz/  ̂\ (/) gk 

i = i

und damit für das konstante Glied in Ji2 (t) nach (40)

(43)
= Ak(i'> = 2 — g* -1

1 = 1 '

, Ji!
Das Vorzeichen von Ak ist offenbar yft = (— 1)

Für die numerische Rechnung formen wir weiter den
Ausdruck für Ak so um, dass die Anzahl der Summanden 
auf den vierten Teil herabgedrückt wird und überdies an 
Stelle des Polynoms gk ein solches vom Grade <k—l auf­
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tritt. Dies geschieht allgemein durch Benutzung folgender 
elementarer Identitäten: Für jede ungrade Zahl q>l ist 
für jede Funktion F

g —1 <7 — 1
<7—1 2 2

Js >(/) = X (;■(/) += \ (F(2l)+F(q-2t)]
1 = 1 1=1 1 = 1

und ebenso auch

Durch Anwendung der ersten Identität erhält man mit
Rücksicht auf (42)

also ist der erste dieser Ausdrücke auch gleich einer Linear­
kombination der beiden letzten mit der Koeffizienten-

Hier ist jetzt der Faktor von \ (Z) in der Summe ein Poly­
nom in / vom Grade k—1. Zur weiteren Umformung be­
trachten wir die Teilsummen x (Z) Zr über die Intervalle

Z = 1, . . . . — und Z = 1» Wir setzen
4 2

sr = 5^x<or: cr= \'x(/)/r.
Q —i . ,. , <7 —i
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Nach (44) ist

= 2rx (2) \ \ X <7 — 2p) • (7 — 2p)r

q —1
2

und hieraus entstehen Rekursionsformeln zwischen den C , S : r’ r

(46)

Cr (x(2)-X(- 0 (-2)r)

-XO) y x(D(q-2iy.

Dazu tritt noch die Gleichung

0 0 »

woraus folgt
Co = 0, wenn x(— 0 = + 1 •

Wir setzen wieder

X(2) = e2, X(-O = e

und trennen jetzt die beiden Fälle e = ± 1.

a) Sei £=4-1, also k grade, Co = 0.
Aus (46) folgt für r = 1, 2, 3

4S1 qS0
2 4~ e2

(8 + e3) C3 = 16S, - 12 ?Sa + qtCl + S„
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A2(g) =
•2

folgende Tabelle:

also q = 3 (mod 4), k ungrade.

(47)

/ = i

Ferner wie oben nach der Rekursionsformel

3

1\
.3 '

b) Es sei e = — 1, 
Für g = 3 ist zunächst nach (43)

Weiter werde q > 3 vorausgesetzt. Dann ist bekanntlich 
nach Dirichlet

Q-l

(8-^)4,(9) = 2C2--7ct =r*-(2s 2-9s\)-A-A ■

_  1 + E-2 i _  LzLî? p
•■’o — o 1 2

Afc(3) = — 3fc ’(*-1)1

Co = (2-£,)/>; C^'—^qh.

q-1

4S1 —9^0 = —I— (/) (4 / — q)
7 + 2e2 7 + 2e2 77

Z = 1

4 C3 3 qC2
16 —e2

Damit ergibt sich

(1 5 13 17 29 37

Mq) ....................
1
5 — 1 — 3 — 5

.................... 1 29 82 471 1129
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(8 - ea) (4 + e,) C3 = 6 9 (4 - e2) (2 S2 - qSt) + 3 ly*  /,

(32—£2)445(9) = SC4 —+

Q 3 7 11 19 23 31 43 47

a3(q)........
1
9

1

<1
1 0

0

— 3 — 11 — 24 — 48 — 83 — 144

A 5 (</)...................... 1 16 3 -5--17 1345 3408
3 11

§ 3. Das Verhalten der Modulfunktionen bei Trans­
formationen höherer Ordnung.

Zwischen der Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
und der Arithmetik der Primzahlen besteht nun ein Zu­
sammenhang, welcher durch die von mir eingeführten 
Operatoren Tn und T'n vermittelt wird. Ich gebe hier zuerst 

einen kurzen Überblick über die Haupttatsachen und ver­
weise bezgl. der Einzelheiten auf die genannten Arbeiten.

Zu den Modulformen der Stufe N, Dimension — k, vom 
Charakter e (n) und vom Teiler t wird für jede natürliche 
Zahl m ein Operator Tm definiert.

Hier durchläuft mit ad = m die Zahl a alle positiven zu 
N primen Teiler von m und b bei festem a ein volles Rest­
system mod d. Für eine solche Funktion F(t) ist also

(e(a), als Charakter mod N aufgefasst, ist Null, wenn 
(a,N) > 1).
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Speziell wird

f| = °> wenn Í in, — \ > 1.

Für jedes in ist f| 7’*n wieder eine Funktion von derselben 

Stufe, Dimension, Charakter und Teiler. Die Operatoren 
mit demselben t können also hintereinander ausgeführt, 
d. h. komponiert werden, und dabei zeigt sich dann die 
Kompositionsregel

(d durchläuft die positiven gemeinsamen Teiler von ini,m2). 
Sie sind also mit einander vertauschbar. Bei Operatoren 
einer Ordnung n mit (n,N) = 1 ist übrigens Tn = Tn von t 
ganz unabhängig.

Eine lineare Schar von Modulformen mit demselben 
N,k,t,e heisse abgeschlossen, wenn sie durch alle 7’^ 

als Ganzes in sich übergeht. Es sei = V ap (m) z™*  
0

(p = 1, .... k) die Basis einer abgeschlossenen Schar, so 
gibt es also zu jedem in eine konstante Matrix À (zu) = 
= (Äpo.(m)] des Grades k mit

00

(49)
CT = 1

Hier ist Ä(zzi) = 0, wenn ^zn, 7j> 1. Nach (48) ist daher 
auch

(48a) Ä(/ni) * Ä(ma) = Ä e (d) d* -1.
d I mi,m2
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Bei passender Definition der Matrix À(0) (die nur dann 
von 0 verschieden sein kann, wenn t = N) sind die k2 
Funktionen

00

(49a) fpa<7) = ÄPa("Ü2™Z (p,o- = 1, . . . k)
m = 0

linear äquivalent mit der Schar der FP. Es gibt also k 
linear unabhängige konstante Matrizen Bv des Grades k, 

sodass die Matrix
oo K

(50) B(t) = (fpa^)) = jy Ä(m)^/ = FV(t)- BV.

zn = 0 V = 1

Die Matrizen Bv sind mit einander vertauschbar und bilden 

die Basis eines kommutativen Binges von Matrizen, welcher 
identisch ist mit dem durch die Ä(m) erzeugten Ringe. 
Dieser Ring ist ferner maximal, d. h. jede Matrix des 
Grades k mit komplexen Zahlen als Elementen, die mit 
allen Bv vertauschbar ist, ist bereits in dem Ring ent­
halten. Die Multiplikationsregel (48a) veranlasst zur Ein­
führung der Dirichlet-Reihen

00 00

<P p o- (s) = y Apo- (/n) m~S> <Pv (s) = y, aV(«’) nT*.

m — 1 in = 1

Den Faktor t~s lasse ich hier bei Seite (anders als in Tn II !), 
da wir in dieser Arbeit nur mit den Fällen / = 1 und 
t = N 7Ai tun haben werden. Die Matrix O (s) = (9pCT(s)) 

aus Dirichlet-Reihen, welche der Matrix B (t) korrespon­
diert, hat endlich wegen der Produkt-Regel (48a) die Ent­
wickeln ng

(51) <P(s) =2J'(E-à(/))/>-s + £(p)p‘'-1-2’E)-1

p
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E ist die Einheitsmatrix des Grades k, wofür wir auch 1 
schreiben. Bei den Primzahlen p, welche in der Stufe N 
aufgehen, ist die Klammer in dem Produkt (51) höchstens 
vom Grade 1 in p \ und ferner = 1, wenn p überdies 
. Nin — aufgeht. Zur einfachen Bezeichnung solcher Euler- 

Produkte werde fortan eine Dirichlet-Reihe <p (s) ein kano­
nisches Euler-Produkt zu k,N,t,e genannt, wenn

1) <p (s) die Dirichlet-Reihe einer Modulform mit diesen 
k, N, t,E ist,

(52)
2) eine Entwickelung gilt

<P(s) = y¿ (i— «pP s + e(p)p*_1_2s)
p

ap = 0, wenn p
N
t

Diese Benennung gebrauchen wir auch entsprechend bei 
Dirichlet-Reihen, deren Koeffizienten kommutative Matrizen 
sind. Bemerkenswert ist folgendes: Wenn eine Dirichlet- 
Reihe zu einer Modulfunktion mit t = 1 gehört und wenn 
sie überhaupt ein Euler-Produkt ist, so ist sie ein kano­
nisches Euler-Produkt1.

Geht man von der Basis Fp der obigen linearen Schar 

durch eine lineare Substitution mit der Matrix A zu der 
Basis A(F) über, so gehen B(t),<P(s) resp. in die äquiva­
lenten Matrizen

A-B(t)-A—1, A • C>(s) • A—1

über. Die charakteristischen Wurzeln der Matrix B gehören 
ebenfalls der Schar der Fp an und sind identisch mit den­

jenigen Individuen der Schar, deren Dirichlet-Reihe ein
1 T¡t II, Satz 42.
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kanonisches Euler-Produkt ist, ebenso auch, abgesehen von 
konstanten Faktoren, identisch mit denjenigen F(t) der 
Schar, welche Eigeilfunktionen aller Operatoren sind, 
d. h. den Gleichungen

mit konstanten genügen. Die sind dann grade die 
Entwickelungskoefficienten jener charakteristischen Wur­
zeln. Jede Eigenfunktion ist also für sich ein abgeschlossenes 
System. Weitere abgeschlossene Systeme sind

alle Modulformen
alle Eisenstein-Reihen
alle Spitzenformen

mit demselben k, N, t,e. Sind die charakteristischen Wurzeln 
von B (t) alle verschieden, so sind sie linear unabhängig, 
und B (t) ist einer Diagonalmatrix äquivalent und umge­
kehrt. Bezüglich der Frage nach der simultanen Reduktion 
der Matrizen À(/n) auf Diagonalgestalt hat nun Herr 
Petersson1 folgenden Fundamentalsatz bewiesen:

Satz 17: Bei jeder abgeschlossenen Schar von Modul­
formen sind die Matrizen Ä(n) mit (zi, N) = 1 simultan 
auf Diagonalform transformierbar. Ihre charakteristischen 
Wurzeln con haben bei Spitzenformen die Eigenschaft: 

cùn|/e(zz)—1 ist reell.

Bei jeder abgeschlossenen Schar vom Teiler t — 1 ist 
daher die Matrix B (t) einer Diagonalmatrix äquivalent. 
Und hieraus folgt

1 H. Petersson, Konstruktion der sämtlichen Lösungen einer Rie­
mannschen Funktionalgleichung durch Dirichlet-Reihen mit Eulerscher 
Produktentwickelung. I, 11, 111. Math. Ann. 116 (1939) und 117 (1940), 
zitiert als K I, K II, K III.
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Satz 18: Die Dirichlet-Reihe jeder normierten Funktion 
vom Teiler 1 ist eindeutig als lineare Kombination von 
kanonischen Euler-Produkten derstellbar.

Für andere Teiler t ist im allgemeinen ein solcher Satz 
nicht mehr richtig. Man muss dann die Bedingung »kano­
nisch« bei den Summanden fallen lassen.

Das besonders einfache Verhalten der Funktionen vom 
Teiler 1 gibt den Anlass, jeder Reihe vom Teiler t eine 
Reihe vom Teiler 1 zuzuordnen:

Unter der reduzierten Reihe zu einer Reihe F(t) 

= a (/n) z"' bezw. cp (s) = \ a (in) in s verstehen wir die­
nt = 0 nt = 1

jenige Potenzreihe bezw. Dirichlet-Reihe

F(t) = , a (in) z™. bezw. <p (s) = « (m) m~s,
= l (m,N) = l

welche aus der ursprünglichen Reihe durch Streichung 
aller Glieder a (in) mit (in, N) > 1 hervorgeht, unter gleich­
zeitiger Ersetzung von z durch zN bei der Potenzreihe.

Satz 19: Die reduzierte Reihe F(t) zu F(t) ist wieder 
eine Modulform von derselben Dimension, Stufe und Cha­
rakter wie F(t), aber vom Teiler 1.

Beweis. Wir zeigen gleich noch etwas mehr, was für 
den Beweis des Satzes 22 nachher erforderlich ist, aber 
sonst später nicht mehr gebraucht wird. Es sei M ein 
positiver Teiler von N. Aus der Reihe F(t) leiten wir 
die Reihe

F(t, Af) = a(m)z^
(in, M) = 1

ab und zeigen, dass auch sie dieselbe Dimension, Stufe 
Nund Charakter wie F(t) hat, aber vom Teiler - ist. Der 

Operator
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVII, 12. 4
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führt nämlich die Funktion F(t) wieder in eine Form der
Stufe N über, wie sich aus

M u dl M \Mc d I

ergibt. Überdies ist offenbar

27T t
Daher ist mit beliebigen Konstanten xt und = e M auch

(54)

f\lm = m" yXlf| smu* =

I mod M I mod M

00

Jm 
Xl '

in = Ü I mod M

= y, y,

eine Funktion der Stufe N. Wir wählen .i’z so, dass

wenn (/n, M) = 1, 
sonst,

was offenbar eindeutig möglich ist. Hieraus folgt

(55)

sieMit

T

N
hat den Teiler

üZ/?n

Ihr Verhalten bei Rn

1

^x,.SMl/'

l

xn.l = Xp wenn (n,M) = 1.

n—1 0
0

FnüZn2

diesen x¡ ist dann (54) genau die Reihe F(x,M);

folgt aus 
nj

~ y, £ (n) y, 
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also

(55 a) F (t, M) I Rn = e (n) • F (t, M).

Mit M = N ist dann unser Satz 19 bewiesen.
Ist speziell F eine Eisenstein-Reihe, so ist nach (54) 

auch F eine solche, und deren Dirichlet-Reihe ist nach 
Tn II, Satz 44, 45 eindeutig in die Gestalt

\ c (X1> x2) • L (s —Æ + 1, Xi) • L (s, x2) 

X1,X.

zu setzen, wo die C Konstante und die Xi>X2 gewisse Rest­
charaktere mod N sind.

Wenn die Funktionen FP(t) vorn Typus (— k, N, e (zz)) 

eine Schar vom Range k erzeugen, so hat die Schar der 
Fp(t, M) einen Rang k(4/)<k; speziell ist auch stets der 

Rang k der Schar der reduzierten Reihen k<k.
Satz 20: Wenn in den obigen Bezeichnungen bei einer 

abgeschlossenen Schar k = k ist, so ist die Matrix B (t) 
zur Schar der Fp(t) auf Diagonalform transformierbar, 

und jedes Element der Schar kann also als lineare Kom­
bination der charakteristischen Wurzeln dieser Matrix dar­
gestellt werden.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass der Operator

Nk^Xl-SN-U'

I mod ZV

der nach (54) die Reihe F(t) in ihre reduzierte überführt, 
mit allen Tn, wo (n,N) = 1, vertauschbar ist. Das folgt 
sogleich aus

• Tn = Tn ■ SN (Hilfssatz 3 in Tn II, § 7)
IJ1 • Tn = Tn • Uln <Satz 33 in 7\n’ § 5>

4*
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und der Gl. (55). Besteht daher

= J xPa(«)rCT

CT
so gilt auch

= 5

CT

(was auch direkt an den Potenzreihen festgestellt werden 
kann). Ist daher k = k, sind also die Fp (t) ebenfalls 

linear unabhängig, so sind die Matrizen Ä(zi), definiert 
durch Tn zu den Fp(t), die gleichen wie die À(n) zu den 
Fp(t). Nach dem Fundamentalsatz von Herrn Petersson 

ist nun die Matrix B (t) der reduzierten Reihen in jedem 
Fall einer Diagonalmatrix äquivalent, und der Ring der 
À(zz) ist überdies maximal. Wegen k = k haben die Ä (in) 
aus B (t) denselben Grad k und für (n,N) = 1 ist ausser­
dem À(n) = À(n). Da nun die À (m) mit den Ä(zi) ver­
tauschbar sind, so liegen die À(zzz) bereits sämtlich in dem 
Ring der Ä(zz) und sind daher ebenfalls auf Diagonalform 
reduzierbar.

Daraus folgt weiter
Satz 21: Ist k = k in den Bezeichnungen von Satz 20, 

so ist jede Funktion der Schar, welche Eigenfunktion nur 
N 

der Tn mit (n,N) = 1 ist, auch Eigenfunktion aller 7m.
Denn die charakteristischen Wurzeln von B (t) sind 

durch ihre reduzierte Reihe, d. h. durch ihre Eigenwerte 
bei den Tn mit (zz, N) = 1, bereits eindeutig bestimmt.

Satz 22: Bei einer linearen Schar von Modulformen 
des Typus (—k,N,e(n)) vom Range k ist sicher dann 

k = K, wenn der Charakter e(z?) ein eigentlicher Charakter 
mod N ist.
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Beweis. Es sei N = . .qrg', wo die qt die verschiedenen

Primfaktoren von N sind. 7?p(t), (p = 1, 2, . . . k) seien 

die K Erzeugenden der gegebenen Schar. Wir setzen

M0=l, Mi + i = Mi-qr^i (z= 0,1, ... s-1)

und bilden für jedes i = 0,1, . . .,s die aus den Funktionen 
Fp (t, Mt) erzeugte Schar, welche bei dem Beweis von 

Satz 19 definiert wurden. Für den Rang Kf dieser Schar 
gilt offenbar

Ko = K > > K2 >............. Ks_1 > Ks = K.

Wäre nun Satz 22 falsch, also k>k, so müsste in jener 
Kette von Ungleichungen mindestens einmal das Zeichen 
> gelten; es sei etwa

Ki>Ki + i-

In der Schar der Fp (t, M.) gäbe es dann eine nicht-iden­

tisch verschwindende Funktion

G(t) = F(t, Mf)==0, aber F(r,Mi+1) = 0.

Der Kürze halber sei

-Vi = M, qi + 1 = q

gesetzt, dann muss also sein

(56) G = G (t) >

während überdies nach (55 a)

G\Fn = e(n)G.

NHieraus folgt aber, dass e (n) bereits ein Charakter mod —, 
q

also kein eigentlicher Charakter mod N ist. Um das ein-
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Zusehen, bedenken wir, dass nach (56) für alle ganzen 
x,y auch

ist. Das Produkt dieser drei Operatoren

. _ ll+xMNq-', 
\ N

(1 + yMNq xMq
1 + yMNq'

+ yMq 1

soll nun durch passende Wahl von x, y eine ganzzahlige 
Matrix werden, wo das Element rechts oben eine durch N 
teilbare ganze Zahl ist, d. h.

Hieraus kann x bestimmt werden, wenn nur

(56 b) (1 + yMNq~\ N) = 1.

Dann aber ist A eine Modulsubstitution mit

A = fy (mod N), wo l = 1 + yMNq~l (mod N) 

und daher

G I A = e (Z) • G; also nach (56 a) e (1 + yMNq—1) — 1 

für jedes y mit der Bedingung (56 b). Das bedeutet aber 

e(0 = 1, wenn l = 1 (mod M/-1) und (/, N) = 1,

Nalso wäre e(n) bereits ein Charakter mod—, gegen die Vor­

aussetzung. Damit ist Satz 22 bewiesen.
Aus den Sätzen 18, 20, 22 folgen sofort als Hauptergeb­

nisse der allgemeinen Theorie
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H =

(57) H •

(58)

H gellt jede Funktion des Typus 
Funktion des konjugiert-komplexen

jeder Charakter 
ein eigentlicher 
Funktionen des

N eine Primzahl, so ist 
der Hauptcharakter ist, 

Bei einer Schar von

Ist die Stufe 
e(d), der nicht 
Charakter mod N.
Haupttypus, vom Range k, ist in diesem Fall die Differenz

H2 = (- 1)fc. N“k

Zunächst gilt
Satz 25: Durch 

(—k,N, e (d)) in eine 
Typus über.

Das folgt unmittelbar aus der Gleichung 

Der Operator TN kann dann auch so geschrieben werden:

Satz 23: Die reduzierte Dirichlet-Reihe einer jeden 
Modulform eines beliebigen Typus ist als lineare Kom­
bination der eindeutig bestimmten reduzierten kanonischen 
Euler-Produkte zu diesem Typus darstellbar.

Satz 24: Auch die vollständige Dirichlet-Reihe jeder 
Modulform eines Typus (— k,N, e(d)j ist, falls e(n) ein 

eigentlicher Charakter mod N ist, als lineare Kombination 
der eindeutig bestimmten kanonischen Euler-Produkte zu 
diesem Typus darstellbar.

Bei allen diesen Funktionen ist der Operator 7’^. eng 

verknüpft mit dem Operator

= (— !)*•  1 • H ■ W
imod N
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K — K gleich der Anzahl der Funktionen erster Stufe, welche 
in der Schar enthalten sind, wie man leicht nach der Me­
thode von Satz 22 zeigt. Daraus ergibt sich folgende Er­
weiterung von Satz 24:

Satz 24a: Bei Primzahlstufe ist die Dirichlet-Reihe jeder 
Spitzenform des Haupttypus mit k < 12 und k = 14, sowie 
jeder Form des Haupttypus mit k = 2 als lineare Kom­
bination von kanonischen Euler-Produkten darstellbar.

Denn in diesen Fällen ist k = k, weil es hier keine 
Spitzenformen der ersten Stufe, bezw. bei k = 2 überhaupt 
keine Formen der ersten Stufe gibt.

Weiterhin sei in diesem Paragraphen die Stufe N eine 
ungrade Primzahl q. Hier lässt sich wegen der einfachen 
Eigenschaften des Operators W nach § 2 die Frage nach 
der Anzahl der kanonischen Produkte zum Haupttypus 
(—k,q,l) auf eine Frage über Funktionen erster Stute 
zurückführen. Die Matrix B (t) zum vollen System des 
Haupttypus1 ist nämlich dann und nur dann auf Diagonal­
form transformierbar, wenn bei den kanonischen Euler- 
Produkten der ersten Stufe und der Dimension —k alle 
Eigenwerte À des Operators Tq

1 Petersson, K II.

(59) A*  4= 4/-1

haben. Auch die Eigenwerte des Operators Tq für die Funk­
tionen des Haupttypus kann man angeben. (Siehe auch §8).

Bei dem Nebentypus gibt es nun noch eine feinere Un­
terscheidung der kanonischen Euler-Produkte, die später 
arithmetisch wichtig wird. Die beiden verschiedenen irre­

duziblen Darstellungen ($g + i und + i vom Grade-——,
2 2 ¿

die nach Satz 4 bei Funktionen des Nebentypus vorkom­
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men können, nennen wir abkürzend »entgegengesetzt«. 
Nach der allgemeinen Theorie in § 12 Tn II geht eine Funk­
tion /(t) vom Nebentypus mit irreduziblem !?(/') durch 
die Operatoren T mit (n,q) = 1 in eine Funktion wieder 
mit einer irreduziblen Darstellung über, die nun gleich 
oder entgegengesetzt der ursprünglichen T (/') ist, je nach­
dem ob X (n) = 4-1 oder = — 1 ist.

Wir wollen nun untersuchen, wie die kanonischen Euler- 
Produkte sich bezüglich der irreduziblen Darstellungen ver­
halten. Das Zeichen n bedeutet bis zum Schluss dieses 
Paragraphen stets eine durch q nicht teilbare natürliche 
Zahl. Zerlegt man eine Funktion F(t) vom Nebentypus in

F(t) = f(T)4-/'(T),

wo T (/) = ®g + i und £(/*')  = ®'9 + i, was nach (33) (34) 
““2~ 2

stets eindeutig möglich ist, so ist nach dem obigen

F\Tn = f\Tn + f\Tn

die entsprechende Zerlegung für F| 7’n. Jetzt habe F(y) ein 
kanonisches Euler-Produkt, also F| Tn = ^aF, dann ist

wenn x (n) = 4-1

wenn x (n) = — 1.

und daher

(61)

Nach Satz 21 ist daher auch f—f Eigenfunktion aller 
7’^, hat also ein kanonisches Produkt. Ein solches Pro­
dukt heisse nun zweigliedrig, wenn weder f noch f iden­
tisch verschwinden, im andern Falle eingliedrig und zwar 
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zu ®q + i (resp. + gehörig, wenn F = f (resp. F= /')■ 

Mit a2 sei die Anzahl aller verschiedenen Paare 
f—f von zweigliedrigen Spitzenformen mit kanonischem 
Produkt, mit a, a die Anzahl der eingliedrigen Spitzen­
formen zu @<7 + 1 und ®Q + i bezeichnet. Dann ist

2 ~2~

2 o2 + « + a'

die Anzahl aller Spitzenformen des Nebentypus, also die 
Zahl Y (/<) aus Satz 8, während

a2 + a = a2 + a = ij2(k)

die Anzahl aller Spitzenformen zu & resp. ®' sind. Wir 
zeigen nun

Satz 26: Es gibt kein eingliedriges kanonisches Pro­
dukt zur Darstellung ®9 + i (Nichtrest): a' = 0.

2oc ~ f
Beweis: /"(t) = y a(z?z)zm sei eine Funktion zu &q + i 

n = 0 2
mit kanonischem Produkt. Darnach ist a(m) = Äni der 
Eigenwert von f' (t) bei und daher nach (60)

a (zi) = 0, wenn x 00 — — 1 •

Andrerseits ist f (t) Eigenfunktion von 7^, also nach (58) 
auch von H • VV, aber auch von W, weil Î) (/*')  irreduzibel, 
daher wegen W2 = (— l)*g

(62) f'\H = c-f mit konstanten c.

Nun hat aber die Zugehörigkeit von /‘'(t) zu (Nicht-
2rest) nach (36) zur Folge, dass in

m = 0

(63)
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alle b(ri) — 0 sind, wo x(n) = + 1 • Aus (62) (63) folgt aber

b(mi) = ca(m), m = 0, 1,

mithin ist c 0 und alle b (n) = 0, a(n) = 0; bei einem 
kanonischen Euler-Produkt muss aber a(l) = 1 sein, was 
zum Widerspruch führt. Daraus folgt dann

Satz 27: Bei q = 1 (mod 4) gibt es überhaupt keine ein­
gliedrigen kanonischen Euler-Produkte des Nebentypus. Bei 
ç = 3 (mod 4) ist die Anzahl solcher eingliedrigen Spitzen­
formen zur Darstellung @g + i (Best) gleich y^k)— y%(Jc), 

2
also (für í/>3,/c>1) gleich der Klassenzahl des Körpers 
/i(|/—q), nach Satz 9.

§ 4. Ganzzahlige quadratische Formen.

Es sei f eine grade natürliche Zahl und

Q(æ) = 0 (æi, x2, bl]x{ + bl2xlx2 + . . . .

eine positiv-definite quadratische Form in den /*  Variabein, 
deren Koeffizienten brs in dieser Schreibweise ganze ratio­
nale Zahlen sind. Das Doppelte derselben 

• • æ/) brsXrXs =

1<r<s<f

heisse eine grade Form; hier sind die Koeffizienten der 
Quadrate rç

a__ = 2 b
rr rr

während allgemein

°rs dxrdxs

ars = asr = brs <r < S)
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Q werde primitiv genannt, wenn die brs ohne gemeinsamen 
Teiler sind. Zu der Form 2Q gehört die ganzzahlige sym­
metrische Matrix

'2Í = (ars) vom Grade f.

Ihre (positive) Determinante sei 1) und nach einem zweck­
mässigen Vorschlag von H. Brandt werde

f
(—1)“ I) — A die »Diskriminante« von Q genannt:

I
(64) A = Diskr. Q = (—l)2 Det.

Ist I) ungrade, so ist übrigens stets
f

(65) (—1)“ Z) == 1 (mod 4).

Die Matrix 2Í besitzt eine symmetrische Reziproke

wobei Ars die Unterdeterminanten (2k—l)-ten Grades von 
2Í sind. Hier sind die Diagonalelemente A wieder grade 
Zahlen, als Determinanten ungraden Grades, deren Matri­
zen mod 2 gleichzeitig symmetrisch und alternierend sind. 
Es bedeute weiter 5 den grössten gemeinsamen Teiler 

sodass die Matrix

(67) t" = 

noch die Matrix einer graden quadratischen Form 2Q*  ist. 
Diese eindeutig durch Q bestimmte Form ()*  heisse die 
(primitive) A(l j litigierte von Q. Der Zusatz »primitiv« bei 
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dieser Benennung mag im Folgenden der Einfachheit hal­
ber wegbleiben, da wir den sonst üblichen Begriff der
Adjungierten in dieser Arbeit nicht verwenden.

Satz 28: ()“ = (), wo ß der gr. gem. T. der
P 

zienten brs von Q ist.
Beweis: Nach (67) gilt allgemein

Koeffi-

und wenn T*,  I)*,  5‘ die entsprechende Bedeutung für Q*
haben, ist also

ir . r-i - . •)(<1 — 8‘ 5’ • 1)
Dabei ist

. i/-1
= Det. 2( = —r~. R'

Da Q Q eine primitive Form und 
P

Form 2Q 
ß

ist, so gilt nach (67)

‘21 die Matrix der graden

Die offenbar ganze Zahl 

(68) 

heisse die Stufe der quadratischen Form Q. Sie ist, ab­
gesehen von dem Faktor 2, der höchste zusammengesetzte 
Elementarteiler der Matrix ?(.

Nach den obigen Formeln ist

S
5 • ß I)1 1 

“d“ ' V" = p ' “ñ” 
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eine ganze Zahl und da ß^ in D aufgeht, so ist ß ein Teiler 

von N, und I) ein Teiler von N . Daher
Satz 29: Zu gegebener Stufe N und Variaheinzahl /'gibt 

es nur endlich viele Diskriminanten quadratischer Formen. 
Sie sind Teiler von Nf.

Satz 30: Stufe und Diskriminante einer quadratischen 
Form enthalten dieselben Primfaktoren.

Ist weiter Q, wie im Folgenden oft vorausgesetzt, eine 
primitive Form, so ist ß = 1, und nach Satz 28 folgt 
()“ = (). Endlich hat für jede natürliche Zahl t die ganz­
zahlige Form () dieselbe primitive Adjungierte Q*  wie die 
Form tQ.

Die zahlentheoretische Funktion e (zi), welche für zz > 0 
durch das Restsymbol e(n) = j, und für zi < 0 durch 

e (n) = (—l)“e(—zi) definiert ist, heisse der Charakter 
der quadratischen Form Q. Es zeigt sich, dass dieses 
e (n) ein Restcharakter mod N ist. Dies folgt für uns am 
einfachsten als Nebenresultat aus der in § 5 entwickelten 
Theorie der Thelafunktionen (Satz 34). Die drei Angaben

, N, e (zz)^ werden zweckmässig als der Typus von Q 

bezeichnet.
Wenn Qi (x), ()2 (z/) dieselbe Stufe N und die Charak­

tere et (zi), e2 (z?) haben, so hat die Form Q = Qt(x) + Q2(</) 
die Stufe N und den Charakter (zi) • e2 (zi).

Zur Aufstellung von ganzzahligen Formen mit gegebe­
ner Diskriminante kann man in folgender Art vorgehen, 
die auch bei numerischen Rechnungen noch gut durch­
führbar ist. Ausgehend von einer ganzzahligen positiven 
Form ()(x), deren Diskr. den Betrag D haben möge, ge­
winnt man unter Einführung von f+ 1 ganzzahligen Kon­
stanten |i,<7f die Form
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Qi<æ)=ocæ)+u i yt 9i^i

\i = 1

f
Zur Berechnung ihrer Diskr. (—1)“ 7)1 benutzt man zweck­
mässig die Sprache der Matrizen-Theorie. Der Form 2Q(x) 
entspricht die ganzzahlige symmetrische Matrix 2T; die g. 
und fassen wir zu je einer Matrix ß,r von /"Zeilen und 
einer Spalte zusammen, bezeichnen allgemein durch den 
Akzent' die transponierte Matrix und haben dann

2 0(æ) = ï' 3Í £, ( g.x^ = £' ß ß' J = (f ß)2.

Die Matrix von 2Qt ist also

= 2C + 2pßfl', 2Qi(æ) = £%£,

und ihre Determinante

(69) = I'XJ = D (1 + 2p ß"Ji—1 ß).

Um das einzusehen, transformiere man 2Í durch eine reelle 
Matrix ??? in die Einheits-Matrix Œ

??? • - WÎ' = @.
Dann ist

Dj^|2 = Dt • D~2 = |9)? • 2tt • = |@ + 2p9JZßß'gK'|.

Setzt man v = Ï0? • ß mit den Komponenten ... vf, so ist 

£'(6 + 2p®ig8'®?')£ =2’x,? +211(2;

Durch eine orthogonale Substitution, deren erste Zeile
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lautet, geht diese Form über in

^5?^+2^.y‘i J^7p»2’
i = 1 i = 1

und deren Determinante ist offenbar
/

1 + 2p \ p? = l + 2nv'ö = 1 +2uö'2(-1g,

i = 1

womit (69) bewiesen ist. Gleichzeitig erkennt man, dass 
auch ()t positiv ist, wenn nur Z)t>0. Für die reziproke 
Matrix zu 7i1 findet man

2i?i = 1

= ô1i'2i-1K-2pD(f3(-1ï)2.

Führt man die Teiler 8,8t von Q und ()t nach (66) ein 
und damit die adjungierten Formen ()*  und Q*,  so er­

hält man

= 281Q* l(x), = 28Q‘(æ)

SiQÎ (æ)

= D + 4p8Q’(<7)

Speziell folgt noch lur £ = Q

5iQÎ (f/) = 5Q*  (g).

Nimmt man ()(x) = = 2®’ so ist bei unßraden
p,<yf die Form

jQ(*)  = ^(^?+u(ZW)
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noch ganzzahlig, ihre Diskr. hat den Betrag

(70)
f

K= l + uJ5?g|

i = 1

und ihre Adjungierte ist die gleiche wie die zu Q(x), also
gleich

(Z».-'.)2-
Zusammenfassend formulieren wir

Satz 31 : Q sei eine positive ganzzahlige Form mit

Diskr. (—1)“D. Mit ganzem p.e/. ist auch

positiv ist. Die Adjungierte zu ist gegeben durch

positiv, wenn

Qi(æ) = Q(æ) + p (¿”.<7;^)2

die Determinante von 2Q1(x),

I\ = D + 4hS0‘(9)

§ 5. Kugelfunktionen von / Variabein.

Unter einer Kugelfunktion v-ter Ordnung im /’-dimen­
sionalen Raum Iij versteht man ein homogenes Polynom 
Pv(xx, . . . Xf) mit komplexen Koeffizienten von der Dimen­
sion V in den /‘Variabein xi,x2, . . . xf, welches der Differen­
tialgleichung genügt

(71)

1). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVII.12. 5
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Nennt inan zwei stetige Funktionen F, G der xv . . xf ortho­
gonal, wenn 1

\ F • G dxt . . . dxf = 0(72)

und F normiert, wenn

\ F • Fdxt . . . dXf = 1(73)

(die Integrale sind über das Innere der /‘-dimensionalen 
Einheilskugel zu erstrecken), so ist die obige Definition 
einer Kugelfunktion Pv gleichwertig mit folgender: Pv ist 
orthogonal zu allen homogenen Polynomen von kleinerer 
als v-ter Dimension.

Durch eine beliebige orthogonale Transformation der x 
geht offenbar jede Kugelfunktion Pv wieder in eine Kugel­
funktion derselben Ordnung v über. Eine Kugelfunktion 
Pv ist z. B.

v

(74) 

wobei . . . Zf irgend welche f komplexe Konstante mit 
der Quadratsumme 0 sind. Man erhält die allgemeinste 
Kugelfunktion v-ter Ordnung, indem man die Ausdrücke 
(74), gebildet mit beliebigen zulässigen Konstanten Z linear 
kombiniert.

Satz 32: Die Anzahl der linear unabhängigen Kugel­
funktionen v-ter Ordnung im Rf ist

Der Beweis folgt leicht durch Abzählung der Orthogonalitäts­
bedingungen. Da zunächst jedes homogene Polynom grader

1 ä bedeutet die konjugiert-komplexe Grösse zu a.
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Dimension orthogonal zu jedem solchen von ungrader Dimen­
sion ist, so genügt es, dass Pv orthogonal zu allen homogenen 
Polynomen der Dimensionen v —2, v — 4, v —6 ... ist. Be­
deutet ein homogenes Polynom der Dimension p, so 
ist aber ein bestimmtes Qv schon orthogonal zu allen 

Qv_2» Qv—4» • • • » wenn es nur orthogonal zu allen Qv_2 
ist, weil wegen der Homogenität die Orthogonalität zu Qv_4 

gleichbedeutend mit der zu ( Qv—4 ist> u. s. f. Man

bezeichne die Anzahl der linear unabhängigen mit festem 
H mit a(p), so ist daher die Anzahl der unabhängigen 
Bedingungen für eine Kugelfunktion Pv gleich oc(v — 2). 
Für oc(v) findet man den Wert

a(v) = r.-
und damit ergibt sich die Behauptung von Satz 32.

Die Kugelfunktionen mit demselben f, v lassen sich auf 
eine einzige Funktion einer Variabein in folgender Art 
zurückführen: In der Schar dieser Kugelfunktionen wähle 
man nämlich als Basis k reelle orthogonale und normierte 
Elemente Ft, F2, . . .■ Fk. Dann ist

k

y, fi (æi. • • • æp • Fi (gnus ■ • • Uf)

l = 1

eine Orthogonal-Invariante der beiden Reihen x und ij und 
als Polynom daher ein Polynom in den drei Grundinvari­
anten Xæri/r- Aus der Homogenität folgt
dann weiter, dass dieser Ausdruck von der Gestalt sein muss

(75) c/7v(H).(2X
5*
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mit

(76) » - .

Dabei ist Hv(u) ein Polynom des Grades v in der einen
Variabein zz. Einen konstanten Faktor c lassen wir bei der
Definition von Hv noch offen. Der obige Ausdruck (75)
genügt für alle Wertsysteme y in den Variabein x der 
Differentialgleichung (71). Rechnet man diese Gleichung 
auf die Variable zz um, so erhält man für Hv die Gleichung

d2Hv dHv
(77) (l-Ua)-^/-u(/’-l)-^ + v(/+v-2)Hv = 0.

Diese Differentialgleichung besitzt ein einziges Integral, das 
ein Polynom ist, eben jenes Hv(u), und letzteres ist also 
hierdurch bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Die 
Orthogonalitätsbedingungen der Pv lauten in zz

P+1
(78) \ (»)«„(„) (1-n2) 2 rf» = 0 (v*n)

und hieraus schliesst man auch

#V(«) = ---------- /^3 • v (1 -« )
(I_„2)-r -'» L J

mit konstantem c. Für /" == 3 ist Hv bekanntlich das Le­
gendre-Polynom v-ten Grades in zz. Die ersten Hv sind

(79)

Wo(») = 1. #i(») = ».

H2 (11) = Ua - y, II, (») = u3 - u y+3p ,

° °<-^H“,+ (Z+2)3(/i+4)-
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Eine Kugelfunktion Pv(xt, . . . x¡) bezüglich einer posi­
tiven quadratischen Form Q ist ein homogenes Polynom 
v-ter Dimension in den x, welches nach einer linearen 
Transformation der x auf neue Variable y, wodurch Q in 

die Form V//^ übergeht, eine wie oben definierte Kugel-
1

funktion v-ter Ordnung im Iif in den y wird
Man erhält also die Schar aller Kugelfunktionen v-ter 

Ordnung bezüglich Q, indem man alle linearen Kombina­
tionen der Polynome

y
(Q(æ) • Q({/))2

für beliebige Parameterwerte y bildet.
In einer für numerische Rechnung brauchbaren Form 

erhält man die Kugelfunktionen 2. Ordnung auf folgende 
Art: Die Anzahl der Kugelfunktionen 2. Ordnung im Rf 
ist nach Satz 32

(/■-D (¿±2) = £V±J2_i
2 2 1 *

Wir nehmen die Bezeichnungen vom vorigen Para­
graphen wieder auf: Die positive ganzzahlige grade Form 

/
2Q(x) = in /Variabeln mit der Matrix 2Í = (ars)

r,s = l

definiert die Matrix

2C = V • 2t_I = U„)

Satz 33: Die quadratischen Polynome in x

<?rs = XrXs—J-^‘2Q^ = XrXs~-^-^ ' 2 Q(*)  (r>S = b • • • /)
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genügen der linearen Relation

. a ® =0
' , rs irs

r,s — 1

1)
und sind genau — —1 linear unabhängige Polynome.

Sie bilden eine Basis für die Schar der Kugelfunktionen 
2. Ordnung bezüglich Q.

Denn die lineare Kombination der <prs

r, l, s, p

stellt den Ausdruck (80) für v = 2 dar, der alle Kugel­
funktionen 2. Ordnung erzeugt.

§ 6. Die Thetareihen als Modulformen und ihr Verhalten 
bei den Operatoren Tn.

Es sei wie in § 4: 2 () eine positive grade quadratische 
Form mit einer graden Zahl f von Variabein, = (ars) 
sei ihre Matrix, endlich Pv ((rc)) eine Kugelfunktion v-ter 

Ordnung in Bezug auf (). Wir bilden die /’-fach unend­
liche Reihe

(81) S(t, Pv, ()) = y / Pv(nifnif .. . nf) zQ(th’"n/).

((H))

Speziell werde noch gesetzt für v = 0, Pv = 1
00

S (t, Q) = 2°((n)) = a (m, ()) /">
((n)) m = 0

wo dann a(m,Q) die Anzahl der ganzzahligen Lösungen 
(xt, . . Xf) von
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m = Q(xlf . . . xf)

bedeutet. Dann gelten folgende von Herrn B.Schoeneberg1 
bewiesenen Sätze 34—36:

Satz 34: Jede Reihe (81) ist eine Modulform eines 
reellen Typus Í—+v^, N, e (d)j, Die Stufe N ist iden­

tisch mit der Stufe der quadratischen Form Q (§4), der 
Charakter e (zi) ist

(82)

dabei A die Diskriminante von Q

\dxroxs]

Satz 35: Wenn v > 0, so ist 9(t, Pv; Q) eine Spitzenform.
Um die invariante Schar zu beschreiben, welche durch 

ein solches -9 und seine Konjugierten 91 L erzeugt wird, 
führen wir noch weitere Funktionen ein: Wir verstehen 
unter b einen Vektor mit f ganzzahligen Komponenten /?., 
die den Kongruenzen

f

(83) arshs = 0 (mod.N)
s = 1

genügen. Wir setzen dann

Q ((h))
(84) 3 (t, Pv , Q, D) P„ ((n)) zN N .

m=hi(N)

Wegen (83) ist der Exponent von zN in der Summe stets

1 A. Schoeneberg, Das Verhalten von mehrfachen Thetareihen bei 
Modulsubstitutionen, Math. Ann. 116 (1939). Man beachte die Berichti­
gung am Schluss des Bandes, S. 780.
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eine ganze Zahl. Die Reihe mit I) = 0 ist offenbar die Aus­
gangsreihe

3(t,Pv,Q,0) = NvS(t,Pv,Q).

Die Reihen (84) sind nicht linear unabhängig, z. B. ist

S(t,Pv,Q,-Í)) = (-1)vS(t,Pv,(M).

Satz 36: Die mit festem Q,PV durch (84) für alle zu­
lässigen 1) erzeugte lineare Schar besieht aus Modulformen 

der Dimension —Un^ ^er uni^ e*ne
invariante Schar bei den Operatoren L aus f (1).

Die Darstellung der endlichen Modulargruppe 'S)? (N) 
mod N, welche im Sinne von § 2 durch diese invariante 
Schar definiert wird, brauchen wir für die Zwecke unserer 
Arbeit nicht genauer zu kennen; überhaupt wird später 
von dem Satz 36 und den Reihen mit dem Parameter b 
nur die Folgerung benutzt, dass die erwähnte Darstellung 

o -j- 1 .
eine irreduzible Darstellung vom Grade —-— ist, wenn die 

Determinante (nicht nur die Stufe!) eine ungrade Prim­
zahl q ist.

Bei der Herleitung der obigen Aussagen spielt die be­
kannte Transformationsformel der Thetareihen die Haupt­
rolle. Sie ist auch sonst für unsere Theorie von grosser 
Bedeutung und lautet in unserer Bezeichnung und unter 
Einbeziehung der sonst wohl nicht verwendeten Pv:

Satz 37:

Hier bedeutet ()*  die (primitive) adjungierte Form zu (), 
und Py (({/)) ist diejenige durch PV,Q eindeutig bestimmte



§ 6 Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen. 73

Kugelfunktion bezüglich Q‘, welche aus Pv ((#)) durch die 
Substitution r = 2Í 1 • p entsteht. Als speziellen wichtigen 

Fall sprechen wir die bekannte Formel für v = 0, Pv = 1 aus:

Auf Grund dieser Tatsachen haben wir die Möglichkeit, 
die in § 2 und 3 dargestellte Theorie der Modulfunktionen 
eines reellen Typus anzuwenden und dadurch Sätze über 
die quadratische Form Q zu gewinnen.

Von den Thetareihen mit v>0 können natürlich viele 
identisch verschwinden. Indes gilt

Satz 38: Die Reihen 5 (t, P2, Q) mit v = 2 können nur 
dann für alle zulässigen P2 identisch verschwinden, wenn 
für alle natürlichen Zahlen m

m - a (in ,Q)=0

Das folgt sofort aus der expliziten Angabe der P2 in 
Satz 33.

Aus Satz 23 und 24 der allgemeinen Theorie folgt
Satz 39: Mit einer quadratischen Form Q und einer 

dazugehörigen Kugelfunktion Pv der Ordnung v bilde man 
die Dirichlet-Reihe

<P (», Pv, Q) = X Pv ((»)) • (j ((»))“’•

((H))

Die reduzierte Reihe hierzu, q(s,Pv,()), ist dann, falls sie 
nicht identisch verschwindet, als lineare Kombination von 
eindeutig bestimmten kanonischen Euler-Produkten dar­
stellbar.

mod N •
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Satz 40: Auch die Reihe <p(s,Pv,Q) selbst ist als lineare 
Kombination von kanonischen Euler-Produkten darstellbar, 
wenn der Charakter 

ein eigentlicher Charakter mod der Stufe N ist.
Diese Voraussetzung ist z. B. dann sicher erfüllt, wenn 

die Diskriminante A (und damit auch N) eine quadratfreie
Zahl ist, aber auch dann, wenn N eine ungrade Primzahl 
und gleichzeitig A kein Quadrat ist. Die Voraussetzung ist 
gleichwertig mit dieser: Die Diskriminante des quadra- 

jf
tischen Körpers K ( |/A ) soll gleich (—1)" • N sein.

Die Höchstzahl der erforderlichen Euler-Produkte ist

+ 2 gegeben, 

wo Å’ = ^ + v und p0 (N) die Zahl (16) ist, welche nur von

'Po W • *
12

für beide Sätze durch die Zahl K =
- f - --

2
der Stufe der Form Q abhängt. Die Euler-Produkte selbst

, bezw. deren reduzierte.(“(•2+4W’£)
der Typus der Form (), unabhängig

sind die des Typus

Dabei ist N,

von V. Im weiteren Verlauf wird sich noch ergeben
Satz 41: Die Koefficienten in den reduzierten kanoni- 

00 t

sehen Euler-Produkten <p (s) = Ä^n~s zu Spitzenformen 
i

sind ganze algebraische Zahlen, gehören einem Körper vom
Grade < K an, und

Än • j/e(n)~1 ist reell.

Wir entwickeln jetzt ein finites Verfahren zur Kon­
struktion dieser Euler-Produkte. Dazu ist also die kleinste 
abgeschlossene Schar zu ermitteln, welche eine gegebene



§ 6 Analytische Arithmetik der positiven quadratischen Formen. 75

Funktion /(t) enthält, d. h. die lineare Schar, welche aus 
allen f\ T*  mit zn = 1,2,  erzeugt wird. Wir werden 

angeben, auf welche Weise man k ganze Zahlen ml,.... mK 
berechnen kann, sodass die k Funktionen Tnip eine Basis 
dieser Schar bilden, und wie man Konstante cp finden 
kann, sodass 7’m ein kanonisches Produkt hat.

. P P
Ich schreibe von nun an, weil die Formeln klarer wer­

den, Tm an Stelle von 7’^ ohne oberen Index. Aus dem 

Zusammenhang ist immer eindeutig ersichtlich, dass diese
Operatoren Tm auf Funktionen vom Teiler N angewendet 
werden, sobald (m, N) > 1. Für die n mit (n,Ar) = 1 ist 
aber 7’* = 7’n = Tn. Bei einer Reihe ^(t) vom reellen Ty­
pus Zc, N,e (</)) hat der Operator Tm die Bedeutung

n,/ 1 e d~k

ad = m, bmodd

d>0

(e(a), wie üblich, gleich 0, wenn (a, N) > 1). Für die Ko­

effizienten der Potenzreihe

d I (zn, n)

/■(t) = a (h)
n = 0

folgt also

(86)
00

f\Ta = mH

(87)

n = 0

Speziell ist also für eine Primzahl zn = p, die nicht in der 
Stufe aufgesteht,
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bp (n) = a (pn) + e(p)pk 1 a (p, N) = 1.

(a (r) ist = O zu setzen, wenn r keine ganze Zahl ist). Und 
für eine Primzahl q, welche in der Stufe N aufgeht, ist

bq(n) = a (qn), (q\N).

Zur Konstruktion des kleinsten abgeschlossenen Systems, 
das eine gegebene Funktion /(t) enthält, ist dann die 
lineare Schar zu bilden, welche aus den unendlich vielen 
/’] Tm(m = 1,2 ) entsteht. Hier gilt nun der folgende 
wichtige

Satz 42: Die kleinste abgeschlossene Schar von Mo­
dulformen, welche ein gegebenes /(t) vom reellen Typus 
(—k,N,z(cT)} mit /X00) — 0 enthält, wird bereits erzeugt 
durch die endlich vielen Funktionen /'| Tm mit l^m<
^—^— + 2. (p0 (N) ist der Index der Gruppe T0(N) in 

der vollen Modulgruppe und hat den in Gl. (16) angegebe­
nen Wert).

Beweis. Es sei Fp(p = 1, . . . k) eine Basis für die ab­
geschlossene Schar der = 1,2, ). Dann be­
steht also für jedes natürliche in ein System von Gleichun­
gen (vgl. (49)—(51)

Fp I Tm = y äPct (/n) m = 1,2,.........

CT

Andrerseits ist mit konstanten cp 

P
und daher 
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fm = f\ Tn, Ua ('")
CT

u^Çm) = \ cpÄpCT(ni), z/i =1,2,...

P

Die Behauptung bedeutet, dass bereits die Schar der fin

mit m = 1,2, . . K, wo K — 12 + 2, linear äquivalent

mit den k Funktionen Fp ist. Wäre das nicht der Fall, so 
hätte die endliche k X Æ-Matrix

ua(zn), er = 1, ... k; z/i = 1,2,..........K

einen Rang <K—1; also wären die K Gleichungen für die 
k Unbekannten xa lösbar, mit nicht sämtlich verschwin­
denden x’CT, 

Hierfür würde dann sein

Die unendliche Reihe

JS Cp J51 \a(m)zrn

p, CT m = 1

ist nun nach (49 a) ebenfalls in der F-Schar enthalten, und 
nach (88) verschwinden die ersten K Koeffizienten in dieser 
Reihe. Bei einer Modulform eines reellen Typus folgt aber 
hieraus nach Satz 2 ihr identisches Verschwinden. Mithin 
bestehen die Gleichungen (88) auch für alle m>Z<+l. 
Dann hat aber auch die unendliche Matrix der zzCT(/n) einen 
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Rang <K—1. Dies bedeutet nun, dass unter den unend­
lich vielen Funktionen

f\ Tm = \ 

CT

höchstens k—1 linear unabhängige vorhanden sind, gegen 
die Definition von k.

Die Schranke K für die erforderlichen ni-Werte lässt 
sich noch verkleinern, worauf wir indes hier nicht ein­
zugehen brauchen. Ist f(r) bei t — oc nicht Null, so kann 
sie durch Addition einer passenden Eisenstein-Reihe des­
selben Typus in eine solche Form übergeführt werden; 
das Verhalten der Eisenstein-Reihen bei den Tm ist ele­
mentar bekannt. Es gilt dann also auch für allgemeine 
Formen dieses Typus ein ähnlicher Satz. Man kann diesen 
durch Einführung eines Operators To aussprechen, der der 
Matrix Ä(0) korrespondiert.

Um jetzt zu einer Reihe 3(t,Pv,Q) vom Typus 
+ v^, N, e(d)j das abgeschlossene System von Modul­

funktionen zu konstruieren, hat man also erst die eben 
erwähnte Eisenstein-Reihe E (t) zu finden. Ist v>0, so ist 
nach Satz 35 E (t) identisch 0 zu setzen. Im andern Fall 
kann man E (t) gleich so wählen, dass eine Spitzenform 
entsteht; dann stellen die Koeffizienten von zm in E (t) die 
asymptotischen Näherungswerte der Anzahlen a(zn,Q) dar; 
sie haben die Gestalt

wo i’(.r1,.T2) nur von den Restklassen der xlt.r2 mod N 
abhängt. Die Funktion c(x1,x2) selbst ist für alle quadra­
tischen Formen Q aus demselben arithmetischen Geschlecht 
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die gleiche und ist bestimmt durch das Verhalten der 
S-Reihe in den rationalen Spitzen des Fundamentalbereiches 
der Gruppe ro(N). Explizite Formeln dafür folgen aus der 
Methode von Hardy-Littlewood oder aus der allgemeinen 
Theorie der quadratischen Formen von Herrn Siegel, oder 
endlich aus meiner Theorie der Eisenstein-Reihen. In jedem 
Fall ist dabei die Berechnung der Werte von /.-Reihen

mit gewissen quadratischen Restcharakteren y 

mod N erforderlich. Für eine Primzahl N=q, wo nur 
zwei rationale Spitzen in Frage kommen, wird nachher 
durch die Formeln aus § 2 diese Reihe E (t) angegeben 
werden. Bei allen N ist jedenfalls die Dirichlet-Reihe zu 
E (t) von der Gestalt

X c (Xi. X2) (^iQ S (s - + 1, Xi) • (s> X2)

X1.X2

mit konstanten C. Hierbei durchlaufen ^,/g die Teiler von

mod

Nach der Ermittelung von E (t) wende man nun die
Theorie auf die bei t = 00 verschwindende Modulform

/•(t) = S(t,Pv,Q)-E(t)

an. Dazu bilde man nach Formel (86)

für m = 1,2,.... K
m

und stelle die Anzahl k der linear unabhängigen unter ihnen 
fest. Das lässt sich durch Aullösen linearer Gleichungen 
allein aus den ersten K Koeffizienten der fm entscheiden, 
und hierzu braucht man nach (87) nur die Kenntnis der 
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ersten Æ2 Koeffizienten von /(t), d. h. von S. Es seien 
etwa die k Funktionen f mit/,p

(89) nt= l,nB,...nK; /^ =/*  = Tnp (np<K)

die unabhängigen. Sie bilden nach Satz 42 also die kleinste 
abgeschlossene Schar, welche die Reihe /(t) enthält. Nach 
der allgemeinen Theorie gilt

Satz 43: Die Dirichlet-Reihen <pp (s) zu den Fp lassen 
sich mit Hilfe gewisser konstanter vertauschbarer Matrizen 
Bv des Grades k zu einer Matrix O (s) = ^ ,<pV (■*?)  • B ver-

V

einigen, welche ein kanonisches Euler-Produkt des Typus 
(— k,N,e) ist. Die Bestimmung der Bv erfolgt durch ratio­

nales Rechnen aus den ersten /Í3 Koeffizienten von f.
Beweis. Die Existenz der Bv mit der Produkteigenschaft 

ist in der allgemeinen Theorie ausgesprochen. Zur Berech­
nung der Bv gehen wir auf die Potenzreihen Fp zurück. 

Nach Salz 42 bestimmen wir die Matrizen À(zn) aus

I = JEV <"'> pa 1 S S ■
er

Das geschieht durch Auflösen linearer Gleichungen unter 
Benutzung der ersten mK Koeffizienten der 7* ’P. Insgesamt 

brauchen wir also höchstens K~ Koeffizienten der einzelnen 
F?, d. h. nach (87) höchstens Æ3 Koeffizienten der Aus­

gangsreihe 3. Die K2 Funktionen

00
/per (T) = y, Äpa (m) z'n

m = 1

gehören nun nach (50) der linearen Schar der FP an und die 

Konstanten // kann man daher vermöge der Gleichungen
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f (t) = ba Fa 
'per ' pc

a

aus den ersten bereits bekannten ÄpCT(zn) mit zn< K rational
berechnen. Damit haben wir die Matrizen 

und
00

B (t) = (/pCT (t)) = Fa (t) • Ba = À (m) A 

a m = 1

q. e. d.

Zum Beweise endlich von Satz 41 hat man dann nur 
zu zeigen, dass die Bv rationale Koeffizienten haben, und 

wähle zu diesem Zwecke als E (t) eine Eisenstein-Reihe 
in folgender Art: Der Charakter e(zi) definiert in bekannter 
Weise einen eigentlichen Charakter et (n) nach einem 
ganz bestimmten Teiler von N mit Et (n) — e (n) für 
(n, N) = 1. Hiermit bilde man analog zu (26) mit einer 
passenden Konstanten c die Eisenstein-Reihe

c jy7Ei (0 Gft (t, 0, f ; Nt)

t mod Ni

ihre Potenzreihe hat nach den bekannten Formeln (Tn I, § 1) 
nach Berechnung der Werte wie in §2 rationale
Koeffizienten und das konstante Glied 4=0.

Um sich klar zu machen, was die Darstellung eines 
<p(.$-, O) als lineare Kombination von kanonischen Produkten 
für die Koeffizienten a(zn,Q) von <p(s,Q) bedeutet, bedenke 
man, dass die Potenzreihe jedes dieser kanonischen Pro­
dukte in der Schar der fn vorkommt, also 
von der Gestalt

00_

jy CpAp = \ B(jn)zm 

p m = 0

ein Ausdruck

1). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVII, 12. 6
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mit konstanten cp ist. Die Koeffizienten B(m) dieser Reihe 
haben das Multiplikationsgesetz (49). Nehmen wir als ein­
fachsten Fall ein m, das zu den akzessorischen Werten 
/iltn2, . . . nK aus (89) teilerfremd ist, so ist nach (87)

B(m) = cpa(npm,Q)
P

und für diese B (m) gilt also bei (ni1m2,Hi,n2 . . . nK) = 1

B (mt) • B (m2) =B ( • e (d)

Das obige Verfahren zur Berechnung von B (t) lässt 
sich fast wörtlich auf die Berechnung der reduzierten Matrix 
B (t) übertragen, nur ist hier die obere Schranke der Glieder­
anzahl, bis zu der man rechnen muss, im allgemeinen er­
heblich höher als die früher angegebene Zahl K. Denn 
jene Schranke ist nach Satz 1 im wesentlichen die Anzahl 
der Nullstellen der betr. Modulform; diese gehört dann aber 
nicht mehr zu ro(N), sondern zu einer kleineren Gruppe 
von wesentlich grösserem Index in T (1).

Das nächste Problem ist die Untersuchung der kanoni­
schen Produkte, welche zur Darstellung eines <p (s, ()) oder 
q> (s, Q) nötig sind, auf ihre Abhängigkeit von der Form (), 
wobei wir die in der Einleitung auseinandergetzten Ver­
hältnisse bei binären Formen als Beispiele vor Augen 
haben. Welche Formenklassen () definieren Dirichlet-Reihen 
<p($, Q), deren lineare Schar abgeschlossen ist, durch die 
man also auch umgekehrt alle hier auftretenden kanoni­
schen Produkte linear ausdrücken kann? Eine vollständige 
Antwort auf diese Frage ist aus den in der Einleitung dar­
gelegten Gründen noch nicht möglich. Die ersten Schritte 
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zur Klärung der hier vorliegenden Verhältnisse sollen in 
den nächsten §§ unternommen werden, wo der Fall der 
Primzahlstufe N = q genauer diskutiert werden wird.

§ 7. Quadratische Formen mit Diskriminante 1.

Wir untersuchen zunächst die quadratischen Formen 
mit der Diskriminante 1, wobei wir der systematischen Dar­
stellung halber auch einige schon in den Arbeiten von 
Herrn Schoeneberg 1 und Petersson2 bewiesenen Ergeb­
nisse nochmals formulieren.

Die Zahl f der Variabein einer solchen Form () ist not­
wendig durch 8 teilbar. Denn ■$ (t, Q) hat nach Satz 34 
die Stufe 1, und da also 31 T — § sein muss, so folgt 
aus der Gl. (85) mit 2V = 1

/
(— i)~ =1, / = 0 (mod 8).

Zu jedem solchen f gibt es aber auch tatsächlich eine 
quadratische Form mit der Diskriminante 1. Für /= 8 
ist es die Form

Q8 = x2 + x’o + 2 x3 + 2 x4 + 20 .r2 + 12 x2 + 4 a?2 + 2 æ2
+ aqa:2 + x2x3 + 3 a?3a?4 + 5 x4.r5 + 3 x* 5æ6 + æ6a?7 + a?7a?8

oder nach Korkine und Zolotareff auch

Die Potenzen 3l (t, ()8) sind dann offenbar die Thetareihen 

zu Formen in 8/ Variabein mit Diskr. 1.
Sei allgemein ()8/eine quadratische Form in 8 l Variabein 

1 Siehe oben S. 71, Note 1.
Siehe oben S. 48, Note 1.

6*
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mit Diskr. 1. Die durch Addition einer Eisenstein-Reihe 
entstehende Spitzenform zu S(t, ()8;) ist

oc

■9 (t, ()8Z) p-^4Z = 1 P •

Nach Satz 6 ist diese Spitzenform 1. Stufe identisch Null, 
solange 4Z< 12 d. h. für l = 1,2. Daher sind die Darstel­
lungszahlen a(n, Q8l) für 1 = 1,2

I a(n,Q8) = 240ct3(h)
I a (n, ()16) = 480 ct7 (zz)

elementar durch die Summe der (4/—l)-ten Teilerpotenzen 
von n ausdrückbar. Die entsprechende Formel für 24 Vari­

able ist sicher nicht richtig, weil keine ganze Zahl ist. 
P12

Für 8 und 16 Variable schliesst man aus Gl. (91), dass
es nur je eine Thetareihe zu Formen mit Diskr. 1 geben 
kann. Bei 8 Variabein hat nun vor kurzem Herr Mordell1

1 L. J. Mordell, The definite quadratic forms in eight Variables 
with determinant unity, Liouville Journal de Math. XVII (1938).

bewiesen, dass zur Diskr. 1 auch die Klassenzahl quadra­
tischer Formen gleich 1 ist. Bei 16 Variabein gibt es aber, 
wie mir Herr E. Witt (Hamburg) mitteilte, mehr als eine
Formenklasse mit Diskr. 1. Die Formen aus verschiedenen
Klassen haben nach (91) zwar dieselben Darstellungszahlen, 
unterscheiden sich aber in ihren Automorphismen-Gruppen.

Zur Dimension —12 gibt es bekanntlich eine einzige 
Spitzenform 1. Stufe, die Diskriminante aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen:

(92)
00

A(t) = c (g*  -27 fff) = z/jT(l -z")24
ZI = 1 Il - 1

00
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Für jede Form ()24 gilt also

a(n,Q2i) = — (zz) + c • t (z?) (n = 1,2, ... .)
H12

mit konstantem c 4= 0. Aus der allgemeinen Theorie von 
Herrn Siegel folgt nun, dass es zwei Formen ()24 mit 
Diskr. 1 geben muss, deren Thetareihen linear unabhängig 
sind. Daher sind A (t) und G12 linear äquivalent mit diesen 
beiden -9 (t, Q24). Aus A (t) und S(t, Og) lassen sich aber 
offenbar alle Modulformen eines Typus (—4Z, 1, 1) als 
Polynom darstellen, d. h. alle Modulformen dieses Typus 
sind linear durch Thetareihen S(t, Og,) darstellbar. Mit­
hin gilt

Satz 44: Das System aller S (t, Q8l) der Stufe 1 mit 
festem l ist abgeschlossen. Jede Dirichlet-Reihe <p(s,()8/) ist 
eindeutig als Summe in folgender Form

<p(s.(>8z) = Y 08z(n)~S= ^-C(y)-C0~4Z+l) + y c9q9(s)
(n) 41 p = 1

mit konstanten cp darstellbar. Die <pp (s) sind Dirichlet- 
Reihen mit kanonischem Euler-Produkt, welche zu Spitzen­
formen 1. Stufe gehören. Ihre Anzahl p ist

4/1

(Die Menge der <pp hängt nur von der Zahl l ab). Die 
Koeffizienten in den <pp (s) sind total reelle algebraische 
Zahlen in einen Körper des Grades <p.

Wir heben auch ausdrücklich die teilweise Umkehrung 
hervor:

Satz 45: Die in Satz 44 erwähnten Dirichlet-Reihen 
lassen sich umgekehrt auch als lineare Kombination mit 
konstanten C darstellen:
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U+l U+1
9p(«) = Cpa^^Qs?)’ ^(s)-í(s —4Z+1) =jy CCT-<p(s,Qx7)’ 

CT = 1 CT = 1

dabei sind die Q^1 gewisse p+1 quadratische F'ormen mit 

Diskr. 1.
Mit Hilfe der Kugelfunktionen Pv kann man nun nach 

§ 6 noch in anderer Weise Spitzenformen konstruieren. 
Wir bilden mit einer zu Q8 aus (90) gehörigen Kugelfunk­
tion Pv(xlt . . . .r8) = Pv(x) die Spitzenform 1. Stufe

00

(93) 3 (t, Pv, ()8) =25 pv (") z°’<n) = \ Bv (”) ’ " ■
(n) n = 0

Sie hat die Dimension —(4 4-v) und daher ist

(94) Bv (n) = Pv(xr .. . x8) gleich 0 für 1 < v < 8.
Q(®) = n

Ebenso kann es, abgesehen von konstanten Faktoren, nur 
je höchstens eine nicht identisch verschwindende Reihe 
(93) für die graden v mit 8<v<18 geben, wie auch die 
Pv unter den Kugelfunktionen der betr. Ordnung gewählt 
sein mögen. Wir wollen zeigen

Satz 40: Für v = 8 kann man Ps so wählen, dass

S(t, P8, Os) = A(t).

Zum Beweise stellen wir nach § 5 ein Pv durch das 
Polynom Hv(u) mit 8 willkürlichen reellen Parametern 
(a) dar:

v
(95) Pv (x) = Hv (u) ■ (() (ct) • Q (x))2 mit
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A (rr, oc) 
21/0^0(0)’

Wählen wir den Koeffizienten von uv in Hv (zz) gleich 1, 
so können wir setzen

V — 1
(97) «„(„) = uv + \ H9 (u) cpv - cov

P = i

mit konstanten cpv,œv. Denn die Polynome Hp(u) mit 
p = 0, 1, . . . V sind v + 1 linear unabhängige Polynome 
vom Grade <v. In (97) bestimmt sich cov aus der Ortho­
gonalitäts-Bedingung (78)

1 5

zzv — cov) (1 — zz2)“ du = 0, cov =

Nach (93) ist mit Pv aus (95)

(n) = (Ob («) * Hv (¿).
(?.(æ) = n

Hierbei steht zz zur Abkürzung wie in (96), und die Summe 
ist über alle ganzen Lösungen (.r) von ()8 (x) = n zu er­
strecken. Nach (94) ist daher auch für v<8

(v£8).
(98)
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Für das bisher willkürliche (a) setzen wir nun eine ganz­
zahlige Lösung von

Qs(a) = 1

und zeigen für ß8(zi), welches mit diesem P8 (x) gebildet ist,

ß8(l) 3= 0.

Diese Ungleichung folgt einfach aus der Tatsache, dass in 
dem Ausdruck

28«B8(1) =J^A8(.t,cc) —28-240-œs = \ A8(cr,oc)_ 26-15 

O.(x) = l
die Summe

¿A8(æ,a)^A8(a,a) + A8(-a,a) = 2 • 28 = 25-16, 

O.(x) = l
daher

28 7i8 (1) > 25 (16 — 15) = 25.

Wir berechnen noch den numerischen Werl von B8 (1), 
der sich wie auch alle B8 (n) als unabhängig von der spezi­
ellen Wahl der (oc) unter den 240 Lösungen von Q8 (a) = 1 
erweist. Da bekanntlich für alle reellen (æ),(oc)

| A (æ, oc) | < 2 /Og (x) Os (oc),

so sind für die Summanden |A(æ,cc)| in 7?8(1) nur die 
Werte 0,1,2 möglich. Aus Bv(l) = 0 für v = 4 und 6 
folgt dann elementar, dass in der Summe für Æ8(l)

I A (er, a) I = 2 für genau 2 Systeme (er),
I A (er, a) I = 1 für genau 112 Systeme (er),
I A (x, ct) I = 0 für genau 126 Systeme (x)

vorkommt. Mithin ist

^A»(x,a) = 2»+112, Bs(l) = ^.
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Damit ist dann folgender arithmetische Satz über die 
ganzzahligen Lösungen von Q8 (x) = n bewiesen:

Satz 47: Mit Hilfe einer ganzzahligen Lösung (a) von 
Qs (oc) = 1 bilde man durch Summation über alle ganzen 
Lösungen (.t) von Q8 (x) = n

T(n) = 777Í As(x,a) —480 • n4 • cr3 (n) \

\(.),(x) = n /

in der Bezeichnung (92), (96). Diese t (zi) sind ganze Zahlen 
(t(1) = 1) mit der Multiplikationsregel

T(zi) • t(zzz) = JS, • rfl1-

d I n, m

Ramanujan1 hat über die Koeffizienten t(p) die Ver­
mutung ausgesprochen, dass das Polynom, welches in dem 
kanonischen Euler-Produkt für V t (z?) zz~A bei der Prim­
zahl p auftritt,

1 — t (p) x + p11 • X2
11 

keine reellen Wurzeln besitzt, d. h. dass |T(p)|<2p2 . 

Über die Richtigkeit dieser Vermutung ist heute noch nichts 
entschieden.2

§ 8. Quadratische Formen von Primzahlstufe q und 
quadratischer Diskriminante (Haupttypus).

Es sei jetzt q eine feste ungrade Primzahl. Wenn die 
quadratische Form () in f Variabein zum Haupttypus

1 Ramanujan, On certain arithmetical functions, Transact, of the 
Cambridge Philos. Soc. 22, No. IX, 1916.

2 R. A. Rankin, Contributions to the theory of Ramanujan’s func­
tion t(o) and similar arithmetical functions II. Proc. Cambridge Philos. 
Soc. Vol. 35, part 3, 1939.
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2 Z ' • . '29 eine Potenz q von q sein mit 21 < f. Wir setzen

£ = k = grade Zahl, Diskr. Q = q21, 1 < Z < Å*.

Die Adjungierte () hat nach § 4 die Diskr. q ' “ und ist 
eine primitive Form. Der Fall l = k kann nicht bei primi­
tiven Formen Q vorkommen, denn sonst wäre Q* ‘ = Q 
und hätte wie ()’ die Diskr. 1. Die imprimitive Form () 
hat dann die Gestalt q-Q^, wo eine Form von der im 
vorigen § behandelten Art mit Diskr. 1 ist. Wir setzen also 
voraus, dass

() primitiv, 1 < l < k— 1.

Nach (85) gilt die Grundformel

s(—-.(?) / .
-------k = —. 9 Í —, (X ) oder auch 3 (t, Q) | H = —z 3 (t, Q‘),

(—it) q VJ / q

9 (t, ()) I L = 9 (t, Q), wenn L c ro (7).

Wir bestimmen diejenige Eisenstein-Reihe E (t) zu 9 (t, ()),
sodass

9 (T> Q) = E (T) 4~ Spitzenform

wird. Dieses E (t) ist nach Satz 11 eine lineare Kombination

E (t) = a Gk (t) + ß Gk (q-v),(99)

wo oc, ß so bestimmt werden müssen, dass 3 — E an den 
beiden Spitzen t = 00 und t= 0 des Fundamentalbereiches 
von ro (7) eine Potenzreihe mit dem konstanten Gliede 0 
ist. Bei t = 00 folgt

(« + ß) P*  = 1
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und aus (27) erhält inan die Entwickelung an der Spitze
T1 = -’ =0

•k

5(t,0) T = -7+Gliedern mit z„ 
(] q

E (t) I T= (a + ß</ k) pk + Gliedern mit zq

(a + ß<7_ k) .k —l 
Pk = 1 -Q

Damit ist (auch für k = 2)

(101) S (t, ()) — (a Gk (t) + ß Gk (çt))

eine Spitzenform vom gleichen Typus (—k, q, 1).
Die Anwendung des allgemeinen Satzes 23 ergibt dann
Satz 48: Die reduzierte Dirichlet-Reihe <p (s, ()) einer 

quadratischen Form () vom Haupttypus ist eindeutig als 
lineare Kombination von höchstens l+x(/c) kanonischen 
Eulerprodukten darstellbar:

x(k)

9 (s, Q) = a- L (s, Xo) * T (s — k + 1, Xo) + cp • 9P (s).
P = 1

Die Cp sind Konstante, Xo ist der Hauptcharakter modg, 
also L (s, Xo) — (1 “ Ç ) t (s) und die <pp (s) sind die linear 
unabhängigen kanonischen Euler-Produkte zu Spitzenfor­
men vom Teiler 1. Die Gesamtheit der q>p (s) ist völlig be­
stimmt allein durch den Typus der Form ().

Für die Darstellungszahlen a(n,Q) bedeutet das: 
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wo die Àp(n) reelle algebraische Zahlen sind mit der Mul­
tiplikationsregel

Àp(ni)-Àp(n2) = Äp (-dk~\

d | n,, na

Als Koeffizienten von Spitzenformen haben die Àp(n) asymp­
totisch geringere Grössenordnung als das Hauptglied Gk_1(n'). 
Die elementare Abschätzung

Àp (n) = 0 \n2) für n—> oo

ist neuerdings1 zu

verschärft worden.
Wenn die Matrix B(t), welche nach (50) zum vollen 

System der Modulformen vom Typus (—k, q, 1) gehört, 
mit einer Diagonalmatrix äquivalent ist, so gilt ein zu 48 
analoger Satz auch für die vollständige Reihe <p (s, ()). Das 
ist nach den Sätzen von Herrn Petersson der Fall für 
alle Werte k < 22 und für k = 26. Denn dann ist keine 
oder nur eine Spitzenform zur ersten Stufe vorhanden, 
und letztere hat rationale Koeffizienten. Infolgedessen kann 
hier nicht der Ausnahmefall des erwähnten Theorems (Gl. 
(59)) vorliegen, dass bei der Stufe 1

Ap(<?) = 4<7å_1.

Bei k = 24 gibt es zwei Spitzenformen 1. Stufe, und die 
numerische Rechnung zeigt, wie ich am Schluss in ÇTnI) 
erwähnt habe, dass die Koeffizienten der kanonischen

1 Siehe oben S. 89, Note 2.
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Euler-Produkte hier dem reellen Körper Æ (|/144169/ an­
gehören. Daher kann die kritische Bedingung des genannten 
Theorems

Ä“(7) = 4q23

höchstens für die Primzahl q = 144169 erfüllt sein. Es ist 
also gezeigt

Satz 49: Für jede quadratische Form Q vom Typus 
(—k, q, 1), deren — notwendig durch 4 teilbare — Varia- 
helnzahl 2 k > 4 und <52 ist (ausgenommen höchstens 
2 k = 48 mit q = 144169) besitzt auch die vollständige 
Dirichlet-Reihe <p (s, ()) eine eindeutig bestimmte Darstellung 
als lineare Kombination von kanonischen Euler-Produkten 
vom Teiler q

x(k) + e(/c)

<p(s, Q) = (a + ßt/~s) £(s)-£(s — ^ + 1)+ cp(pp(s).
P “ 1

Das erste Glied rechts ist durch die Umformung

a+ßi/_s = a0 (1 — q~~s) + cq (1—

ebenfalls eine Kombination von kanonischen Euler-Pro­
dukten

( 102) a0 L (s, Xo) ’ C (-s - /< + 0 + 0) ’L(s-k+l, Xo)

(aQ — 0 für k = 2, sonst o0*cq 0).
Der Zusammenhang zwischen der Reihe cp(s,Q) und 

ihrer reduzierten <p(s, (/) kann nun aber in jedem Fall 
übersichtlich dargestellt werden, wobei sich ein bemerkens­
wert einfaches und neues arithmetisches Resultat ergibt. 
Hierzu leiten wir durch den Operator IV aus S oder besser 
gleich aus einer beliebigen Funktion vom Typus
(—k,q, 1) eine Funktion der 1. Stufe her: Ist
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F(t) = a (rn)zm, FI T = \ b (ni) z™

m = O m = O

so ist nach (34)
OO

F|(W+1) = F+F| W = y \a(m) + qb(mq))zm

in = O

eine Funktion bereits der Stufe 1, während nach Satz 25

wieder vom Typus (—k, q, 1) ist. Nimmt man nun Ft an 
Stelle von F, so wird auch

00

Ft + Fi I W = (b (m) + g1 “ ka (mq))zm
in = 0

eine Funktion der Stufe 1. Wählen wir nun für F(t) die 
Reihe 3 (t, ()), so folgt

Satz 50: Für die Darstellungszahlen a (m, ()) und 
a(/n,()*)  einer Form Q vom Typus (— k,q,l) und ihrer 
Adjungierten gilt:

(103)

ql 1 a (m, ()) + ik a (mq,()*)

= — (g 1 + '/<)o'A-_i(n,) + i'‘(ni)
P*

g* “Z “1 a (m, ()*)  + ika(mq, Q) 

= (/ _1 ~1 + i/f) («0 + c (m)

m = 0,1, 2,...

Hierbei sind die c (m), c (m) die Koeffizienten je einer Spitzen - 

form der 1. Stufe, welche als solche von nur e (k) = —
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Parametern linear abhängen. Die Zahlen p/; = 
(2ttz)A

sind aus der Tabelle in § 2, (39) zu entnehmen.
Besonders einfach werden diese Aussagen für die G Werte 

k = 2, 4, 6, 8, 10, 14, wo es überhaupt keine Spitzenformen 
1. Stufe gibt. Hier sind also die c(m), c'(zn) alle gleich 0, 
und die Zahlen p^1 sind ganze Zahlen. Dagegen

Satz 51: Für jede Form Q von 24 Variabein mit der
• 21Diskriminante </ und der Stufe q ist

(104)

q' 1 a(m, Q) + a(mq,Q")

= (i + qz_1) -^llp-tfiiGiO + oiTGn) 

ç11_,a(/n, 0*)  + a(mg, Q)

= (l + gU z) .-ggp-CTll(ni) + a2T(m).

Die Zahlen t(/h) sind die (ganzzahligen) Koeffizienten der 
Funktion A(t), welche nach § 7 mit den quadratischen 
Formen von 8 und 24 Variabein mit Diskr. 1 Zusammen­
hängen. Die Konstanten cq, u2, welche nur von () abhängen, 
sind im allgemeinen von 0 verschieden, weil die rechte 
Seite in (104) ganz sein muss.

Drückt man die c(/n) in (103) durch die Koeffizienten 
der kanonischen Euler-Produkte der 1. Stufe aus, so kann 
man durch eine explizite Formel die Darstellungszahlen 
a(/iQr, Q) auf a(n, ()) und u(n,()‘) mit (n,g) = 1 zurück­
führen. Es mag hier genügen, auf diese Möglichkeit hin­
zuweisen.

Für quaternäre Formen (k = 2) sind die rechten Seiten 
in (103) stets gleich 0. Diese Formeln lassen sich auch 
rein arithmetisch ohne Schwierigkeit beweisen, während
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für höhere Variabeinzahlen ein solcher Beweis mit den 
heutigen Mitteln noch nicht möglich zu sein scheint.

Eine bemerkenswerte Beziehung der Formeln (103) zu der 
Klassenzahl des imaginär-quadratischen Körpers K (j/—q) 
mit der Diskr. —q oder —4 q folgt endlich noch aus einem 
Satz der Funktionentheorie, den ich an anderer Stelle1 be­
wiesen habe. Wir setzen voraus, dass k < 14, k 4= 12, so­
dass die Gl. (103) mit c (m) = 0 anwendbar ist. Hier habe 
ich für die Zahlen Än(o) der kanonischen Euler-Produkte 

5->der Stufe q bewiesen, dass sie nur die Weile haben. 
Und zwar ist der Anzahl-Überschuss der positiven über 
die negativen gleich

(104) (-1)2

Dabei bedeutet h = h ( |/—q) die Klassenzahl des Körpers 

und cof/ ist 1,2 oder —, je nachdem das Zerfäl- 

lungssymbol der Primzahl 2 für diesen Körper gleich 1, 
— 1 oder 0 ist. (Bei k = 2 ist jene Anzahl noch um 1 
grösser als der Ausdruck (104)). Nach Satz 49 hängen nun 
die Àp(ç) mit den Darstellungen der Zahl q durch die qua­
dratischen Formen () des betr. Typus zusammen und diese 
nach (103) mit den Darstellungen der Zahl 1. Für die all­
gemeinen Werte von k lässt sich mit Benutzung des Satzes 
17 von Herrn Petersson eine ähnliche Aussage beweisen, 
die aber komplizierter formuliert werden muss.

Bei der Zurückführung der Reihen <p(s, ()) oder <p(s, ()) 
auf die kanonischen Euler-Produkte ist das erste wichtige 
Problem der allgemeinen Theorie, zu entscheiden, wieviel

1 E. Hecke, Die Klassenzahl imaginär-quadratischer Körper in der 
Theorie der ellipt. Modulfunkt. Monatshefte für Math, und Physik, 48, 
1939.
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bezw. welche der kanonischen Produkte zur Darstellung 
der <p(s, ()) mit Q von fester Diskr. notwendig sind und 
insbesondere, ob jene auch umgekehrt durch die <p(s, Q) von 
Q mit fester Diskr. darstellbar sind, d. h. es muss unter­
sucht werden, ob das System dieser <p(s, ()) ein abgeschlosse­
nes System im Sinne von § 3 ist. Hier ergibt sich nun eine 
wichtige negative Antwort schon bei der Betrachtung der 
Gl. (102). Abgesehen von den quaternären Formen (k = 2), 
wo es nur eine einzige Eisenstein-Reihe gibt, sind nämlich 
nach (102) bei allen <p(s, ()) mindestens die beiden kano­
nischen Produkte

£(s,Xo)-£(s —7<+l) und £(s)-L(s — Ä’+l,Xo)

erforderlich. Aber diese treten nach (102) bei allen Formen 
() mit derselben Diskriminante in der gleichen Linear- 
Kombination auf und können daher einzeln nicht durch 
diese <p(s,()) allein ausgedrückt werden. D. h.

Satz 52: Die Dirichlet-Reihen zu quadratischen Formen 
vom Typus (—7c, q, 1) mit derselben Diskr. q21 bilden kein 

abgeschlossenes System, wenn die Zahl 2 7c der Variabein 
grösser als 4 ist.

Daher ist also zur Aufstellung der kanonischen Produkte 
in der additiven Zerlegung eines solchen (p (s, ()) stets die 
gleichzeitige Heranziehung von quadratischen Formen Q 
mit mehreren verschiedenen Diskriminanten notwendig, die 
aber alle denselben Typus haben. Natürlich lassen sich 
aber alle erforderlichen kanonischen Produkte auch stets 
aus einer einzigen S(t, ()) mit Hilfe der Operatoren 7' 
erzeugen.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mnth.-fys. Medd. XVII, 12. 
7
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§ 9. Quaternäre Formen von Primzahlstufe 
und Haupttypus.

Die quaternären Formen vom Typus (—2, <?, 1) nehmen 
in vieler Hinsicht eine Sonderstellung ein. Arithmetisch 
sind sie dadurch ausgezeichnet, dass hier durch den Typus 
auch bereits die Diskriminante eindeutig fixiert ist, denn 
nach Satz 29 ist ihre Diskr. = q2. Für die Funktionentheorie 
der Gruppe ro (7) haben sie eine besondere Bedeutung, 
indem aus Spitzenformen dieses Typus durch Integration 
die p0 Integrale 1. Gattung zur Gruppe ro (7) entstehen.

Die Arithmetik dieser quaternären Formen ist bereits 
soweit ausgebildet, dass die Multiplikationsgesetze für die 
Darstellungszahlen, welche aus meiner allgemeinen Theorie 
folgen, auch rein arithmetisch in befriedigender Weise for­
muliert werden können und nun auch in einer eben ver­
öffentlichten Arbeit von Herrn H. Brandt1 arithmetisch 
bewiesen sind.

Der Zusammenhang zwischen der Arithmetik und mei­
nen Sätzen wird auf folgende Weise hergestellt:

In die Theorie der quaternären komponierbaren Formen 
ist von Herrn Brandt2 ein quadratisches Anordnungsschema 
für die Formen mit gegebener Diskr. eingeführt worden, 
das er »Kompositionstafel« nennt. Es ist auf folgende Weise 
gebildet: Die Anzahl der Zeilen und der Spalten dieser Ta­
belle ist die Anzahl der Idealklassen in gewissen Quater- 
nionen-Körpern, deren Normenformen eben jene quadra­
tischen Formen sind, welche wir als vom Typus (—2,N, 1) 
bezeichnen. Ihre Anzahl bei festem N heisse w. (Wir 
beschränken uns gleich auf den Fall der Primzahlstufe 7).

1 H. Brandt, Math. Ann. 117 (1940).
2 H. Brandt, Idealtheorie in Quaternionenalgebren, Math. Ann. 99 

(1928).
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Diese Zahl iv ist kürzlich von Herrn M. Eichler1 bestimmt 
worden, wobei für N = q sich herausstellt, dass

1 M. Eichler, Über die Idealklassenzahl total definiter Quaternioncn-
algebren, Math. Zeitschr. 43 (1937).

(105) iv = 1 +p0(q) = 1 +.r (2),

d. h. gleich der Anzahl aller Modulformen vom Typus 
(—2,7,1) ist. In der Diagonale jener Tabelle stehen als 
Elemente alle diejenigen Formenklassen der Diskr. (/2, 
repräsentiert etwa durch die Formen Qlt, Q22, . . . . Q , 
welche die Zahl 1 darstellen, und es sei

(106) 1 <ea = a(l, Qaa), (a = 1,2, . . . . m)

die Anzahl der Eins-Darstellungen. Dieselbe Form (J kann 
dabei möglicher Weise auch mehrmals vorkommen. Ausser­
halb der Diagonale stehen Repräsentanten aller übrigen 
Formen klassen dieser Diskr., die wir entsprechend ihrer 
Stellung in der Tabelle als ()pcr(p,o-= 1, . . . iv) bezeich­
nen, wobei Qpa = QCTp sein muss und im übrigen wieder 
dieselbe Form auch mehrmals vorkommen kann. Die genaue 
Vorschrift dieser Verteilung ist arithmetischer Natur und 
ihre Kenntnis ist für unsere Theorie nicht erforderlich. Mit 
Hilfe dieser symmetrischen quadratischen Tabelle bilden 
wir uns nun eine quadratischen Matrix des Grades w, deren 
Elemente die Dirichlet-Reihen

00
“9 (s» Opa) = ~ a (m’ (W m S
' O’ ^(T <

v in = 1

sind und bezeichnen diese Matrix mit O(.s). Schreiben wir 
sie selbst als Dirichlet-Reihe
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so sind die Koeffizienten Ä(nj) Matrizen, welche aus den 
Darstellungszahlen von m durch das System der Formen 
()po. gebildet sind

(108) À(m) = (Äpo. (zn)) = (~a(m,QpcT)

Nach Konstruktion ist Ä(l) die Einheitsmatrix E des Grades 
w. Ich stelle nun folgenden Satz auf:

Satz 53: 1) Die Matrizen Ä(/n) = a(zn, Qpo.)j sjn(i 

alle mit einander vertauschbar und es ist

A (m,) • Ä (ms) =_> Ä ' Xo <d) ■ d

(/o (ni) = Hauptcharakter modç).

Die Matrix 0 (s) lässt sich also als kanonisches Euler-
Produkt schreiben.

2) Setzt man Fp = — 3 (t, Qpl) (p = 1,2 . . . ., w), so

hängen die Ä (zzz) mit den Operatoren zur Stufe q durch

zusammen.
3) Die w in einer Spalte der Kompositions-Tafel stehen­

den Formen Qpo. ergeben stets tu linear unabhängige Theta­
reihen S(t, QpCT).

Ich habe diesen Satz im Jahre 1935 für alle Primzahlen 
r/<37 mit meiner funktionentheoretischen Methode durch 
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Ausführung der Rechnung nach §6 als richtig nachgewiesen. 
Meine Vermutung, dass der Satz allgemein richtig sei und 
dass hiermit die abschliessende übersichtliche Aussage über 
die Darstellung von Zahlen durch das System quaternärer 
Formen dieses Typus gefunden sei, habe ich dann Herrn 
Brandt mitgeteilt, in der Hoffnung, dass seine arithme­
tische Theorie den Beweis liefern könnte. In der Tat ist 
ihm dann der Beweis der arithmetischen Behauptung 1) 
gelungen. Herr Brandt1 veröffentlicht jetzt eine kurze Skizze 
des Beweises. Dagegen hat man heute noch keinen Beweis 
der linearen Unabhängigkeit der Fp. Aus diesem würde das 

wichtige Resultat folgen, dass alle Integrale 1. Gattung zu 
der Untergruppe ro (7) sich durch die vierfachen Theta­
reihen des Typus (—2,7,1) darstellen lassen.

Bei dem Brandtschen Beweis wird zunächst arithmetisch 
gezeigt, dass

(109) ÀGq-zio) = ÅinJ-XCng), wenn (zh,n2) = ('h>Ç) = (n2«Q) = L

Die Herleitung der allgemeinen Multiplikationsregel 1) 
erfordert noch weitere dort nur angedeutete Schlüsse. Es 
ist bemerkenswert, dass allein von (109) aus der Beweis 
auch mit den Mitteln nur der Funktionentheorie in folgen­
der Art zu Ende geführt werden kann, wobei gleichzeitig 
2) mit bewiesen wird.

Zunächst gehe man von <t> (s) zu der entsprechenden 
Matrix der Potenzreihen über, die wieder mit B (t) be­
zeichnet sei. Für die Matrix B (t) der reduzierten Reihen 
schliesst man bei jeder Primzahlpotenz pr mit p 4s 7, dass

(110) À (/) • B (r) — B (t) • À (/) = 0

und zwar auf Grund des wichtigen Satzes 41 und Hilfssatz
1 Siehe S. 98, Note 1.
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1 in §9 (Tn II): Wenn in der Potenzreihe einer Modul­
form der Stufe q kein Glied vorkommt, dessen Exponent 
zu der festen Primzahl p teilerfremd ist, so ist die Reihe 
identisch Null. Die linke Seite in (110) erfüllt die Voraus­
setzungen dieses Satzes wegen (109). Also sind zunächst 
alle Ä (z?) mit (/?,</) = 1 mit einander vertauschbar. Wendet 
man jetzt den Operator T auf die Potenzreihe B(t) an, 
so entsteht wieder eine Funktion der Stufe q, mit den 
Koeffizienten

C(n) = jy (= Ä(n)-Ä(jDr), wenn (n,p) = 1).

d|n,pr

Das sind aber nach (109) die Koeffizienten von Ä(//) • B (t), 
abgesehen von den Werten n, welche durch p teilbar sind. 
Nach dem eben zitierten Satz ist also

B(t) I Tpr = À(pr) • B (t) = B (t) • Ä(//)

und nach (109) und Salz 24 a auch allgemein

B (T) I Tn = Ä 0Û • B CO, wenn (z?, q) = 1.

Die Matrizen À(zz) setzen sich also bei (n,q) — 1 isomorph 
zu den Operatoren 7’n zusammen und daher besteht das 
Multiplikationsgesetz

À 0h) -À(zz2) = À wenn 0h» </) = («2» 7) = L
d | n,, n.

Um endlich noch die Beziehung der arithmetisch definierten 
Matrix X (<7) zu dem Operator 7^ (für die Funktionen ç-ter 
Stufe vom Teiler q und Charakter 1) zu ermitteln, stellen 
wir zunächst fest, dass nach (58)
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I mod q

Aber für die Funktionen /(t) vom Typus (—2, <7, 1) ist 
der Operator IV gleich —1, weil f\ W + f zur 1. Stufe ge­
hört und es keine Funktionen der Dimension —2 zur 
1. Stufe gibt. Also ist für jedes solche f (t)

f (t) I = — <1 • /CO I H.

Nun sind alle Tn bei (n, 7) = 1 vertauschbar mit 7’’, also 
auch mit H. Daher ist für

00

B(t) I H = B*  (t) = \ À*  (m) zm

in = 0

B’ (T) I Tn = Ä (/?) • B‘ (t) = B*  (t) • À (n), wenn (n, 9) = 1.

Daraus folgt
B‘ (t) I Tn = Ä (n) • B*  und

B-(t) = À-(l)^X(n)-î" = à’(1)-B(t) = B(t)-ä-(1).

in, q) = 1

Also haben B’ (t) und Ä’ (1) • B (t) dieselbe reduzierte Reihe 
und sind mithin nach Satz 21, 24 a identisch. Die Gleichung

B*  = À’(1)-B bedeutet B (t) | Tqq = -q • Ä*(l)  • B (t).

Wegen (85) ist

B'(t) = B(t)|H = — ()' )
\ecr
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B(T)l7g = f1 ’ B (T)-

Der Faktor von B ist aber in der Tat gleich À (ç) aus Satz 
53, 1), weil nach Satz 50

a (/n, Q*)  = a (mq, Q), für k = 2, l = 1.

Damit sind aus (109) die Behauptungen 1) und 2) bewie­
sen. Ein allgemeiner Beweis von 3) ist nicht bekannt.

Das Quadrat der Matrix Ä (<?) ist die Einheitsmatrix, 
weil der Operator q • H die Periode 2 hat. Daher sind die 
charakteristischen Wurzeln von ä(q) nur die Zahlen ±1. 
Für diejenigen q, für die auch die Behauptung 3) zutrifft, 
kennt man die genaue Anzahl der positiven und negativen 
dieser Wurzeln, indem nach (104) der Anzahlüberschuss 
im wesentlichen die Klassenzahl des Körpers —</) ist.

Aus dem allgemeinen Satz 17 von Herrn Petersson 
folgt, dass die Matrizen Ä(ni) sich simultan auf reelle Dia­
gonalform transformieren lassen. Dies kann man hier ein­
facher auch unmittelbar nachweisen: Denn zunächst sind 
die Ä(ni) simultan in reelle symmetrische Matrizen trans­
formierbar, da offenbar für jedes symmetrische Schema (apCT)

eine symmetrische Matrix ist1. Eine Menge vertauschbarer 
reeller symmetrischer Matrizen kann aber bekanntlich simul­
tan auf reelle Diagonalgestalt transformiert werden.

Nehmen wir für den Augenblick einmal an, dass auch 
Satz 53,3) gelte, so sind die charakt. Wurzeln von O (s) 
genau iv = 1 +p0(q) von einander verschiedene kanonische

1 (SpCT) bedeutet die Einheits-Matrix.
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Euler-Produkte, welche linear äquivalent mit der Menge 
der <p (s, sind. Ihre Gesamtheit ist eindeutig durch die 
Zahl q bestimmt. Eines von ihnen ist

C(s)-L(s-l,Xo) = (1-?1-Sk(s)-J(s-1)

(der Eisenstein-Reihe Eq (r) entsprechend), die übrigen 
sind Dirichlet-Reihen zu Spitzenformen, mit Koeffizienten 
aus einem total reellen algebraischen Zahlkörper. Die Be­
deutung dieses Zahlkörpers für die Theorie der betr. Qua- 
ternionen ist vorläufig noch unbekannt.

§ 10. Quadratische Formen von Primzahlstufe und 
Nebentypus.

In diesem Paragraphen untersuchen wir die quadrati­
schen Formen vom Typus (—k,q,\), wo wieder q eine 

ungrade Primzahl, x(n) = Dann ist also

q —1
(111) Diskr. () = (—1) 2 • 92i+ = 1 (mod 4).

mit ungraden Exponenten 2 Z+1 < 2 Zr, d. h. 0 < Z < Æ—1.
Die Hauptformel lautet hier

(112)

Ein jedes solche 3 erzeugt mit seinen konjugierten Funk­
tionen eine Darstellung der endlichen Modulargruppe 59? (ç) 
vom Grade 7 + I, die im allgemeinen in zwei irreduzible 

Darstellungen vom Grade - zerfällt. Letztere werden 

nach Satz 13 erzeugt durch die beiden Funktionen
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3|(W±co),
wenn q = 1 (mod 4) 

wenn q = 3 (mod 4) 

die Eigenfunktionen des Operators W. Wegen

00

(113) S I W = |/q(— í)kq~l y a(inq, Q*)-z m

m — 0

sind also die beiden Funktionen

c± (ni) mit c± (in) = a (in, ()) ± q 1 -—• a (mq, Q*)  

m = 0

vom Typus (—k,q,y), und erzeugen zwei verschiedene 
irreduzible Darstellungen ®q + i, ®g + i, sofern sie nicht

2 2
identisch verschwinden. Das letztere kann aber nur vor­
kommen, wenn 1 = 0, wie aus dem Werl von c (0) folgt; 
und hier verschwindet tatsächlich auch die eine Reihe:

Satz 54: Ist die Diskriminante von () eine ungrade 
Primzahl (< 0), so definiert S (t, ()) eine irreduzible Dar­

stellung Î) des Grades u,id zwar

T = ®9 + i (Reste), wenn k = 0 oder 1 (mod 4)
2

T» = @q + 1 (Nichtreste), wenn k = 2 oder 3 (mod 4).
2

Beweis. Dass die Darstellung irreduzibel ist, folgt aus 
dem Satz 36 von Herrn Schoeneberg. Darnach bildet 
3 (t, Q) zusammen mit den S (t, (),!)) ein invariantes Sy­

stem, dessen Rang sich leicht zu — ergibt. Denn für 

b = (ht, h2, . . . hf) bestehen die Bedingungen

/
(114) \ arlht = 0 (mod q), r = 1,2, . . . f.

i = 1
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Nun hat die Matrix der Form 2 Q unter unseren Vor­
aussetzungen mod g den Rang f—1, also ist die Anzahl 
der unabhängigen Lösungen von (114) im Restklassenring 
mod q gleich 1, d. h. alle Lösungen lassen sich aus einer 
von ihnen in der Gestalt t • l) ableiten, wo t mod q läuft. 
Es gibt also genau q verschiedene Lösungen von (114) 
mod q. Da t • b und —/• l) dieselbe Thetareihe erzeugen, ist 
also die Anzahl der unabhängigen Elemente dieser invari- 

q —|— 1anten Schar höchstens gleich , also auch genau so 

gross, weil die Darstellung Ï» keinen kleineren Grad haben 
kann. Daher ist sie irreduzibel und 3 (t, ()) muss nach 
Satz 13 dann Eigenfunktion des Operators W sein:

S| W = ±œ-5.

Nach (113) ist aber dann wegen der konstanten Glieder

(115) 3| IV = (-i)k|/g-S

und das bedeutet für die Darstellungszahlen

(116) a(m, 0) = a(mq, Q').

Aus (115) folgt nach Satz 14 die Behauptung.
Aus diesem Beweis schliesst man weiter, dass bei die­

sen Formen Q mit Primzahldiskriminante auch die Reihen 
S(t, Pv, Q), gebildet mit den Kugelfunktionen Pv, die Eigen­
schaft haben, dieselbe irreduzible Darstellung Î) zu erzeugen, 
wie die Reihen mit Pv = 1.

Nun sei Q eine binäre Form mit Diskr. — q. Zerlegen 
wir Q in zwei konjugiert komplexe Linear-Faktoren

Q (æt, x2) = / (æi, x2) • Z (æi > *2)»

so kann man die Pv als die Potenzen lv, 7V wählen. Die 
Reihen
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sind dann bis auf konstante Faktoren die Reihen

H = o (a)

wobei a ein ganzes Ideal des Körpers K (|/—q) mit der 

Norm A bedeutet und p alle ganzen Zahlen aus a durchläuft. 
Für grade v ¡> 2 und q>3 (sowie für v 0 (mod 6) bei 
q = 3) verschwinden die Reihen nicht identisch und de­
finieren also nach dem vorigen die irreduzible Darstellung 
®q + i (Rest). Die Reihen zu den verschiedenen Idealklassen 

2
sind ferner linear unabhängig, wenn v > 0. Wenn aber 
v = 0, so stimmt die Reihe für die Klasse von a mit der für 
die reziproke Klasse bis auf einen Faktor überein, und da 

71+ 1 die Klassenzahl h ungrade ist, so erhält man nur — — 

wesentlich verschiedene Reihen, und diese sind auch linear 
unabhängig. Die Unabhängigkeit wird in allen Fällen mit 
Hilfe des ziemlich tief liegenden Satzes von der Existenz 
unendlich vieler Primzahlen in Winkelräumen bei quadra­
tischen Formen bewiesen.

Nun sind bestimmte h lineare 
entsprechenden Dirichlet-Reihen mit festem q und v be­
kannt in der Theorie des Körpers K ( |/—q) als Zetafunktio­

nen des Körpers, gebildet mit Grössencharakteren der 
Ordnung v, und sie besitzen bekanntlich eine Eulersche 
Produktentwickelung. Sie sind also kanonische Euler-Pro­
dukte vom Typus (—(v + 1), <7, x) und zwar eingliedrige, 
weil jene binären Thetareihen ein und dieselbe irredu­
zible Darstellung erzeugen. Nach Satz 27 ist aber h die 
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genaue Anzahl der überhaupt vorhandenen eingliedrigen 
Produkte für die Dimension —k mit Ä*>1.  Damit haben 
wir eine vollständige Charakterisierung dieser binären 
Thetareihen mit v > 2 durch eine Funktional-Eigenschaft:

Satz 55: Die Zetafunktionen des Körpers Æ(j/—q) mit 
Grössencharakteren der graden Ordnung v > 2 (bei q = 3 
mit v = 0 (mod 6)) sind die einzigen kanonischen Euler- 
Produkte zur Stufe q und Dimension —(v+1), welche im 
Sinne von Satz 26 eingliedrig sind. Sie haben den Typus 
(—(v+1), <7,x) und gehören zur irreduziblen Darstellung 
®9 + i (Rest).

2
Bei der Dimension —1, welche v = 0 entspricht, kennt 

man die genaue Anzahl der betr. Vielfachheiten ylf y2 noch 
nicht, sodass vorläufig nur vermutet werden kann, dass 
der obige Satz auch bei v = 0 gilt.

Aus den letzten beiden Sätzen folgt nun ein wichtiges 
Resultat für Formen mit mehr Variabein. Denken wir uns 
nämlich zu den quadratischen Formen von f Variabein 
mit Primzahldiskriminante die Reihen <p (s, ()) mit dem­
selben f, q durch die kanonischen Euler-Produkte darge- 
stelll und untersuchen wir, welche dieser Produkte umge­
kehrt auch durch diese cp (s, ()) linear ausdrückbar sind, 
so können dies offenbar nur eingliedrige Produkte sein, 
weil die 3 (t, ()) ja zu irreduziblen Darstellungen gehören. 
Von solchen Produkten gibt es aber nur die in Satz 55 
beschriebenen und diese können nur bei q = 3 (mod 4) 
vorkommen. Das bedeutet aber

Satz 56: Keill einziges kanonisches Eulerprodukt, welches 
zur Darstellung der <p (s, ()) bei quadratischen Formen in 

? —1
/ Variabein mit Primzahldiskriminante (—1) 2 q erforder­

lich ist, lässt sich allein durch diese <p(s,Q) linear aus-
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drücken, wenn q = 1 (mod 4); dasselbe gilt auch bei 
q = 3 (mod 4), wenn die Anzahl f der Variabein = 6 
(mod 8).

Im letzteren Falle gehört nämlich die Reihe S (t, ()) 
zur Darstellung +t (Nichtreste).

~2—
In den genannten Fällen ist also das System der S(t, ()) 

für die Q mit fester Diskriminante sicher kein abgeschlosse­
nes System, auch nicht, wenn man an Stelle der 3 (t, Q) 
nur die durch Addition der Eisenstein-Reihen entstehenden 
Spitzenformen zu Grunde legt.

Eine weitere Folgerung, die zu numerischen Rechnungen 
oft mit Vorteil benutzt wird und welche man übrigens 
auch aus der klassischen Theorie arithmetisch erschliessen 
kann, ergibt sich hier als ein Nebenresultat:

Satz 57: Für quadratische Formen Q in f Variabein 
q—1

mit Primzahldiskriminante (—1) “ q ist

a(/n,Q) = n(/nq,()’) für alle natürlichen Zahlen m, 
a (n, Q*)  = 0, wenn x(ZI) = — 1. f = 0 oder 2 (mod 8) 
« (n, Q ) = wenn X (z?) = + 1, f = oder 6 (mod 8).

Beweis: Die erste Gl. ist als (116) schon bewiesen. Zum 
Beweis der andern schliessen wir aus (112), dass die redu­
zierte Reihe 9(t, ()*)  zu ()‘ dieselbe (irreduzible) invariante 
Schar erzeugt wie 3 (t, Q). Nach (36) können daher in der 
Reihe Ô (t, Q*)  nur solche Exponenten n vorkommen, wo 

X(n) = + 1, wenn es sich um die Darstellung @g + 1 (Reste)
2 

handelt, im andern Fall nur die mit x(n) = —1.
Endlich geben wir noch die Eisenstein-Reihen an, die 

zur Zurückführung der Thetareihen auf Spitzenformen 
nötig sind. Unter der zu Anfang dieses Paragraphen ge­
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machten Voraussetzung (111) über Q tindet man die kon­
stanten Glieder der Potenzreihe S (t, Q) bei t = oo und 
T — 0 aus (112) und ebenso aus § 2, (27) die von /^(t), 
E2(t) und erhält dann als Resultat

Satz 58: Die Funktion

3 (t, Q)
1 (t) + E2 (t)

ist eine Spitzen form vom Typus (— k, q,y), wenn k = —f>l.

Für die Dirichlet-Reihe <p(s, ()) gilt also
Satz 59:

9(^0) - ykAk(g)(qk ‘ 1 + L(s-k+\,x))+^(s),

wo y(s) die Dirichlet-Reihe einer Spitzenform ist. (Æ>1).
Als asymptotische Werte von a(n, Q) für noc ergeben 

die obigen Formeln

«(n. 0) ~ i A i (Z-'-1 + ykx('>))

wenn (n, q) = 1.

x(<0-/“‘
d|n

Diese zwei kanonischen Produkte zu Et und E2 treten 
also bei jeder solchen Q auf und zwar in einer Kombina­
tion, welche für alle () mit derselben Diskriminante die 
gleiche ist. Daraus folgt analog zu Satz 52

Satz GO: Das System der <p(s,Q), deren Q dieselbe 
Diskriminante und den Typus (—k,q,y) haben, ist nie­

mals abgeschlossen, wenn k = f> !•

Zu den binären Formen (k = 1, /*=  2) gibt es nur die 
eine Eisenstein-Reihe, welche der Formel für E2 (t) mit 
k = 1 entspricht. In der Arithmetik des Körpers K (|/—q} 
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wird bekanntlich gezeigt, (vgl. die Einleitung, § 1), dass 
die Reihen <p(s,Q) linear durch die Zetafunktionen des 
Körpers, welche mit Idealklassen-Charakteren gebildet sind, 
darstellbar sind, und diese sind ja kanonische Euler-Pro­
dukte. Hier ist das System der <p (.$*,  Q) abgeschlossen.

In vielen Fällen erhält man ein abgeschlossenes System 
durch die Formen Q mit fester Diskriminante zusammen 
mit ihren adjungierlen Formen. Auch dieses trifft aber 
nicht zu, wenn Q und Q*  dieselben Diskriminanten haben, 

d. h. wenn l = — —.

Endlich gilt noch eine wichtige allgemeine Aussage über 
die charakteristischen Wurzeln der Matrix À(ç):

Satz 61: Bei der Schar der Spitzenformen des Typus 
(—sind die charakt. Wurzeln der Matrix Ä(g) kom- 

k—1
plexe Zahlen vom Betrage q 2 .

Der Beweis dieses Satzes, den ich an anderer Stelle 
veröffentliche1, wird mit Hilfe eines Operators K geführt, 
welchen ich bisher in meiner Theorie noch nicht verwendet 
habe. Dieser Operator K führt eine Funktion /'(t) in

f I * = r(-T)

über, und ändert speziell den (reellen) Typus der Funktion 
nicht.

Verallgemeinerungen.

Die im Vorstehenden entwickelte Theorie ist weit­
gehender Verallgemeinerungen fähig. Zunächst kann man 
sie bei positiven ganzzahligen quadratischen Formen aul 
die Untersuchung der Darstellung von Formen durch 
Formen übertragen. Für den erforderlichen analytischen

1 E. Hecke, Über die Darstellung der Determinante einer positiven 
quadratischen Form durch die Form., Vierteljahrsschr. d. Naturf. (íes. 
Zürich 1940.
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Apparat hat Herr Siegel1 in seiner Theorie der Modul- 
lunktiouen zi-ten Grades die Grundlagen geschallen.

Eine Verallgemeinerung anderer Art ist die auf total 
positive quadratische Formen in total reellen algebraischen 
Zahlkörpern zi-ten Grades. Hier handelt es sich zuerst um 
das Problem der Anzahl der Darstellungen einer ganzen 
Zahl des Körpers durch eine solche Form. An die Stelle 
der elliptischen Modulfunktionen treten die Hilbertschen 
Modulfunktionen von zz Variabein, die zur Modulgruppe 
in diesem Körper n-ten Grades gehören. Während bisher 
einer Potenzreihe in einer Variabein nur eine Dirichlet- 
Reihe zugeordnet wurde, gibt es hier zu einer »Potenzreihe 
im Grundkörper« mit n Variabein unendlich viele Dirichlet- 
Reihen. Sie müssen unter Heranziehung der von mir ein­
geführten »Grössencharaktere im Grundkörper« aus der 
Potenzreihe hergeleitet werden.

Die Übertragung auf indefinite Formen stösst zunächst 

auf Schwierigkeiten. Die Potenzreihen in einer Variabein, 
welche man etwa bei indefiniten Formen mit rationalen 
Koeffizienten ansetzen kann, sind zwar zum Teil auch 
elliptische Modulfunktionen, wie Herr Siegel2 in seinen 
letzten Untersuchungen angedeutet hat, aber einige unter 
ihnen sind sicher keinen elliptischen Modulfunktionen.3 
Dies zeigt bereits das einfachste Reispiel der binären 
indefiniten Formen, die ich einmal untersucht habe.4 Hier

L. Siegel, Über die Zetafunktionen indefiniter quadratischer

Indefinite Quaternionen und Modulfunktionen, 
2 tt • -J I m* — 2 n! I

E. Hecke, Über das Verhalten von c 8 und ähn­

lichen Funktionen bei Modulsubstitutionen, Crelles Journal f. d. r. u. ang. 
Math. 157 (1926).

1 C. L. Siegel, Einführung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten 
Grades, Math. Ann. 116 (1939).

2 C.
Formen, Math. Zeitschr. 43 (1938), 44 (1939).

' B. SCHOENEBERG, 

Math. Ann, 113 (1936).
i. Über das Verhalten von e" 8

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVII, 12. 8
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wird man indes auf den Ansatz geführt, der binären 
indefiniten Form Q = p • p' die Potenzreihe mit den Ex­
ponenten TP2 H-t'p'2 zuzuordnen und somit der Zeta­
funktion des reellen quadratischen Körpers die Potenzreihe 
\ (t^ tu ) entSprec|ien zu lassen, wo p alle ganzen
u

Zahlen des Körpers durchläuft. Neben der Dedekindschen 
Zetareihe hat man daher gleichzeitig alle Zetareihen mit 
Grössencharakteren heranzuziehen, denn erst diese unend­
liche Menge von Funktionen einer Variabein ist das Äqui­
valent für jene Funktion von zwei Variabein t und t'. 
Diese Potenzreihe ist nun zwar eine Hilbertsche Modul­
funktion (bezüglich der Modulgruppe in dem reellen quadra­

tischen Körper), aber von gebrochener Dimension — —, und 

deshalb kann man die Theorie der Operatoren Tn in der 
bisherigen Gestalt ebensowenig anwenden wie etwa bei der 
einfachen Thetareihe. Man wird also hier von einer andern 
Seite auf das schon früher von mir formulierte Problem 
geführt, wie man das Euler-Produkt für die Riemannsche 
Zetafunktion £(2s) oder für die Zetafunktion des reellen 
quadratischen Körpers als Ausdruck einer algebraischen 
Eigenschaft der Thetareihen gebrochener Dimension deuten 
kann.

§11. Numerische Beispiele.

Zum Schluss gebe ich hier eine Reihe numerischer 
Beispiele von Formen in 4, 6, 8 und 10 Variabein von 
Primzahlstufe. Durch Anwendung aller feineren Hilfsmittel 
der allgemeinen Theorie, auch des Hauptsatzes aus der 
Theorie von Herrn Siegel (Gl. (8)), lassen sich auch für 

grosse Werte der Determinanten mit wenig Rechnung alle 
Formen oder wenigstens ihre Thetareihen angeben, ins­
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besondere kann man die kanonischen Enler-Produkte auf­
stellen, den Körper ihrer Koeffizienten angeben und vor 
allein die Frage entscheiden, welche Diskriminanten zur 
Aufstellung der kanonischen Produkte herangezogen werden 
müssen und welche entbehrlich sind.

Die Formensysteme in 4 Variabein vom Haupttypus, 
die bei den Brandtschen Quaternionen auftreten und die 
mir bei der Aufstellung meiner Theorie von grösstem Werte 
waren, verdanke ich der Freundlichkeit von Herrn Brandt. 
Einen Teil dieser Formen bringe ich hier als Beispiel 2,3,4.

Zunächst ist die Anzahl der linear unabhängigen Spitzen­
formen x (k) + e(k) des Haupttypus und Y (k) des Neben­
typus für die ersten Werte von q und k in den folgenden 
Tabellen berechnet:

I. Tabelle der Anzahlen x(k}.

9 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41

æ (2).......... 0 0 0 1 o 1 1 2 2 2 2 3
X (4).......... 0 1 1 2 3 4 4 5 7 7 9 10
x (6).......... 1 1 3 4 5 6 8 9 11 13 15 16
X (8).......... 1 3 3 6 7 10 10 13 17 17 21 24
X (10) ........ 2 3 5 8 9 12 14 17 21 23 27 30
X (12) ........ 2 4 6 9 12 15 17 20 26 28 34 37

II. Tabelle der Anzahlen Y(/c) für q = 1 (mod 4).

9 5 13 17 29 37 41

Y (2)... 0 0 0 2 2 2
Y(4) ... 0 2 4 6 8 10
Y (6)... 2 6 6 12 16 16
Y (8)... 2 6 10 16 20 24
Y(10) .. 4 10 12 22 28 30
Y (12).. 4 12 16 26 34 38

8
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III. Tabelle der Anzahlen Y (k) und h (|/—g) 

für g = 3 (mod 4).

9 3 7 11 19 23 31 43 47

h.................. 1 1 1 1 3 3 1 5
y (3).............. 0 1 1 3 3 5 7 7
Y (5).............. 0 1 3 5 7 9 13 15
Y (7).............. 1 3 5 9 11 15 21 23
Y (9).............. 2 5 7 13 15 21 29 31
Y(11)............ 2 5 9 15 19 25 35 39
Y (13)............ 3 7 11 19 23 31 43 47

Beispiel 1. /?=4, Haupttypus, für <7=3,5,7,13 ist 
re (2) = 0. Hier gibt es also nur je eine Thetareihe, sie ist 
gleich der Eisenstein-Reihe. Für diese quadratischen For­
men Q in 4 Variabein, der Stufe g und der Diskr. g2 be­

stehl also die Gleichung

(117) <p(s,Q) = ~-í(s)-í(s-l)-(l-? s).

Beispiel 2. /= 4, Stufeq = 11, A = g2. Wegen x(2) = 1 
gibt es zwei Modulformen des Haupttypus, äusser Eq(j) noch 
den Integranden 1. Gattung; durch die Weierstrass’sche
Funktion

A(T)=z'7T(i_zn)24
n = 1

lässt er sich in der Gestalt

(118)
j (t) = 1\ A (t) • A (11 t)

= z-2z2-? + 2z4+z6+2?-2z7 + 0?+ .. ..

ausdrücken. Als einzige Spitzenform hat ,/(t) ein kanoni-
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sches Euler-Produkt. Es gibt drei Klassen quadratischer
Formen dieses Typus:

(119)
Qu = xi + xix2 + 3 + x2 + .r3æ4 + 3 a?2
012 = 2 (æi + x2 + a?3 + a?4) + 2 xtx3 + xtx4 + a?2x3 — 2 x2x4 

O22 = æî + 4 (a?2 + æ3 + æî) + æiæ3 + 4 æ2æ3 + 3 a?2æ4 + 7 æ3x4.

In der Abkürzung = 3 (t, Qik) ist

(120)

= 1+4z + 4? + 8z3 + 20z4+ 16z5 + . . . .
S12 = 1 + 0z + 12z2+12z3 + 12z4+12z5+. . . . 

S22 = 1 + 6 z + 0 z2 + 6 z3 + 24 z4 + 18 z5 4- . . . .

Hieraus folgen die Gleichungen

Die Berechnung nach Satz 43 ergibt in Übereinstimmung 
mit Satz 53: Die Koeffizienten der Matrix

sind vertauschbar und die zugehörige Matrix aus Dirichlet- 
Reihen
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/ T 9 (s-Qu). 
<D(s)= ;

y 4 <p(s,q12).

g 9 (s, Ql2) 

g 9 (s. Q22)

= 7~¡f(E~A(/j)/rs+/?_2SE) 
p

ist ein kanonisches Euler-Produkt. Die char. Wurzeln von
<t> (s) sind

t(s)-Us-l)-(l-91_')

und die Dirichlet-Reihe zu j(t).

Beispiel 3. / = 4, Stufe # = 17, A = q2, x (2) = 1. 
Die drei quadratischen Formen sind

Ql 1 æi ~I- æ2 4” 6 æ3 “H h X^ 4~ X iæ2 4~ æ2æ3 4” æ2æ4 h æ3æ4
Q12 = 2æi 4-2o?¡4-4-4-‘2æ1æ24-æ1æ3 + æ1.T44- 3x3x44-.r2æ3 
Q22 = 2 x2 4- 2 x2 4- 3 .t3 4- 5 .r4 4- æiæ2 4- xtx3 4- 2 æ3æ4 4- æ2æ4 4- æ2æ3.

Die Matrix O (.$•) ist wieder vom Grade 2, gleich

/|<P6.0xi).

06)= ,
\ g 9 (s> Q12).

Die beiden kanonischen Euler Produkte sind

£(«)•£(«—1) (1—ç1 s) = I (^9ii4- 912) = 1(^124-^-922) 

f?(s) = 4 (922 911) = g (911 912) ~ 2^(922 912)-

Beispiel 4. /’= 4, Stufe q = 31, A = q2, æ(2) = 2. 
Hier hat die Matrix O (s) den Grad 3, die kanonischen 
Produkte zu den beiden Spitzenformen haben konjugierte 
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Koeffizienten aus dem Körper K(|/ö). Die einzelnen For­
meln habe ich bereits früher publiziert.1

Beispiel 5. f = 4, Stufe q = 23, A = ç2; x(2) = 2. 
Auch hier enthalten die beiden kanonischen Produkte zu 
den Spitzenformen nur die Irrationalität |/5.

Beispiel 6. / = 4, Nebentypus der Stufen q = 5.13,17.
A = g und für die adjungierten Formen A’ = qs. Hier gibt 
es keine Spitzenformen, also sind die Thetareihen gleich 
den betr. Eisenstein-Reihen:

^a(?)|-1>(s.O) = qS(s—1)-L(s,x) —S(s)-I.(s —l,x). (A = q). 

AM I • <p(s,<D = C(s-l) • L(s,x)-C(s) • L(s-l,x). (A- = 9’).
Beispiel 7. 4, Nebentypus der Stufe q = 29. Die

Formen mit Diskr. q gehören nach Satz 54 zur irreduziblen 
Darstellung + 1 (Nichtrest). Äusser der Eisenstein-Reihe 

2~
gibt es noch eine Spitzen form zu dieser Darstellung. 
Folgende zwei quadratische Formen mit Diskr. 29 (vgl. 
Satz 31)

4
Qi = X? +1- (3 + 3 x2 + 3 x3 + x* 4)2

liefern wirklich zwei linear unabhängige Thetareihen 

(19)) * = 1+8^+12z2+18z# + 32z4+....
( I 3(t,Q2) = 1 + 12z + 6z2 + 24z3 + 20z4 +

Die beiden adjungierten Formen mit Diskr. 293 ergeben

I 3(t,Q¡) = 1 + 2 z3 + 4 z8 + ....
( ' I S(t,Q’2) = 1+2z2 + 2z8+....

1 Neuere Fortschritte i. d. Theorie d. ellipt. Modulfunktionen. Verh.
d. Internat. Mathern. Kongr. Oslo 1936.
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Weitere Thetareihen dieses Typus kann es nicht geben.
Denn für eine Form Q mit Diskr. 29 müsste wegen der 
linearen Unabhängigkeit von (122)

S (t, Q) = aS (t, Qt) 4- ßS (t, Q2)

mit konstanten oc, ß sein. Die gleiche Beziehung folgt aber 
durch Anwendung des Operators H auch für die Reihen 
mit den adjungierten Formen. Die numerischen Werte in 
(123) zeigen nun, dass in einer solchen Linearkombination 
die Reihe nur dann das konstante Glied 1 und im übrigen 
nur grade nicht-negative Koeffizienten haben kann, wenn 
a — 1, ß = 0 oder a = 0, ß = 1. Weitere Formenklassen 
mit der Diskr. q — 29 müssten also stets eine der beiden 
obigen Thetareihen haben. (Wie mir Herr Brandt mit­
teilt, ist die Klassenzahl zur Diskr. 29 übrigens wirklich 
nur gleich 2). Die 4 Thetareihen bilden dass vollständige 
Formensystem des Nebentypus, erzeugen also ein abge­
schlossenes System. Die 4 kanonischen Produkte in der 
Schar der Dirichlet-Reihen sind erstens die beiden

(124)

und zweitens, von den Spilzenformen herrührend,

(125) P(s) = | ((—<p(s,Qi) + <p(s,Q2)) +à(—<p(s,Q‘) + <p(s,Q* 2))

mit

und die Reihe P(s) mit den konjugiert-komplexen Koeffi­
zienten. Umgekehrt stellen sich die Reihen <p(s,Q) so dar:
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9 (s, Ql) = | £ (s — 1) • L (s, x) —(s) • L (s — 1, x)

(126)

<p(*,Q 2) = l)’^(s,x)—1,X)

8 A . 8 À .
3X=ÄP(S) + 3Ä=XP(S)

<p(s>O’t) = §■?(« —l)-i(s.x)—^f(s)-i-(s~l.x)

4 1
3 Ä—Ä

9UQ2) = ^í(s —l)-^(s>x) —l,x)

Die Zahl —À ist der Eigenwert von P(s) bei dem Operator 
7’’ und hat in Übereinstimmung mit Satz 61 die Eigen-
schäft

À-À = 29.

Beispiel 8. /= 4, Nebentypus der Stufe q — 37. Ebenso 
wie bei q = 29 gibt es genau zwei verschiedene Reihen zu 
Formen mit Diskr. 37. Die vier Formen

4

1
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4
= y ar?—^-(5æ1 + 3æ2 + æ34-æ4)2

i

liefern die 4 unabhängigen Reihen

(127)

3(t, = 1 + 12 z + 6 z2 + 24 z3 + 12 z4 + . .
S(t,Q2) = 1+6z+8z2+30z3 + 24z4+ ... 
S(t,QÎ) = 1+2z2 + 2z8 + (z13) 
3(t,Q:2) = l + 2z5 + 2z8 + (z18).

Die kanonischen Produkte zu den Spitzenformen sind 

(128) P(s) = I (<p (s, Qi) — <p (s, Q2))+ A(<p(s, — (s.q;))

mit À = 1 + 6 z

und die Reihe P(s) mit den konjugiert-komplexen Koeffi­
zienten. Die Zahl —Ä ist der Eigenwert von P(s) bei dem 
Operator T’ und

A-Ä = 37 = 7.

Beispiel 9. f — 6, Nebentypus der Stufe q = 7 oder II. 
Hier gibt es nur eine Spitzenform, sie gehört zur irredu­
ziblen Darstellung @q + 1 (Rest) und lässt sich durch die 

“2“ 
binäre Reihe mit Grössencharakteren 2. Grades darstellen: 

(129) (k = 3)

p durchläuft hier alle ganzen Zahlen aus dem Körper 
K (]/—q). Die quadratischen Formen in 6 Variabein mit
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Diskr. —q ergeben aber Theta-Reihen, welche nach Satz 54 
zu der andern irreduziblen Darstellung @^ + 1 (Nichtrest) 

2
gehören. Also sind sie gleich der entsprechenden Eisen­
slein-Reihe, d. h. für jede Form ()ß in 6 Variabein mit 
Diskr. — 7 oder — 11 ist

(130) |¿3(0|-<p(»,O,) = g!C(»-2)L(»,x)-t(»)L(»-2,x).

Jetzt gibt es aber Formen mit Diskr. —q'\ welche auch 
noch zur Stufe q gehören. Ist Q6 eine solche Form (etwa 
eine Summe von drei binären Formen der Diskr.—7), so 
besteht also eine Gleichung

S (t, Qg) = E (t) + aS3 (t)

mit konstantem oc. Dabei hat die Eisenstein-Reihe

B(T) = 11,(01 (^’1«-^«)

bei z keinen ganzen Koeffizienten, und daher ist a 0. 
Mithin gibt es in dem Geschlecht von Q6 nach dem Haupt­
satz der Theorie von Herrn Siegel noch mindestens eine 
weitere von 5 (t, Qg) verschiedene Thetareihe. Es gibt also 
für q = 7, 11 genau je zwei linear unabhängige Theta­
reihen dieses Typus mit Diskr. —q\ sie bilden aber kein 
abgeschlossenes System. Für q = 11 erhält man übrigens 
die erwähnten Formen als Summe der binären Form und 
der quaternären Form aus Beispiel 2.

Beispiel 10. /’= 6, Nebentypus der Stufe q = 19. Hier 
gibt es zur Darstellung ®'q + 1 (Nichtrest) eine Spitzenform, 

ær­
dagegen zu der andern Darstellung äusser der binären 
Reihe S3 mit q = 19 ebenfalls noch eine Spitzenform. Eine 
quadratische Form mit Diskr.—19 ist
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26 6

1 1

mit der Reihe

(131) S(t,Q) = 1 + 30 z + 102 z2 + 260 z3 + 450 z4 + . . .

Da

(132) $(t,Q)
11

= —5z+6z2—6z3+45z4+.

eine Spitzenform zu 

weitere Form X mit

®‘(/ , j (Nichlrest) ist, so ist für jede
2

Diskr. —19

3 (t, X) = 3 (t, Q) + a S (t)

• mit konstantem a. Durch den Operator H folgt hieraus

wo
S (t, ä‘) = S (t, ()*)  + a S*  (t) ,

S(t,(T) = l+2z3+12z8 + (z9)

(133) S(t,Q‘)

Derselbe Schluss wie in Beispiel 7 ergibt a = 0 oder —2. 
Da endlich nach dem erwähnten Hauptsatz von Herrn 
Siegel noch mindestens eine von S(t, Q) verschiedene 
Reihe S(t, Ar) existieren muss, so gibt es eine quadratische 
Form X mit Diskr. — 19, wofür

(134)
I S(t,X) = S(t,Q)-2S(t)
I 5(t,X‘) = S(t,Q,)-2.S,(t).

Es muss also diese Form X*  die Zahl 2 darstellen, anders 
als Q‘. Ein systematisches Verfahren nach Salz 31 führt 
dann zur Aufstellung einer solchen Form:
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(135) A’ = | x?+^3xt + 3xa + j — (x1 + xa)a + 2xî.

Ihre Thetareihe ist durch (134) bereits völlig bekannt. Die 
beiden Spitzenformen S(t),S‘(t) führen auf zwei kano­
nische Euler-Produkte mit konjugiert-komplexen Koeffi­
zienten aus dem Körper /< (|/ZZ~i3), so erhält man schliesslich

(136)

m / z n q2 £ (s—2) • L (s, x) — £ (s) (s
<P (s, (?) = ,,

2>X) 3 ÅP(s)-ÅP(s)
H J/-13

<p (•%(?*)  = t (s - 2) L (s, xW Cs) L (S - 2, x)
11

3 P(s)-P(s)
11 J/-13

Hier ist
Ä = ß 4_ 5 |/_ 13 s

und das kanonische Produkt P(s) ist die Dirichlet-Reihe zu

= í10{S(t,.Y)-S(t,Q) + á5(t,.V)-á9(t,0-)}.

Die Zahl À ist der Eigenwert von P(s) bei und

À-À = 192.

Das System der 4 Formen Q,X,Q*,X*  ist also wieder ab­
geschlossen. Hier gibt es aber zu diesem Typus (—3,19,x) 
noch quadratische Formen mit Diskr. — 193, z. B. die Summe 
von drei binären Formen. Deren Dirichlet-Reihen erfordern 
äusser P (s), P (s) und £ (s — 2) L (s), £ (s) L (s — 2) noch ein 
fünftes kanonisches Produkt. Dies geht aus folgender Iden­
tität hervor (in der Bezeichung (129) mit 7=19)

^2_ -4
11 11-13

3S + 3- 19S‘
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Die Reihenentwickelung

(137) |s3 = z + 4? + (z5)

zeigt übrigens mit Rücksicht auf (132), (133), dass biel­
das interessante Faktum vorliegt, dass die drei existierenden 
Spitzenformen S, S*.  S3 nicht durch die ersten drei Glieder 
ihrer Potenzreihe festgelegt werden können, sondern dass 
hierzu die ersten vier Glieder nötig sind.

Beispiel II. f = 8, Stufe q — 11. Es gibt vier Modul­
formen des Typus (—4, 11, 1), darunter zwei Spitzenformen. 
In der Bezeichnung von (118) (129) können wir letztere als

= z + 2 z2 — 5 z3 — 2 z*  + . . .
j2 = z2_4z3 + 2z4 +

darstellen. Die Spitzenformen mit kanonischem Produkt sind

p = -9î;+(-i + |/3);!, /■' = s?;+(-i + |/3)/

mit den Dirichlet-Reihen P(s) und P'(s). Sie sind offenbar 
durch Thetas zu Formen mit Diskr. r/4 (Summe von zwei 
quaternären Formen aus Beispiel 2) darstellbar. Umge­
kehrt stellen also die drei Funktionen F, F' und die zu­
gehörige Eisens tein-Reihe

’ï-f G4(,t) = -61-(64(t) + 9 -G^t))

alle Thetareihen zu Formen mit /*  = 8, Diskr. ç4 linear 
dar, z. B. die sechs Reihen aus Beispiel 2

Nimmt man hier noch die imprimitive Form q • Qs mit
Diskr. qs hinzu, wobei Qs die Form mit Diskr. 1 aus § 7 
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bedeutet, so ist also offenbar das System aller quadratischen 
Formen in 8 Variabein mit Diskr. g4 oder g8 der Stufe q 
= 11 ein abgeschlossenes System. Es führt auf die vier 
kanonischen Produkte

P(s), P'(s), £(s) • £(s—3) (1 —g—s)» £(••>•) • S(s—3)(1— q3~s).

Da hiermit schon alle Modulformen dieses Typus erschöpft 
sind, so sind die Reihen zu Formen dieses Typus mit 
Diskr. g2 oder gß bereits durch obige Reihen zur Diskr. g4 
und q8 darstellbar. Es ist wichtig, dass auch das Umge­
kehrte gilt:

Die Formen mit Diskr. g2 und ihre Adjungierten mit 
Diskr. gß erzeugen auch grade vier unabhängige Reihen, 
und zwar gibt es genau vier verschiedene (drei unabhängige) 
Thetareihen zur Diskr. g2 und ebensoviele zur Diskr. gß.

Das geht aus folgender Überlegung hervor:

Sei Q eine Form des Typus (—4, 11, 1) mit Diskr. 
gß = 1 lß, dann besteht eine Gleichung

(138) S (t, Q) = E (t) + a S2 j + ß;2

mit konstantem a, ß und

(139)

= g“£ (ü4 (t) + 11 • 133 G4 (g t)) .

Stellt man jetzt die Bedingungen für a, ß auf, damit die 
rechte Seite in (138) eine Reihe mit nicht-negativen graden 
Koeffizienten darstellt, so findet man, dass mit ganzem 
x, y sein muss
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122 X—10  122i/ —70-------------- R --------------

x > 0, y > — 2 x, 5 x + 4 y < 5, x — y 2.

Für x,y ergeben sich hieraus nur die vier Möglichkeiten

(x, y) = (1,-1); (1,0); (0,1); (0, 0).

Das gibt die Werte

61 a = 7-16; 7 • 16; -10; — 10.
61 ß = —12- 16; — 7 • 10; 4-13; — 7 • 10.

Hiervon wird die erste durch die Form ()2 + Q*>  realisiert, 
wo Q2 die binäre Form und Qß die Form in 6 Variabein 
mit Diskr.— 11 aus dem Beispiel 9 ist. Da nun nach dem 
Siegelschen Hauptsatz die obige Reihe E (t) aus den ver­
schiedenen Thetareihen zur Diskr.—11(> linear darstellbar 
sein muss, so müssen mindestens drei der Möglichkeiten 
(a,ß) durch die 3(t, Q) in (138) realisiert sein. Da die 
erwähnte Darstellung von E(x) aber positive Koeffizienten 
haben muss, so ist auch die vierte Möglichkeit für a, ß 
realisiert, weil man aus dreien offenbar eine solche Dar­
stellung von E(x) nicht erreichen kann.

Wir können also zusammenfassend sagen: Die Theta­
reihen des Typus (—4, 11,1) mit den Diskr. yr, y s erzeugen 
ein abgeschlossenes System wenn r,s irgend zwei ver­
schiedene der Zahlen 2,4,6,8 sind. Dieses abgeschlossene 
System ist stets auch das volle System aller Modulformen 
dieses Typus.

Beispiel 12. /*=  4, v = 2, Stufe q = II. Die beiden 
Spitzenformen aus dem vorigen Beispiel kann man nun 
auch durch die quaternären Thetareihen mit Kugelfunk­
tionen 2. Grades erzeugen. Die Rechnung zeigt nämlich,
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dass bei jeder der drei quaternären Formen Qik aus (119) 
die Reihen S (t, P2, Qi/{) für alle Kugelfunktionen 2. Ord­
nung P2 bis auf einen konstanten Faktor nur je eine ein­
zige Funktion sind. Unter den drei so entstehenden Funk­
tionen befinden sich aber tatsächlich zwei unabhängige, 
und das Multiplikationstheorem lässt sich folgendermassen 
formulieren: Bei passender Wahl der drei Kugelfunktionen 
Pik zu Qik ist die Matrix

9 ($» -Pu » Qu) , 9 (■"» » ^12 » Q12) \
2 9 (.s, Pl2 » Q12)» 9 ^22 » Q22) ' 

ein kanonisches Euler-Produkt.
Beispiel 13. / = 10, Nebentypus der Stufe q = 11. Es 

gibt zwei Spitzenformen zur irreduziblen Darstellung ®Q + 1
2

(Rest) und eine zur ®^ + 1 (Nichtrest). Thetareihen zur ®(/ + 1
2 2

(Rest) erhält man nach Satz 54 aus den quadratischen 
Formen der Diskr.—11 in 10 Variabein

wo Q8 die Form mit Diskr. 1 und ()2 die binäre Form 
bedeutet. Zwischen diesen beiden Thetareihen, der Spitzen­
form (129)

Ja = ’¿Vz*  = z + 7?+16z‘+ ...

u

und der zugehörigen Eisenstein-Reihe

E (t) = lüs e*<T) + E°-

<»(»)-(

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XVII, 12. 9
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besteht die einzige Relation

(142) 1275E(t)+15-11 — 15-96S (t,Q)_ 16• 113= 0.

Nach dem Siegelschen Satz ist E (t) durch die Reihen zur 
Diskr. — 113 darstellbar; es existiert also mindestens noch 
eine weitere Thetareihe dieser Art. Die Anwendung des 
Operators H zeigt dann, dass aus diesen drei Formen und 
ihren Adjungierten alle 5 unabhängigen Modulformen des 
Typus erzeugbar sind.

Das System der quadratischen Formen dieses Typus 
mit Diskr. —11 und ihrer Adjungierten (Diskr.—ll9) ist 
also abgeschlossen, und durch deren Thetareihen sind alle 
5 Modulformen dieses Typus darstellbar.

Das gleiche gilt aber auch für das Paar von Diskr. 
— ll3,—ll7. Zunächst entstehen aus den drei unabhän­
gigen Funktionen -9(t,(i = 1,2,3) mit Diskr. r/2 (aus 
Beispiel 11) drei unabhängige Reihen unseres Typus 

(143) 3(t,Q2 + <?'„") = 3r5(T, i= 1,2.3.

Ist ferner Q6 eine Form mit / = 6, Diskr.—q und j(t) 
wieder durch (121) definiert, so ist

/■(t) = 3 (t, Oe) -j(t)

ebenfalls in der Schar der Thetas zur Diskr. —<?3 enthalten, 
aber linear. unabhängig von den drei Funktionen (143). 
Andernfalls müsste sie durch teilbar sein. Da aberSt(T) 
in beiden Spitzen von ro(ll)von 0 verschieden ist, während 

12/---------------------------
j (t) = y A (t) • A (11 t) nur in den Spitzen verschwindet,
so müsste 3(t, O,.)

a32 + ß./

eine Form des Typus (—2,11,1) sein. Aus dem Verhalten 
bei dem Operator // sieht man, dass dies nicht möglich
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ist. Mithin haben wir in /’(t) und den drei Funktionen 
(143) vier unabhängige Thetas zur Diskr. —ll3. Die feh­
lende Eisenstein-Reihe wird dann durch die adjungierten 
Formen geliefert, und damit ist alles bewiesen.

Beispiel 14. f = 12, Stufe q = 1t. In allen bisherigen 
Beispielen traten bei den kanonischen Produkten keine 
höheren Irrationalitäten als solche vom 2. Grade auf. Ich 
teile deshalb hier noch einen anderen Fall mit. Die Funk­
tionen vom Haupttypus (—6,11,1) lassen sich leicht alle 
durch Thetareihen darstellen. Es gibt hier vier Spitzen­
formen. Die Matrix À (2) für das System dieser Spitzen­
formen habe ich berechnet. Für ihre charakteristische 
Funktion linde ich

| Ä (2) — .rE| = (,r + 4)(x3—9O.r + 4 • 47).

Das kubische Polynom hat die Diskr.

43.903 — 44-472-27 = 44-33- 19-239.

Die Wurzeln sind also reelle nicht-Abelsche Zahlen.

Zum Schluss beweise ich für einige Werte der Stufe q 
noch einen allgemeineren Vollständigkeitssatz: Jede Modul­
form eines reellen Typus der Stufe </ = 11 ist durch die 
Thetareihen des betr. Typus linear darstellbar. Der Beweis 
erfolgt durch vollständige Induktion. Für die ersten Werte 
der Dimension —k ist der Satz durch die obigen Beispiele 
erledigt. Daraus zeigt man zunächst, dass man jede Modul­
torrn eines reellen Typus durch Addition einer passenden 
Thetareihe in eine Spitzenform überführen kann. Eine 
solche ist aber durchj(t) teilbar, weil j(t) = A (t) • A ( 11 t) 

9*
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nur in den beiden Spitzen, und zwar von 1. Ordnung ver­
schwindet. Jene Spitzenform liât also die Gestalt J(t)’F(t), 
wo F(t) eine Form der Dimension —(/<• —2) ist, woraus 
die Behauptung folgt.

Der gleiche Satz mit einem ähnlichen Beweis gilt aber 
auch für die Stufen

q = 3,5,7,11,23.

Das sind die Primzahlen q, wo g+1 ein Teiler von 24 
ist und daher

V A(t) • A (q t)

eine Modulform ganzzahliger Dimension —■— ist, die 

nur in den Spitzen, und von 1. Ordnung, verschwindet. Der 
interessanteste Fall ist q — 23, wo das Geschlecht p0 von 
r0 (q) gleich 2 ist und bereits zur Dimension —1 zwei 
Formen des reellen Typus existieren.

Endlich sei noch darauf hingewiesen, dass die Kenntnis 
einzelner Koeffizienten der kanonischen Produkte zu ge­
gebenem Typus (— k, N, e (zi)) erlaubt, die Darstellungs­

zahlen a(n, Q) für jede Form Q dieses Typus für unend­
lich viele n explizit anzugeben. Zunächst ist ja der asympto­
tische Wert von a(zi,Q) schon durch die klassische 
Theorie bekannt — es ist der Koeffizient einer durch das
Geschlecht von Q bestimmten Eisenstein-Reihe — sodass 
nur noch das Fehlerglied co (zi) interessiert. Sobald nun in 

00

den kanonischen Produkten 2LC(/J)/J dieses Typus für 
i

eine Primzahl p die Koeffizienten c(p) bekannt sind, lässt 
sich c(pr) und damit auch co (//) für alle ganzen r angeben.
Denn

(144)
1

1 — X C (/>) + //' ~ 1 E (/>) X’2
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Geht p in der Stufe N auf, so ist

e(/>) = 0, c(pr) = c(p)r.

Weiterhin sei p kein Teiler der Stufe N. Dann ist nach 
Herrn Petersson

c(p)|/e(p) reell.

Daher hat der Nenner in (144) eine Doppelwurzel, wenn

| c (p) | 2 = 4pÅ *,  dann ist

(145) .
c(//)’ = (r+l)ar mit a = p “ |/e(p) = - c(p).

Ist dagegen
I c (p) 12 4= 4pfc_1,

so seien a, a' die beiden verschiedenen Wurzeln von

x2 — c (p) x + p*  ~1 e (p) = 0.

Damit ergibt sich

Nun ist |/e (p) gleich 1 oder i, und ß = a |/e (p), ß' = a' /e (/>) 
sind die Wurzeln des reellen Polynoms

if — c(p)j/e(p) = 0.

Diese Wurzeln sind reell und dann von verschiedenem 
Betrage, wenn

(146) | c(p)|2 > 4pfc~].

Die grössere von ihnen, etwa ß, hat
k — 1

I ß I = | oc | > p “ .
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Dagegen sind ß,ß' konjugiert-komplex und von gleichem
Betrage:

(147) |ß| = |ß'| = jct|
A-—1

|a'|=p “ , wenn |c(jö)|2<4p/c—1

Der asymptotische Wert von c(pr) für r -> oo gibt also 
Aufschluss über das Bestehen der Ungleichungen (146),
(147).  In allen mir bekannten Fällen habe ich gefunden, 
dass ß,ß' nicht reell sind, also (147) gilt. Das beste be- 

kannte Resultat ist nach Rankin1 c(n) = 0 \n /.

1 Siehe oben S. 89, Note 2.

Indleveret til Selskabet den 12. April 1940.
Færdig fra Trykkeriet den 21. September 1940.


