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V orwort.

Der Satz, daf jede primitive, bindre quadratische Form, deren
Diskriminante D keine Quadratzahl ist (und die fiir negatives D
positiv ist) unendlich viele Primzahlen darstellt, ist zuerst von
Dirichlet aufgestellt worden, der auch bereits die Grundgedanken
fiir den Beweis gegeben hat und im Besitze aller erforderlichen
Hiilfsmittel war?). Vollstindig ausgefiihrt wurde der Beweis zu-
erst von E. Schering?), der den Satz iiber die quadratischen Formen
auf den bereits von Dirichlet bewiesenen entsprechenden Satz iiber
die arithmetische Reihe zuriickfithrte. Dabei gebrauchte er als
wesentliches Hiilfsmittel den Satz, daB jede Klasse des Hauptge-
schlechts durch Duplikation einer Klasse gebildet werden kann.
Dieser war von Gaufl bewiesen worden als ein Ergebnis seiner
Theorie der terndren quadratischen Formen ?).

Schering veriffentlichte seinen Beweis nicht?).

Ein andrer Beweis wurde (natiirlich unabhingig von dem
Scheringschen) von Heinrich Weber erbracht?®), der eine Trans-
formations-Formel aus der Theorie der Theta-Funktionen zu Hiilfe
nahm. Ferner wurde von Weber®) der Satz iiber die quadra-

1) Vgl. Akad. Bericht ,Uber eine Eigenschaft d. quadr. Formen“, Ges. Werke,
Bd. I, S. 497 u. folg.,, 1840 und ,Recherches sur diverses applications de Pana-
lyse infinitésimale & la théorie des nombres¥, Crelles Journal, Bd. 19 u. 21, Ges.
Werke, Bd. I, 8. 411 u. folg., 1839—40.

2) ,Beweis des Dirichletschen Satzes ...“, Ges. Werke, Bd. II, 1856.

3) Disq. arithm. Art. 286—87, 1801.

4) Seine Abbandlung wurde erst bei der Herausgabe seiner Werke im
Nachla8 gefunden.

5) ,Beweis des Satzes, dass. ...“, Math. Annalen, Bd. 20, 1882.

6) ,Uber Zahlengruppen in algebraischen Korpern®, Math. Annalen, Bd.
48 und 49, 1897.
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tischen Formen in Beziehung gebracht zu einem allgemeineren Satz
iiber Idealgruppen®).

Die Weberschen Resultate haben eine wesentliche Verschir-
fung erfahren in einer Abhandlung von Herrn Landau, der fol-
genden Satz bewiesen hat?):

Es sei O eine Idealgruppe in einem algebraischen Kbrper,
welche entweder alle ganzen Ideale des Korpers enthilt oder alle
diejenigen ganzen Ideale, die zu endlich vielen Primidealen teiler-
fremd sind. O’ sei eine Zahlgruppe des Korpers derart, daf EO’
eine in O enthaltene Gruppe von Hauptidealen ist, wobei E die
Gruppe der (funktionalen) Einheiten bedeutet. Die Anzahl der
Klassen, in die O nach dem Modul EO' zerfillt, sei endlich (gleich
). Fiir jedes Ideal m aus O sei die Anzahl der in EO’ enthal-
tenen, durch m teilbaren ganzen Hauptideale, deren Norm = x ist,
gleich

1

7\’( N(m) x+0( l_ﬂ’

wobei N (n) die Norm von m, & den Grad des algebraischen Kor-
pers bedeutet und g nur von O und O’ abhingt?®). Ferner sei

die iiber alle Primideale in E(O’ erstreckte Summe 3 L

r V)
divergent. Dann ist die Anzahl der in einer Klasse enthaltenen
Primideale, deren Norm =z ist, gleich

_l_fx.ihf—.m 0<x.e_</fglg—x),
b,

wo ¢ eine positive Konstante bedeutet*).

Aus diesem Satz folgt gemif den W eberschen Uberlegungen,
insbesondere unter Beriicksichtigung des Zusammenhanges zwischen
den Klassen primitiver quadratischer Formen der Diskriminante

1) Unter einer Idealgruppe versteht Weber ein System von (ganzen oder
gebrochenen) Idealen eines algebraischen Koérpers von der Art, daf das Produkt
und der Quotient zweier Ideale des Systems wieder dem System angehort.

2) ,Uber die Verteilung d. Primideale in den Idealklassen eines alge-
braischen Zahlkorpers®, Math. Annalen, Bd. 63, 1907. — Die Formulierung des
Satzes ist im Anschlul an Webers Bezeichnungsweise gewihit.

8) Nach der von Herrn Lan dau angewandten Bezeichnung bedeatet die
Gleichung f(x) = O(g(x)), daB zwei positive Konstanten 4,B existieren von der
Art, daB fir x> B

@) <<d.g(x) ist

4) Weber beweist unter den gleichen Voraussetzungen, daf jede Klasse un-

endlich viele Primideale enthalt.
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D und den Idealklassen des Korpers £(\/D) — (& bedeutet den
natiirlichen Zahlkdorper) —, daf fiir die Anzahl der durch eine
quadratische Form der Diskriminante D darstellbaren Primzahlen
=z ein Ausdruck von gleicher Art wie der eben angegebene be-
steht.

Auf dem Wege von dem Dirichletschen Satz zu der von
Herrn Landau gefundenen Abschitzung liegen die Resultate von
F. Mertens und Ch. J. de la Vallée Poussin.

Zuerst?) bewies Mertens (bereits vor dem Erscheinen der erst-
genannten Abhandlung von Weber) fiir den speciellen Fall einer
negativen reguliren?) Diskriminante, dafl die iiber alle in einer
bestimmten Formen-XKlasse darstellbaren Primzahlen erstreckte
Summe

, 1
pr=al

1 1
= T;'loglogx+0+0(logx)
ist, wobei %, gleich dem Zweifachen der Klassenzahl % oder gletch 7
selbst ist, je nachdem die betreffende Klasse zweiseitig ist oder
nicht, und C eine von der Klasse abhingige Grifie bedeutet.

(Die Divergenz von > % ergibt sich auch aus den Dirich-
p

letschen und Weberschen Methoden; von dieser wird erst auf
die Unendlichkeit der Anzahl der in einer Klasse darstellbaren
Primzahlen geschlossen.)

In zwei spiteren Abhandlungen?) gelangt er zu dem Ergebnis,
daf fiir beliebige (natiirlich nicht-quadratische) Diskriminantén die

Summe 3>V logp , erstreckt iiber alle in einer Klasse darstell-
r=u

baren Primzahlen, gleich

—%— -logz+ 0(1)
()
ist. (In dieser Abschitzung ist das friihere Resultat enthalten.)
De la Vallée Poussin beweist?) durch Anwendung hiherer

1) ,Uber einige asymptotische Gesetze d. Zahlentheorie®, Absch. III, Crelles
Journal, Bd. 77, S. 294—312, 1874.

2) ,Regulir® heilen nach Gauf die Diskriminanten, fiir welche die Gruppe
der Klassen im Hauptgeschlecht cyklisch ist.

8) Sitzungsberichte der math. nat. Klasse der Kaiserlichen Akademie der
Wissensch. zu Wien, Abt. IIa: ,Uber Dirichletsche Reihen“, Bd. 104, 1895 und
»Uber einen Satz von Dirichlet¢, Bd. 109, 1900.

4) ,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers®, troisi¢me
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funktionentheoretischer Hiilfsmittel, daf die Anzahl der durch eine
primitive Form der Diskriminante D darstellbaren Primzahlen
= z gleich

1 fz du
7012 log 11T R@]
ist, wobei lim R(z) = O ist?).
X =00
Dieses Resultat reicht weiter als das von Mertens; dafiir wird
der Mertenssche Beweis elementarer (ohne Anwendung der kom-
plexen Funktionentheorie) gefithrt. Es wird darin wesentlich die
Tatsache benutzt, daff die reellen Klassen-Charaktere simtlich Ge-
schlechtscharaktere sind, die wiederum mit gewissen Zahlcharak-
teren (modulo D) iibereinstimmen. Diese Tatsache beruht auf dem
bereits erwidhnten GauBschen Satz (dessen Anwendung iibrigens
" bei de la Vallée Poussin vermieden wird). Dieser Satz ist nim-
lich auf Grund einer (ebenfalls von G aufl bewiesenen?) oberen
Abschidtzung fiir die Anzahl der zweiseitigen Klassen Hquivalent
mit dem Satz, daB zu jedem Gesamtcharakter mindestens eine
Formen-Klasse gehdrt. Daf G auf diesen nicht direkt beweisen
konnte, lag daran, daf er nicht im Besitze des (Dirichletschen)
Satzes von der arithmetischen Reihe war, welcher ein ganz ein-
faches Beweisverfahren liefert. Auch ohne explicite den Satz von
der arithmetischen Reihe zu benutzen, kann man durch Anwendung
der von Dirichlet begriindeten analytischen Methoden den
Beweis fiithren. Einen Beweis dieser Art hat Dirichlet selbst ge-
geben?), und in #hnlicher Richtung liegt eine Beweismethode von
L. Kronecker?). Daf sich auch ohne Verwendung analytischer
Hiilfsmittel der GauBsche Beweis vereinfachen 1lifit, hat zuerst

et quatridme partie, Annales de la société scientifique de Bruxelles, Bd. 20 u. 21,
1896—97.

1) DaB de 1a Vallée Poussin bei den quadratischen Formen zu einer viel
weniger scharfen Restabschitzung gelangt als in der Theorie der arithmetischen
Reihen (vgl. Herrn Landaus ,Handbuch d. Lehre von d. Vert. d. Primz.“ Bd. II,
S. 899), liegt daran, daB es bisher noch nicht gelungen ist, das Nichtverschwinden
der zu den Klassencharakteren & gehorigen Funktionen L (s,k) (nach de la Vallée
Poussins Bezeichnung) links von der imaginiren Achse zu beweisen. (In der
Encyclopédie des sciences Math. pures et appl, Tome I, vol. 3, Fasc. 4, S. 333
wird irrtimlich de 1a Vallée Poussin ein Beweis hierfiir zugeschrieben.)

2) Disq. arithm. Art. 257—59, vgl. auch 261.

3) ,Recherches sur diverses applications. . . .“, Ges. Werke, Bd. I, S. 456—60.

4) ,Ub. d. Gebrauch d. Dirichletschen Methoden .. .% Monatsber. d. kgl
PreuB. Ak. d. Wissensch. zu Berlin, 1864.
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F. Arndt gezeigt!), der aus der Theorie der terniren Formen
nur einen von Lagrange? und Legendre®) bewiesenen Satz
iiber die Losbarkeit der Gleichung a®—ay®— b2 = 0 (in ganzen
z,y,2) zu Hiilfe nahm. Sein Beweis bezieht sich jedoch nur auf
den Fall, daB D eine Fundamental-Diskriminante ist. Den allge-
meinen Fall haben nach der Arndtschen Methode Dedekind?)
und Mertens?® behandelt. SchlieBlich haben de la Vallée
Poussin®) und Mertens”) auch den genannten Lagrangeschen
Hiilfssatz entbehrlich gemacht durch ein elementares Induktions-
verfahren. (Der Beweis ist bei Mertens etwas einfacher, setzt
aber die GauBische Abschitzung fiir die Anzahl der zweiseitigen
Klassen voraus, welche von de la Vallée Poussin nicht benutzt
wird.) Diese arithmetischen Beweise liefern jedoch nur dann eine
wesentliche Vereinfachung, wenn entweder der Satz von der arith-
metischen Progression nicht vorausgesetzt werden darf oder wenn
es darauf ankommt, die Einfiithrung der Geschlechts-Charaktere zu
vermeiden. (Dies ist ndmlich bei den arithmetischen Beweisen da-
durch moglich, daf man die im Hauptgeschlecht darstellbaren, zu
D teilerfremden (positiven) Zahlen n durch die Eigenschaften defi-
niert, daf (n, D) = 1, D quadratischer Rest modulo 4n und 4n
quadratischer Rest modulo D ist.) —

Im Folgenden soll nun zuerst der Beweis der von Herrn
Landau gefundenen Abschitzung fiir die Anzahl der durch eine
primitive quadratische Form darstellbaren Primzahlen =z, wie
er sich geméf der allgemeinen Theorie auf moglichst elementarem
Wege ergibt, im Zusammenhange dargestellt werden. Danach soll
von den Primzahlen zu beliebigen positiven, ganzen Zahlen iiber-
gegangen und der (bisher noch nicht bekannte) Satz bewiesen
werden, daf durch jede Formen-Klasse asymptotisch gleich viele

1) ,Uber die Anzahl der Genera der quadr. Formen®, Crelles Journal, Bd.
56, 1859.

2) ,Sur la solution des probléemes indéterminés du second degré“, Abhand-
lungen der Berliner Akad., 1767.

3) »Théorie des nombres, Bd. I, erster Hauptteil, § 3—4 (dritte Aufl.)
(in d. Ubers. von Maser (1886) Seite 32—49).

4) Dirichlet-Dedekind ,Vorlesungen iib. Zahlentheone“ -§ 155—58
(vierte Aufl. 1894).

] 5) ,Uber die Komposition der biniren quadr. Formen¥, Sltzungsberichte d.
Wiener Akademie, Abt. IIs, Bd. 104, 1895.

6) ,Recherches arithmétiques sur la composition des formes binaires quadr.“,

Mémoires couronnés et autres mémoires publiés par I’Acad. royale de Belgique,
Bd. 53, 1896.

7) ,Ein Beweis des Satzes, ..., Crelles Journal, Bd. 129, 1905.
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Zahlen darstellbar sind, und zwar sowohl dann, wenn man sich
auf eigentliche Darstellungen beschrinkt, wie auch, wenn man un-
eigentliche Darstellungen zuliBt.

Als bekannt vorausgesetzt werden!) sollen dabei

1) Einige elementare Sitze iiber quadratische Formen und die

Sédtze iiber die Losung der Pellschen Gleichung ?).
2) Die Fundamentalsdtze iiber Abelsche Gruppen ®).
3) Einige Sidtze aus der analytischen Zahlentheorie?).

1) Das heiBit, die betreffenden Sitze werden nur formuliert, aber nicht be-
wiesen.

2) Siehe z. B. J. de Séguier ,Formes quadratiques et multiplication com-
plexe® (Berlin 1894), wo im Anschluff an Kronecker die Bezeichnung des mitt-
leren Koefficienten durch b statt durch 2b (wie bei Gauf) angewandt wird, die
auch in der folgenden Darstellung benutzt werden soll. In den meisten iibrigen
Darstellungen, z. B. Bachmann ,Die Elemente der Zahlentheorie“ (Leipzig
1892), Mathews , Theory of numbers®, Part I (1892), findet sich die alte Be-
zeichnungsweise.

3) Diese finden sich z. B. dargestellt in H. Webers ,Lehrbuch d. Algebra®,
Bd. II, § 11—15 (Braunschweig 1899, zweite Auflage).

4) Diese kommen in Herrn Landaus ,Handbuch der Lehre von d. Vertei-
lung d. Primzahlen* vor, und die betreffenden Stellen werden nachher genau citiert.



I. Teil.

Yon den durch eine quadratische Form darstellbaren
Primzahlen. ‘

Einleitung.

Unter einer primitiven, bindren quadratischen Form der Dis-
kriminante D versteht man eine Form:

f@y) = (@b,¢) = az’+ by + cy’,

in der a,b,¢ ganze Zahlen sind, die keinen gemeinsamen Teiler
besitzen und durch die Beziehung

b*—4dac = D

verbunden sind. Damit D eine Diskriminante sein kann, muf D
quadratischer Rest modulo 4 sein; das heifit, es ist entweder:

D = 0 (mod 4)
oder: D = 1 (mod 4).

Geniigt umgekehrt eine Zahl D einer dieser beiden Kongru-
enzen, so gibt es zwei Zahlen b,¢, fiir welche *— D = 4¢ ist.
D ist dann also die Diskriminante einer Form (1,5,¢).

Es soll bei den betrachteten Formen (a, b, c) stets vorausge-
setzt werden, daf ihre Diskriminante D keine Quadratzahl ist.
(Diese Forderung ist gleichbedeutend mit der, daB die quadratische
Form nicht in zwei Linearfaktoren mit ganzzahligen Koefficienten
zerlegbar sein soll.)

Eine ganze Zahl n heifit durch eine quadratische Form f(z,y)
darstellbar, wenn es ein ganzzahliges Wertepaar o, gibt, fiir das

f(anB) =n

P

ist.
Eine Darstellung # = f(«, ) heifit eine eigentliche, wenn
o zu f§ teilerfremd ist (wofiir wir kurz (¢, §) = 1 schreiben, indem
wir allgemein mit («,f) den griBten gemeinsamen Teiler zweier
1
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Zahlen «, 8 bezeichnen). Es ist ersichtlich, da8 die Darstellung
einer quadratfreien Zahl stets eigentlich ist.

Die Formen der Diskriminante D zerfallen in endlich viele?)
Klassen, die dadurch bestimmt sind, daB je zwei Formen der-
selben Klasse dquivalent sind (das heift: durch eine lineare
Substitution der Determinante 1 in einander iibergefiilhrt werden
konnen), wihrend je zwei Formen aus verschiedenen Klassen nicht
dquivalent sind. '

Zwei Formen, die sich nur durch das Vorzeichen des mittleren
Koefficienten unterscheiden, heiflen entgegengesetzt. Die zu
den Formen einer Klasse entgegengesetzten Formen bilden wiederum
eine Formen-Klasse, welche zu der ersten entgegengesetzt heifit.
Eine Klasse, die mit ihrer entgegengesetzten Klasse iibereinstimmt,
heifit zweiseitig (ambige Klasse).

Die primitiven Formen negativer Diskriminante unter-
scheiden sich von denen positiver Diskriminante dadurch, daf
jede von ihnen entweder nur positive oder nur negative Zahlen ?)
darstellt, wihrend jede Form positiver Diskriminante Zahlen von
beiderlei Vorzeichen darstellt. Demnach ergibt sich bei negativer
Diskriminante eine ‘Einteilung der Formen nach dem Vorzeichen
der durch sie darstellbaren Zahlen in ,positive“ und ,negative“
Formen. Da der erste und dritte Koefficient einer quadratischen
Form zu den durch sie darstellbaren Zahlen gehiort, so ist eine
Form negativer Diskriminante als positiv oder negativ durch das
Vorzeichen ihrer duBleren Koefficienten gekennzeichnet. Da ferner
dquivalente Formen dieselben Zahlen darstellen, so folgt, daf (fiir
eine negative Diskriminante) die Formen einer Klasse entweder alle
positiv oder alle negativ sind. Fiir unsere Untersuchung, die sich
nur auf die Darstellung positiver Zahlen durch quadratische For-
men bezieht, kinnen wir die Klassen negativer Formen ausschalten.

Zur Vermeidung unnttiger Wiederholungen der einschrin-
kenden Bedingungen, die wir den zu betrachtenden Formen auf-
erlegen, soll im folgenden kurz ,Form“ oder ,quadratische Form¢*
gesagt werden, wo primitive, bindre quadratische Formen einer
nicht-quadratischen Diskriminante D, und zwar bei negativem D
positive Formen gemeint sind.

Auf Grund der gegebenen Erklirungen ldBt sich der Satz,
dessen Beweis den Inhalt dieses ersten Teils bilden soll, folgender-
mafen formulieren:

1) Dies soll hier als bekannt vorausgesetzt werden.
2) Abgesehen von der Zahl 0.
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Die Anzahl der Primzahlen, welche eine positive obere Grenze
z nicht iiberschreiten und durch eine Form (a, b, ¢) darstellbar sind,

ist gleich:
oy
i g ooV,

worin %, entweder gleich dem doppelten der Klassen-Anzahl &
oder gleich dieser selbst zu setzen ist, je nachdem (a,b,¢) einer
zweiseitigen Klasse angehort oder nicht?).

Beim Beweise geniigt es offenbar, fiir die Anzahl der zu D
teilerfremden darstellbaren Primzahlen die angegebene Ab-
schitzung als giiltig nachzuweisen, da die Anzahl der in D auf-

gehenden Primzahlen endlich, also gewil gleich O (x e Viog w) ist.

§ 1. Die Komposition der bindren quadratischen Formen.

Uber die Darstellung von Zahlen durch Formen der Diskri-
minante D gilt folgender elementare Satz:

Eine positive Zahl ¥ kann nur dann.durch eine Form der
Diskriminante D eigentlich dargestellt werden, wenn D quadra-
tischer Rest modulo 4% ist. Ist (k, D) =1, so ist diese Bedingung
auch hinreichend.

Fiir die Darstellbarkeit einer Zahl % durch eine bestimmte
Form gibt es keine einfache Bedingung; man kann aber die Tat-
sache der Darstellbarkeit von % unter einen andern Gesichtspunkt
bringen. Es besteht ndmlich der Satz:

k ist dann und nur dann durch (a,b,c) eigentlich darstellbar,
wenn (a,b,¢) einer Form mit dem ersten Koefficienten % #quivalent
ist. Erfiillt («,0,¢) diese Bedingung, so wird sie offenbar auch
von jeder zu (a,b,c¢) dquivalenten Form erfiillt.

Wird daher % durch eine Form einer Klasse K eigentlich dar-
gestellt, so wird sie durch alle Formen dieser Klasse eigentlich
dargestellt; man sagt dann: % ist durch die Klasse K (oder: in
der Klasse K) eigentlich darstellbar.

(Im folgenden soll unter ,Darstellbarkeit stets eigent-
liche Darstellbarkeit verstanden werden.)

Es entsteht nun die Frage, wie sich die Zahlen, die iiberhaupt
durch Formen der Diskriminante D darstellbar sind, hinsichtlich
ihrer Darstellbarkeit auf die Formen-Klassen verteilen. Fiir die

1) Uber die Bedeutung des Zeichens O (f (x)) vergleiche man die Anmerkung
im Vorwort.

1*
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Untersuchung dieser Frage ist vor allem die von Gaufl begriin-
dete Lehre von der Komposition der Klassen wesentlich.

Unter der Komposition der Klassen versteht man ein be-
stimmtes Verfahren, nach welchem je zwei Formen-Klassen eine
dritte zugeordnet wird.-

Zur Erklarung dieses Verfahrens soll zunichst die ,Kompo-
sition der Formen“?) definiert werden. Es seien zwei Formen
f, = (a,,0,,¢), f, = (a,, b,, ¢,) der Diskriminante D so beschaffen,
daB a,, a,, ﬁ-;:-bl keinen gemeinsamen Teiler besitzen?). (Zwei
Formen, welche in dieser Beziehung stehen, sollen ,einhellig“ ge-
nannt werden.) Dann 1i8t sich eine Form (4, B, C) derselben Dis-
kriminante so wihlen, daf

A = a,a, und B = b, (mod 2a,)
: = b, (mod 2a,)

ist, und man nennt jede solche Form ,aus f, und f, zusammenge-
setzt* (komponiert).

Zum Beweise der aufgestellten Behauptung geniigt es offenbar
zu zeigen, daf man eine Zahl B so bestimmen kann, daf

B = b, (mod 2a,)

B = b, (mod 24,)

B = D (mod 4a,a,)
B*—D
4a, g,

172

ist, und daB die Zahlen a,a, (= A4), B und

gemeinsamen Teiler haben.

(= C) keinen

1) Die Komposition der quadratischen Formen ist von GauB in den Art.
234—44 seiner Disq. arithm. behandelt worden. GauB hat dort die allgemeinere
algebraische Bedeutung dieser Komposition aufgezeigt. Die Ergebnisse seiner
Untersuchung sind von Mertens in der (im Vorwort genannten) Abhandlung
»Uber die Komposition d. biniren qu. Formen®, von Dedekind (,Uber binire
trilineare Formen . .. .% Crelles Journal, Bd. 129, 1905) und H. Weber (,Ub. d.
Komposition d. quadr. Formen, Gottinger Nachrichten, 1907) auf einfachere Weise
abgeleitet worden. Kine ganz elementare Darstellung. der Komposition hat zuerst
Dirichlet gegeben (,de formarum . .. compositione¥, Ges. Werke, Bd. II, 8. 105
—114, 1851). — Die folgende Darstellung schlieSt sich teils an das Lehrbuch
von J. de Séguier (siehe im Vorwort), teils an die Vorlesungen b, Zahlen-
theorie von Dirichlet-Dedekind (4. Aufl. 1894, § 145 u. folg.) an. — Hin-
sichtlich des Zusammenhanges zwischen der Komposition der quadratischen For-
men und der Komposition der Idealklassen im quadratischen Zahlkdrper vgl. We-
bers Lehrbuch d. Algebra, Bd. III, zweites Buch (zweite Aufl. 1908). —

2) DaB —bl%ﬁ- ganzzahlig ist, folgt aus der Kongruenz:
- b} = b} = D (mod 4).
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Von den drei Kongruenzen ist zunéichst ersichtlich, daB sie
mit folgenden #quivalent sind:
a,B = a,b, (mod 2a,a,)
a, B = a,b, (mod 2a,a,)
B'—(B—-b)(B—1b,) = D (mod 44, qa,).
Die letzte dieser Kongruenzen ergibt ausgerechnet (nach Divi-
sion mit 2):

il

b, '2|'b* B = D+2b‘ 2 (mod 2a, a,).
(D+2b—i ist eine ganze Zahl, da modulo 2:

b, =D, b, = D, also b,b, = D* = —D ist.)

Setzen wir der Ubersichtlichkeit ‘halber

a,, a,, _b_—l—_lz_ beziiglich gleich p,, p,, »,

und
wb D405,
17 2
so sind p,, p,, p, teilerfremd; es lassen sich also ganze Zahlen
€,y Gy C; SO wihlen, dafB

epteptep, =1

2’ 2

beziiglich gleich a5 955 955

ist.
Ferner 148t sich leicht verificieren, daf
P.9; = 4oPs (mod 2a,a,)
ist (fiir o, = 1,2,3).
Die Kongruenzen fiir B lauten jetzt:
p,.B = ¢, (mod 2a,a,); « = 1,2,3.
Aus diesen ergibt sich unmittelbar: .
B =gq,¢c,+9,¢,+ g, ¢, (mod 2a,a,)
als notwendige Bedingung. Andrerseits ist
Pa(@ 6+ 06 +96) = 0, (P,6,+ P36, + P, 6) = ¢u (mod 24, a,)
(fiir « = 1,2, 3).

Es gibt also modulo 24,a, ein und nur ein B, welches den
gestellten Bedingungen geniigt. Jedem zuldssigen Wert von B
entspricht eine Form (4,B,C) (die auch fiir D <0 positiv ist,
weil a,.a,> 0 ist). Daf diese Form stets primitiv ist, ergibt
sich so: auf Grund der Kongruenzen fiir B sind f, und f, beziig-



lich zu den Formen
9, = (an B, Qg C), 9, = (a’n B, alo)

parallel!), also gewiff mit ihnen #quivalent. g, und g, sind daher
wie f, und f, primitiv (nach einem elementaren Satz). Hitten nun
A, B,C einen gemeinsamen Primteiler, so miifite dieser entweder
in a@,, B, oder in a,, B,C aufgehen. In jedem Fall miifite eine
der beiden Formen g¢,, g, imprimitiv sein; wir kdmen also auf einen
‘Widerspruch.

Demnach folgt, daf (4,B, () eine aus f, und f, zusammenge-
setzte Form ist; zugleich ist ersichtlich, dafl man dieselbe Form
auch durch Zusammensetzung von g, mit g, erhalten kann. (Daf
g, mit g, einhellig ist, daB also a,, a,, —E—_—Iz_—B— (= B) keinen ge-
meinsamen Teiler haben, folgt unmittelbar daraus, daf g, primitiv ist.)

Sind B, und B, zwei verschiedene Lisungen der Bedingungs-
Kongruenzen fiir B und sind (4,, B,, 0), (4,, B,, C,) die zuge-
horigen (aus f, und f, zusammengesetzten) Formen, so ist

4, = 4,

B, = B, (mod 24,));
die beiden Formen sind also parallel, mithin gehdren sie zur selben
Klasse.

Umgekehrt ist klar, daf jede Form, die zu einer aus f, und f,
zusammengesetzten Form parallel ist, ebenfalls aus f, und £, zu-
sammengesetzt ist.

Somit ist bewiesen, daB sich aus zwei einhelligen Formen
stets unendlich viele Formen zusammensetzen lassen, und zwar
bilden diese eine Schar paralleler Formen und sind daher alle in
einer Formen-Klasse enthalten.

Auf Grund dieser Tatsache fiihrt die Komposition der Formen
zu einer Komposition der Klassen. Sind ndmlich zwei Klassen
K, und K, gegeben, so wihle man eine Form f, aus K, ; dann 148t
sich in K, eine mit f, einhellige Form f, wihlen. (Denn da nach
einem bekannten Satze durch jede Form Zahlen dargestellt werden
konnen, die zu einer beliebig gegebenen Zahl teilerfremd sind, so
gibt es in K, jedenfalls eine Form, deren erster Koefficient zu a,
teilerfremd ist. Diese ist dann gewiB mit f, einhellig.)?) Nun sei
K, die Klasse, welcher die aus f, und f, zusammengesetzten Formen

1) Zwei Formen (a,b,¢), (a/,b',¢') der Diskriminante D, bei denen a' = aq,
b = b (mod 2a) ist, heiflen ,parallel® und sind stets &quivalent.

2) Jedoch ist nicht vorgeschrieben, da8 die Wahl einer mit f; einhelligen
Form f; aus K, auf diese specielle Art geschehe.
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-

angehoren; dann nennen wir K, aus. K, und K, zusammengesetzt
(komponiert).

Es kommt nun darauf an, zu zeigen, daf die so erklirte Kom-
position der Klassen eindeutig ist, daBl also die durch f, und £, be-
stimmte Klasse K, von der speciellen Wahl dieser Formen unab-
hingig ist.

Dies geschieht durch den Beweis des folgenden Satzes: Ist
aus den Formen f, = (a,,b,,¢,) und f, = (a,, b,, ¢,) die Form
F = (4,B,0), ebenso aus den Formen ¢, = (p,,q,,r,) und
¢, = (ps, ¢,,7,) die Form @ = (P, @, R) zusammengesetzt, ist
ferner f, mit ¢, und f, mit ¢, dquivalent, so ist auch F mit @
dquivalent.

Dem Beweis mufi eine Bemerkung vorausgeschickt werden.

Besteht eine Darstellung

k= f(o,9) = ae’+bay + cp’,
so gibt es eine und nur eine Schar (zueinander) paralleler Formen

mit erstem Koefficienten %, in die f durch eine Substitution (;‘ g)

von der Determinante 1 iibergefithrt werden kann!). Der modulo
2k bestimmte zweite Koefficient einer Form aus der Schar ist eine
Whurzel der Kongruenz .
z* = D (mod 4k),
und man bezeichnet ihn als die Kongruenzwurzel, zu der die Dar-
stellung von % durch die Form f und durch das Wertepaar «,y
gehort. Diese Kongruenzwurzel (I) erfiillt zugleich die beiden
anderen Kongruehzen: ‘
200+ (b +1)y = 0 (mod 2F)
®—0a+2cy = 0 (mod 2k).
Geniigt umgekehrt irgend eine Zahl ! diesen beiden Kongruenzen
und ist

f(“; 7) = k,
so liefern die Zahlen §,0, die man aus den Gleichungen
2ae+ b+ 1)y = 20k
b—Dea+2p = — 26k

B

1) Das Symbol (;‘ 6) bezeichnet die Substitution

z = az’'+ fy’
y = ya' + dy".
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erhiilt, eine Substitution (;f)") von der Determinante 1, welche f

in eine Form (%k,/,m) iiberfilhrt. Es gehort also dann die Dar-
stellung
fleyy) =k
zur Kongruenzwurzel 1.
Hieraus erhellt, daB unser Beweis erbracht ist, wenn wir zwei
Zahlen A,I" derart angeben konnen, da8
F4,I)=P
244+ (B+ Q)I"' = 0 (mod 2P)
(B—@Q)4+2Cr = 0 (mod 2P)
ist. ‘
Es handelt sich also um die Bestimmung zweier solcher Zahlen
A, T.
’ Dazu beriicksichtigen wir zundchst, daf wir die Formen f,, f,
durch die #quivalenten Formen g,,9, und ebenso ¢,, ¢, durch
¥,, ¥, ersetzen konnen.

(gx = (auB:a’a C)v 9 = (a,,B,a,C), P, = (pn @, sz)v
Y, = (pu Q’pl R))

Denn F 1ldft sich (gemdf einer vorhin gemachten Bemerkung)
auch durch Zusammensetzung von g, und g,, entsprechend @ durch
Zusammensetzung von ¥, und 4, bilden.
Da g, mit ¢,, g, mit v, dquivalent ist, so gibt es zwei Zahlen-
paare
@, 7, und o, 7,

von der Art, daB

AC 7’1) = Py g:(“u 72)‘ = Ps
20,0, + (B + @)y, = 0 (mod 2p,)
(1) (B"' Q) o+ 2“;} 07’1 =0 (mOd 2[71)
20,0, +(B+Q)p, = 0 (mod 2p,)
(B—=@)e,+2a,Cy, = 0 (mod 2p,)
ist.
Wir setzen nun
4 = a,0,—Cp,7,
I'=a,e,9,+a,0,9,+ By, y, = } 1(2"1 o, + By,)y, + (2, ¢, + Byn)?l}
- und wollen nachweisen, daB diese Zahlen 4,I" die verlangten
Eigenschaften besitzen.



Zunichst ergibt sich:

@a, ¢, + (B+ VD)) @a,0,+ (B +\D)y,) = 4a,0,(¢,e, — Cy, )
+(@2B*+2B YD)y, y,+2(B + VD) (a,,7, + a,0,%,),
also:
@) @, +(B+VD)7) Caye,+(B+VD)y,) = 44. A+2(B+VD).I.
Da \/—ﬁ_nicht rational ist, so diirfen wir in dieser Gleichung \/D
durch (— \/D) ersetzen und erhalten:
(2a,0,+(B—VD)y,) a;¢,+(B—\D)y,) = 444+2(B—VD)I.
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen folgt:
4a,9,(2,,7,) - 48,. 9, (0, v,) = 4.44(44*+ BAT'+ CT™)
3) F(4,I") = p,.p, = P.
Durch Ausmultiplicieren der Faktoren auf der linken Seite
der Gleichung (2) erhalten wir eine Gleichung von dem Typus:
uy+u, . ND+u,.D = v,4+v,.\/D
(wo die w und v ganze Zahlen sind). Da D keine Quadratzahl ist,
so mufl
ty+tty . D = v,,

U =0,

und in Folge davon

. u,+ %, Q+u, D = v,+v,Q
seln.

Da @ = D (mod 4P) ist, so ergibt sich hierans:
Uyttt @+ 1, @* = v,+9,Q (mod 4P);

das heift, man erhdlt aus der Gleichung (2) eine richtige Kon-
gruenz modulo 4P, indem man an Stelle von \/D die Zahl @ setzt.
Es ist demnach:

(20, ¢, + (B+Q)7) 20,0, +(B+@)p,) = 444 +2(B+ QI (mod4P).

GemdB den Kongruenzen (1) ist die linke Seite dieser Kon-
gruenz durch 4P teilbar; also folgt:

o 244+(B+Q)I" = 0 (mod 2P).

Dasselbe Verfahren wenden wir auf vier Gleichungen an, die
sich unmittelbar aus (2) ergeben. Man erhilt aus (2) durch Multi-
plikation mit C
C(@a,¢,+(B+VD)y,) a,ca+(B + VD)p) = 4404 +2C(B+ VD)

= (B+ VD) {(B-\VD)4+20r}.
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Durch Multiplikation von (2) mit (B — \/D) und Division mit
2a, folgt:
(B = VD) ¢, +2a,07,) (2a,, + (B +VD)y,)
= 2u, Q(B — \/E)A+2CF},

hieraus durch Vertauschung der Indices 1,2 (aus Symmetrie-
Griinden):

(0,0, +(B+VD)7,) (B—VD)e,+2a,0y,) = 2a, | (B—\D) 4+2CT}
und aus dieser Gleichung durch nochmalige Multiplikation mit
(B — VD) und Division mit 2a,
(B- \/ﬁ) o, +2a,Cy)) (B - VD_) o, +2a, Cp,)
= (B—VD){(B—VD)4+20r}.
Geht man von diesen Gleichungen zu den entsprechenden Kon-

gruenzen modulo 4P iiber, so ergibt sich unter Beriicksichtigung
der Kongruenzen (1) und nach Division mit 2

f_g—_g_ {(B—@Q)4+2CI'} = 0 (mod 2P)
a2{(B——Q)A+201"} =0( , )
a {(B=Q)4+2CTi=0( , )
_B_;_Q (B—@a+20r)=0( , )
Da der griofite gemeinsame Teiler von «a,, a,, B—;Q, f—z':ﬁ in

a,, a,, B aufgeht, mithin gleich 1 ist, so folgt:
(5) (B—Q).A+2Cr = 0 (mod 2P).

Gemdfl den Relationen (3), (4), (5) erfiilllen 4 und I’ alle ge-
stellten Bedingungen; unsere Behauptung ist also bewiesen, und
damit ist gezeigt, daB durch das angegebene Verfahren der Kom-
position je zwei Klassen eindeutig eine dritte zugeordnet wird.

Nachdem so die Komposition als eine eindeutige Operation
eingefiihrt ist, entsteht die Frage nach ihren formalen Eigen-
schaften. Diese wird beantwortet durch den Satz, dafl in Bezug
auf die Komposition die Formen-Klassen eine Abelsche Gruppe
bilden. Diesen gilt es also jetzt zu beweisen.

Zuniéchst ist offenbar, daf die Komposition kommutativ ist.

Die Geltung des associativen Gesetzes ergibt sich fol-
gendermafien: es sei
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(A,’ B’) O') aus (a17 bl’ 01) und (ai’ b27 02)’

(4, B, C) aus (4, B', (") und (a,, by, ¢)
zusammengesetzt. (Natiirlich muB (a,, b,, ¢,) mit (a,, b,,¢,) und
ebenso (a,, b,, ¢,) mit (4', B, C') einhellig sein.) Dann ist

A= A.a, A =a,.a, also 4 =a,.q,.a,
B*—D
C=—q1
B = B' (mod 24’)
B =b, (mod 2a,)
B’ = D (mod 44).
Durch diese Kongruenzen ist B modulo 24 eindeutig bestimmt.
B' ist modulo 24’ eindeutig bestimmt durch die Kongruenzen:
B' = b, (mod 2a,)
B’ = b, (mod 2a,)
B” = D (mod 44’).
Aus den ersten beiden dieser Kongruenzen inVerbindung mit
der ersten der Kongruenzen (1) folgt:
B = b, (mod 2a,)
= b, (mod 2a,).
B geniigt also den vier Kongruenzen:
B = b, (mod 2a,)
B =, (mod 2a,)
B = b, (mod 2a,)
B* = D (mod 44).
Erfiillt umgekehrt eine Zahl B diese Kongruenzen, so sind, falls
B' = B gesetzt wird, die Kongruenzen (2), und da
B = B (mod 24")
ist, auch die Kongruenzen (1) erfiillt. Die Bestimmungs-Kongru-
enzen fiir B sind demnach gleichwertig mit den Kongruenzen (3).
Es 148t sich also in der Bestimmung von A, B, C die Absonderung
der beiden Formen (a,,b,, ¢,), (a,,b,,¢,) von (a,,b,, ¢,) ginzlich auf-
heben, wodurch das Bestehen des associativen Gesetzes'evident wird.
Man kann auch leicht eine Klasse angeben, welche fiir die
Komposition das Einheitselement bildet. Da némlich D quadra-
tischer Rest modulo 4 ist, so ist die Zahl 1 durch mindestens eine

Formen-Klasse (der Diskriminante D) darstellbar, aber auch nur
durch eine Formen-Klasse. Denn jede Klasse, welche 1 darstellt,

)

@)

3)
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muf eine Form mit dem ersten Koefficienten 1 enthalten, und alle
Formen mit dem ersten Koefficienten 1 sind parallel, also #qui-
valent. Nehmen wir nun eine solche Form (1, b, ¢). Diese ist mit
jeder Form (a’, V', ¢') einhellig, und die Zusammensetzung mit dieser
Form ergibt eine Form (4, B, C), worin

A=1.a" = d
B =b (mod 2)
B =V’ (mod2a')
B* = D (mod4a’)

ist und C durch den Wert von D bestimmt ist. Man sieht, daf
fiir B die Zahl o' gesetzt werden kann, sodaf die zusammenge-
setzte Form wieder (a',d',¢') wird.

Die Klasse, in der 1 darstellbar ist, hat demnach die Eigenschaft,
daf durch Komposition mit ihr jede Klasse ungeéindert bleibt, sie
bildet also das Einheitselement (es kann nur ein solches geben)
fiir die Komposition und heift Hauptklasse.

Weiter besteht der Satz: die Zusammensetzung zweler ent-
gegengesetzter Klassen ergibt die Hauptklasse.

Es ist ndmlich allgemein (a, —b, ¢) dquivalent mit (c,b,a).
Gehort daher (a,0,c¢) zur Klasse K, so kann (c,b,a) als Reprisen-
tant der zu K entgegengesetzten Klasse gewidhlt werden. Ferner

ist (a,b,¢) mit (¢, bya) einhellig, weil a,c

) b_; keinen gemeinsamen
Teiler haben, und durch Zusammensetzung der beiden Formen lifit
sich, wie man leicht sieht, die Form (ae, b, 1) bilden, die zur
Hauptklasse gehort, da die Zahl 1 durch sie darstellbar ist.

Aus dem letzten Satz folgt unmittelbar, daf die Komposition
der Klassen eindeutig umkehrbar ist.

Somit ist der Beweis gefiihrt, daf die Formen-Klassen in
Bezug auf ihre Komposition eine Abelsche Gruppe bilden. Es
handelt sich jetzt darum, die Komposition der Klassen in Verbin-
dung zu bringen mit der Frage nach der Darstellbarkeit von
Zahlen durch bestimmte quadratische Formen.

In dieser Hinsicht sind folgende Sitze wichtig:

1) Ist p eine zu D teilerfremde Primzahl, die durch die Klasse
K darstellbar ist, so ist p” durch die Klasse K’ darstellbar?) (fiir
v=1).

1) GemiB der in der Gruppentheorie iiblichen Schreibweise soll die aus K,
und K, zusammengesetzte Klasse (das ,Produkt® von K, und K;) mit K, K, be-
zeichnet werden. Ferner wird fiir eine beliebige Klasse K
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‘Wenn ndmlich p in K darstellbar ist, so muBf es in K eine
Form (p,q,7) geben, und da (p,D) = 1 ist, so muB (p,q) = 1
sein. Unsere Behauptung ist daher in der folgenden enthalten:
existiert in K eine Form (p,q,r), bei der (p,q) = 1 ist, so exi-
stiert in K” eine Form (p*, @,7). Die Giiltigkeit dieser Behaup-
tung ergibt sich durch Anwendung der vollstdindigen Induktion
aus folgendem Satz: sind (p,q,7) und (p% ¢',7') zwei Formen der
Diskriminante D (« bedeutet eine ganze Zahl = 1) und ist

(09 =1, ¢ =g (mod 2p),
so sind die beiden Formen einhellig, und jede aus ihnen zusam-
mengesetzte Form hat die Gestalt

o1

(r**, ¢", "),

wobel ¢" = q (mod 2p) ist.
DaB (p,q,r) mit (p“ ¢’,r') einhellig ist, folgt daraus, dafl

Q—I-q

q+4¢ = 2q (mod 2p), = ¢ (mod p),

also
(~q—+~q—,p) = (ng =1

ist, und die Kongruenz ¢" = ¢ (mod 2p) ist eine der Bestimmungs-
Kongruenzen fiir ¢".

Satz 1) ist also bewiesen.

2) Ist eine Zahl m in K darstellbar, so ist sie auch in K™*
darstellbar.

Denn zugleich mit (m,n,r) ist (m, —n,r) eine Form der Dis-
kriminante D.

3) Sind m,, m, irgend zwei teilerfremde Zahlen, die beziiglich
in K, und K, darstellbar sind, so ist m, .m, in K, K, darstellbar.

Denn die Zusammensetzung zweier Formen (myymy, rl), (myy 1y, 1,)
(die gemi#f der Voraussetzung sicher einhellig sind) ergibt eine
Form mit dem ersten Koefficienten m,.m,, und dieser ist eine
durch K, K, darstellbare Zahl. — Zwei Darstellungen einer Zahl
m mogen nur dann verschieden heifien, wenn sie zu verschiedenen
(das heifit: modulo 2m verschiedenen) Kongruenzwurzeln gehoren ;
andernfalls heiflen sie associiert. GemdB dieser Definition ist

K=K KEK=K"@w»=12..)

gesetzt. K° bedeutet die Hauptklasse, K—! die zu K entgegengesetzte Klasse.
Ist K zweiseitig, so ist K! = K-, K® = K°; umgekehrt folgt aus dem Bestehen
dieser Gleichung, daf K zweiseitig ist.
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die Anzahl aller verschiedenen Darstellungen einer Zahl m durch
Formen der Diskriminante D gleich der Anzahl der verschiedenen
Formen (m,n,r), wenn parallele Formen als gleich angesehen
werden. Fiir eine zu D teilerfremde, positive Zahl m ist diese An-
zahl gleich der Anzahl der (modulo 2m) verschiedenen Lisungen
der Kongruenz

2 = D (mod 4m),

also gleich 2 (u bedeutet die Anzahl der verschiedenen Primteiler
von m) oder 0, je nachdem D quadratischer Rest modulo 4m ist
oder nicht.

Die Werte 24,0 fiir die fraglichen Anzahlen lassen sich ge-
meinsam ausdriicken durch das Produkt

()

worin p, die verschiedenen Primteiler von m durchlduft, (—3) fiir

o

ungerades p, das Legendresche Symbol bedeutet und fiir p, = 2

den Wert
Dr—1

-1 °

besitzen soll. —

Auf Grund der Sitze 1),2),3) wird sich nun eine Korrespon-
denz ergeben zwischen der Zusammensetzung einer zu D teiler-
fremden, darstellbaren Zahl s >1 aus Primzahlpotenzen und
der Zusammensetzung der Klassen, die m darstellen, aus Potenzen
derjenigen Klassen, welche die Primfaktoren von m darstellen.

Es sei ndmlich m = p* ... p:“ eine zu D teilerfremde Zahl,
fiir welche die Kongruenz

2 = D (mod 4m)

Iosbar ist. Dann ist jedenfalls auch die Kongruenz
2 = D (mod 4p,)

losbar (fir « = 1,...,p).

P, ist also durch eine Klasse K, darstellbar, folglich e
durch die Klasse K. ¢ (nach Satz 1)) und auch durch K, ** (nach
Satz 2)). Es gibt demnach in K: “ eine Form (p: ey V) = T,
und in K, ** eine Form (p.% —q,,7,) = e

Wihlen wir nun fiir jedes « eine der beiden Formen f,,g,,
so erhalten wir 2 Kombinationen von je w Formen. Die Formen
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einer Kombination lassen sich zu einer Form (P, @, R) zusammen-
setzen, in der
7y v,
P=p'...p"=m

ist und @ modulo 2m durch die Kongruenzen

Q
Q‘Z

tgq, (mod 2p.); &« = 1,...,
D (mod 4m)

bestimmt ist.

(Wie man leicht sieht, folgt das Bestehen der letzten Kon-
gruenz von selbst aus den p vorhergehenden Kongruenzen.)

Wir erhalten so 2 Formen mit dem ersten Koefficienten m.
Diese sind alle von einander verschieden; das heifit: von je zwei
Formen sind die zweiten Koefficienten inkongruent modulo 2.
Denn sind ¢’ und " aus zwei verschiedenen Formen-Kombinationen
hervorgegangen, so gibt es mindestens ein e, fiir welches

Q = — Q" (mod 2p,)
ist. Wiére nun @' und Q" kongruent modulo 2m, so miifite auch

Q' = + @ (mod 2p.“)

sein; daraus wiirde aber folgen, daf p.“ in @' aufginge, was mit
der Annahme (m,D) = 1 unvertriiglich ist.

Somit ergibt sich, daf die Zahlen @, die man aus den 2" ver-
schiedenen Kombinationen der f,, g, erhilt, sdmtliche 2 Kongru-
enzwurzeln reprisentieren, zu denen gehiorig die Zahl m darge-
stellt werden kann.

Zu jeder Kombination von Formen f,, g, gehort eine Kombi-
nation von Exponenten % »,; daher gehdrt zu jeder Kongruenz-
wurzel eindeutig eine Klasse
K. KX

wobei ¢, = * v, ist (fir « = 1,..., w).

Insbesondere folgt, dafl die Zahl m nur durch eine Klasse von
dieser Gestalt darstellbar ist. Natiirlich brauchen die 2 formal
verschiedenen Klassen nicht tatsdchlich alle von einander ver-
schieden zu sein.

Wir konnen das Ergebnis dieser Betrachtung so aussprechen:
die Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer zu D teiler-
fremden Zahl m = p*... p."* durch eine Klasse K ist gleich der

Anzahl derjenigen Summanden in der formalen Entwicklung des
Produktes
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I (&S + K%,

=1
welche gleich K sind, wobei beziiglich K, eine der beiden (nicht
notwendig verschiedenen) Klassen bedeutet, durch die p, darstellbar
ist. (Wie leicht ersichtlich, ist p, nur durch die Klassen K, K*
darstellbar.)

Hierin liegt insbesondere: das Produkt zweier Klassen, welche
dieselbe zu D teilerfremde Zahl m (> 0) darzustellen f#hig sind,
ist gleich dem Quadrat einer Klasse. (Fiir m = 1 ist die Be-
hauptung trivial.)

Es folgt auch der Satz: ist (m,D) = (w', D) = 1, m,m' >0
und sind m,m’ beide darstellbar, so gibt es zwei (nicht notwendig
verschiedene) Klassen K, K’ derart, daB m in K, ' in K’ und
m.m' in KK' darstellbar ist. Denn es seien p,,...,p, die in
m.m' als Faktoren auftretenden Primzahlen,

m=ph. .. pM 1,=0
firv=1..,n;
m = pM...pk w,=0

dann ist m darstellbar durch eine Klasse K,"‘... K,f"‘ = K, m'

durch K" ... K!* = K’, und zwar gilt dies auch, falls eine der
Zahlen m, m' gleich 1 ist. (Die iiberfliissig hinzugefiigten O-ten
Potenzen storen offenbar nicht.)

m.m' ist gleich p’" T p,f"‘ e ", also darstellbar durch die

1

Klasse Kf" T K:’ nt b — KK, sodaB die Behauptung zutrifft.

§ 2. Die Klassen-Charalktere.

Um die Gruppen-Eigenschaft der Komposition der Klassen
auszunutzen, ist es zweckmiBig, die sogenannten ,Charaktere“ der
Abelschen Gruppe einzufithren. -

Dabei stiitzen wir uns auf einen allgemeinen Satz der Gruppen-
theorie, welcher besagt: zu jeder (endlichen) Abelschen Gruppe
der Ordnung A gibt es ein System von A Funktionen, durch die
jedem Element (C) der Gruppe ein (reeller oder komplexer) Zahl-
wert 3 (C) zugeordnet wird, und die folgende Eigenschaften besitzen:

1) Sie nehmen fiir das Einheitselement den Wert 1 an.

2) 2(C).1(C) = 1(CC).

Diese Funktionen nennt man Charaktere der Abelschen
Gruppe. (Es 148t sich zeigen, daB es nmicht mehr als % Charak-
tere fiir eine Abelsche Gruppe der Ordnung % geben kann.)

Die Charaktere bilden in Bezug auf die Operation der ge-
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wohnlichen Multiplikation ihrerseits eine Abelsche Gruppe, welche
der gegebenen isomorph ist. Das Einheitselement dieser Gruppe
(der ,Hauptcharakter® oder ,Einheits-Charakter®) hat
fiir jedes Element C der ersten Gruppe den Wert 1. Allgememer
158t sich aussagen: jeder Wert £ (C) eines Charakters ist eine h-te
Einheitswurzel.

Aus den Eigenschaften der Charaktere ergeben sich folgende
beiden, fiir das Rechnen mit Charakteren grundlegenden Sitze:

Die iiber alle Elemente C der Abelschen Gruppe erstreckte
Summe >} 4(C) ist gleich & oder O, je nachdem y der Hauptcha-

c

rakter oder ein anderer Charakter ist.
Die iiber alle Charaktere erstreckte Summe 3]y (C) ist gleich
x

& oder 0, je nachdem C das Einheitselement oder ein anderes Ele-
ment der Abelschen Gruppe ist.

Es gilt ferner iiber die Charaktere der allgemeine Satz: ist
G eine Untergruppe der Ordnung »' von einer Abelschen Gruppe
der Ordnung 4, so gibt es unter den . Charakteren dieser Gruppe

genau —g,—, die fiir jedes Element aus G* den Wert 1 annehmen,

wihrend fiir jedes nicht in G enthaltene Element der Abelschen
Gruppe mindestens einer dieser Charaktere von 1 verschieden ist.

Die genannten Sdtze iiber Abelsche Gruppen wenden wir nun
an auf die specielle Gruppe der Formen-Klassen einer Diskrimi-
nante D. Zu dieser gehort eine isomorphe Gruppe von ,Klassen-
Charakteren“ (die wir im folgenden auch kurz als ,Charaktere®
bezeichnen werden).

%, sei der Hauptcharakter, K, die Hauptklasse.

Die Gruppe der Klassen hat zur Untergruppe das System
der ambigen Klassen, das heifit derjenigen Klassen K, fiir die

K = K,

ist. Dieser Untergruppe muB eine isomorphe Untergruppe der
‘Gruppe der Charaktere entsprechen, welche diejenigen Charaktere
v enthilt, fir die

=1

ist. Da g, stets den Wert 1 hat, so ist die Bedingung
= 4

dann und nur dann erfiillt, wenn fiir jede Klasse K
1K) =+

ist.
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Da andrerseits jeder Wert eines beliebigen Charakters y eine
Einheitswurzel sein muB, so folgt, daf die Charaktere aus der be-
trachteten Untergruppe die Gesamtheit aller stets reellen Charak-
tere ausmachen. Man bezeichnet sie kurz als die ,reellen Cha-
raktere®.

Wegen des Isomorphismus zwischen der Gruppe der Klassen
und der der Charaktere mufl die Anzahl a der reellen Charaktere
mit der Anzahl der zweiseitigen Klassen iibereinstimmen.

Die reellen Charaktere sind dadurch gekennzeichnet, daf sie
fiir jede Klasse &* (das heifit fiir jede Klasse, die sich als Quadrat
einer Klasse darstellen 148t) den Wert 1 haben. Die Klassen K*
bilden offenbar eine Untergruppe G der Gruppe aller Klassen. Da
die Quadrate zweier Klassen K, K’ dann und nur dann iiberein-
stimmen, wenn KK'™ eine zweiseitige Klasse ist, so ergibt sich,

da8 die Ordnung %' der Gruppe G gleich % ist. (a ist die An-

zahl der zweiseitigen Klassen wie auch der reellen Charaktere.)

Durch Anwendung des vorhin erwidhnten Satzes iiber die
Untergruppen Abelscher Gruppen auf die Untergruppe G der
Gruppe der Formen-Klassen finden wir, daf die %’ Klassen aus G
die einzigen sind, fiir die alle reellen Charaktere den Wert 1 be-
sitzen.

‘Wir teilen nun simtliche Formen-Klassen in ,G-eschlechter®
ein, indem wir zwei Klassen K, K' dann und nur dann zu dem-
selben Geschlecht rechnen, wenn fiir jeden reellen Charakter y

1(K) = 3 (K", also y(KE'"™) = y(KK') = 1 ist.

Dasjenige Geschlecht, welches die Klassen enthilt, fiir welche
alle reellen Charaktere gleich 1 sind, heift das Hauptge-
schlecht. . Dieses Geschlecht ist identisch mit der Gruppe G,
und die iibrigen Geschlechter sind (gemdf der Weberschen Be-
zeichnungsweise) die Nebengruppen von G. Wir konnen diesen
Sachverhalt auch so ausdriicken, daf wir sagen: die Einteilung
der Klassen in Geschlechter ist eine Zerlegung der Abelschen
Gruppe der Klassen modulo G ?).

Aus der Tatsache, daB die Klassen des Hauptgeschlechts und
ebenso die reellen Charaktere eine Gruppe bilden, ergeben sich
folgende beiden Sétze:

‘1) Die hier gegebene Definition des Geschlechts stimmt zwar nicht begriff-
lich, wohl aber (wie nachher gezeigt wird) sachlich mit der Ga uBischen Defini-
tion iuberein.
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1) Die Summe >}’ z(K), erstreckt iiber alle Klassen des Haupt-
K

geschlechts, ist gleich 2’ oder O, je nachdem der Charakter y reell
ist oder micht.
2) Die Summe )y (K), erstreckt iiber alle reellen Charak-
%

tere, ist gleich a oder O, je nachdem die Klasse K dem Hauptge-
schlecht angehort oder nicht.

Das eine von den Endergebnissen des vorigen Paragraphen
kionnen wir jetzt so formulieren: die Klassen, in denen eine be-
stimmte, zu D teilerfremde, positive Zahl m darstellbar ist, ge-
horen alle demselben Geschlecht an. Es hat also jeder reelle
Charakter fiir alle diese Klassen denselben Wert; dieser Wert .
ist demnach durch die Zahl m eindeutig bestimmt.

Hieraus wird ersichtlich, daf man jedem reellen Klassen-Cha-
rakter g eine zahlentheoretische Funktion #(n) zuordnen kann,
welche fiir jede positive, zu D teilerfremde und durch Formen der
Diskriminante D darstellbare Zahl » — (von jetzt ab sind in
diesem, wie auch in den drei ndchsten Paragraphen stets nur
solche Zahlen gemeint, wenn von ,darstellbaren“ Zahlen die
Rede ist) — definiert ist und zwar so, daf fiir jede Klasse K,
durch welche n darstellbar ist, y(n) gleich dem Werte y(K) des
Klassen-Charakters ist.

Von dieser Funktion y(n) 148t sich folgendes aussagen: sind
m,m’ zwel darstellbare Zahlen, so ist

g(m).g(m') = y(m.m").
Denn gemdfl dem am Schluf des ersten Paragraphen bewiesenen
Satze lassen sich die Klassen K, X' so wihlen, dafl m durch K,
m' durch K', m.m' durch KK’ darstellbar ist, und daraus folgt:

x(m). g (m') = y(K). 3(K') = y(KK') = y(m .m').
Auflerdem ist (1) = y(K,) = 1.
Diese Tatsachen legen die Vermutung nahe, dafl sich die Funk-
tionen y(n), die zu den reellen Klassen-Charakteren gehiren, durch
geeignete Festsetzungen zu reellen Zahlcharakteren modulo D er-

weitern lassen'). Diese Vermutung wird sich in der Tat als
richtig herausstellen, und indem wir den Nachweis ihrer Richtig-

1) Unter einem Zahlcharakter modulo & ist eine fir positives »n definierte
Funktion zu verstehen, die folgenden Bedingungen geniigt:

f(n) = 0 fir (n,k) > 1, f(1) = 1, f(n,).f(ns) = f(n;.7my) und
f(n) = f(ny) fir n, = ny, (mod k).
Q%
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keit fiihren, werden wir zugleich eine vollstindige Ubersicht iiber
die Gesamtheit der reellen Klassen-Charaktere gewinnen?).

Wir stellen zunichst folgende Uberlegung an: es sei f(n) fiir
alle zu D teilerfremden, positiven Zahlen n erklirt; fiir zwei
solche Zahlen #,n' sei

f(n).f(n) = f(n.n');
sind ferner » und »n’ durch dieselbe Klasse darstellbar, so sei
f(n) = f(n'); schlieBlich sei

f) = 1.

Dann konnen wir eine Klassen-Funktion F'(K) bilden, die so
beschaffen ist, daB fiir eine durch die Klasse K darstellbare ?) Zahl
n stets -

F(K) = f(n)

ist. (Der Wert von F(K)-ist auf diese Weise durch K eindeutig
bestimmt.)
Hierbei ist
F(K) = f(1) = 1.

Sind ferner K, K' irgend zwei (nicht notwendig verschiedene)
Klassen, so lassen sich zwei zu einander teilerfremde, darstellbare
Zahlen n,n' so wihlen, daB » in K, »' in K' dargestellt werden
kann. Es ist dann n.#n' durch KK' darstellbar (weil (n,n) = 1
ist), und daraus folgt:

F(E).F(K') = [().f(n') = f(n.n)) = F(KK")

F(K) ist also ein Klassen-Charakter. Nehmen wir insbesondere
f als reelle Funktion an, so folgt, dafl F(K) gleich einem reellen
Charakter y(K) und f(n) = y(n) fiir alle darstellbaren Zahlen
ist. (Wir wollen in diesem Falle sagen, daf f(») den Charakter
1 (K) ,bestimmt®.)

Um hiervon Anwendung machen zu kionnen, miissen wir zahlen-
theoretische Funktionen finden, welche den fiir f(»n) aufgestellten
Bedingungen geniigen. Zu solchen Funktionen fithrt uns folgende
Erwigung: es seien »,, n, zwei Zahlen, die durch dieselbe Form
(a,b,¢) der Diskriminante D darstellbar sind, es sei also

n, = ac®+boy+cy', n, = aff*+ bpo + cd*;

1) Das Verfahren, welches wir anwenden, lauft darauf hinaus, zu zeigen,
daB die obige Definition von ,Geschlecht* mit der GauBischen gleichbedeutend ist.

2) Es sei daranf hingewiesen, daf auch iiberall da, wo (bis inkl. § 5) von
Darstellbarkeit durch eine bestimmte Klasse gesprochen wird, das Wort ,dar-
stellbar“ in dem vorhin angegebenen engeren Sinne zu verstehen ist.
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dann geht durch die Substitution (‘; g), deren Determinante gleich

d gesetzt werden mige, die Form (a@,b,¢) der Diskriminante D in
eine Form (n,, »,n,) von der Diskriminante d*D iiber (wie sich
elementar beweisen 1d8t). Daher ist

n'—dn,n, = d* D, 4n,n, = n*—d* D.

Hieraus folgt zunéchst: ist p eine in D aufgehende ungerade
Primzahl, so ist

(i’t:;ﬁ) — 1, also (z@_) - ("_)

p P P

((%) bedeutet das Legendresche Symbol. Es ist zu beachten, dafi
(nuD) = ("hD) = 1, (2,p) = 1, also (4:%1%“1)) =1 ist,)

Es hat demnach (—Z—), als Funktion von # betrachtet, fiir je zwei

durch dieselbe Klasse darstellbare Zahlen denselben Wert.
Nehmen wir hinzu, daf
)=
Y4

ist und daf fiir zwei zu D teilerfremde, positive Zahlen m, , m

(5= 52

ist, so folgt nach dem vorhin bewiesenen, daf die Funktion (—;—)

2

von n einen reellen Charakter y(K) bestimmt.
Fiir gerades D ist in der Gleichung

dn,n, = n*—d*'D
die Zahl n gerade (n = 2m), wihrend n,,n, ungerade sind, da
(ny, D) = (n,, D) = 1
vorausgesetzt ist.
Die Gleichung 148t sich also auf die Form bringen
D

— o ® 72 .
n,.m, = n*—dt.

4: b
und wir erhalten



fiir = —1 (mod4)

NS

fir % = +2 (mod 8)
n,.n, =n—2d = £1 (mod8)
(.?.) — (2
) = )
fiir 72— = —2 (mod 8)
' ny.ony, = 0424 = 2+ 1 (mod 8)
-2 -2
( n, ) = ( n, )’
fiir —il = 4 (mod 8)
n,.n, =n' =1 (mod4)
-1\ —-1)
n,) n, )
fir 2 = 0 (mod8)

n,.n, = =1 (mOdS)
G =G0 (=6
n )—_ < L )’ (”1> o "2>-
((‘_"—nl )’ (‘2‘)» (____——n2) sind die Jacobischen Symbole.)
Es folgt nun ebenso wie vorhin, daf in jedem der betrachteten

Unterfille das Jacobische Symbol, das fiir alle in derselben Klasse
darstellbaren (ungeraden) Zahlen denselben Wert annimmt, einen

reellen Klassen-Charakter bestimmt. <Im Falle %—)— = 0 (mod 8)

a1 . (=1 . L. (2
gilt dies sowohl fiir (T) wie fiir (;))
Sind also p,, ..., p, die ungeraden Primfaktoren von D!), so

liefern die Funktionen (—;L), ey (-g-) (fir 2 > 0), ferner

1 A

(~_—n—1—) fiir D = —4 (mod 16) und D = 0 (mod 16)

1) Besitzt D keinen ungeraden Primteiler, so werde 1 = 0 gesetat.



_ 93 _
(%) fir D= 8 (mod32) und D = 0 (mod 32)

("72) fiir D = —8 (mod 32)

reelle Klassen-Charaktere.

Das Produkt zweier oder mehrerer reeller Charaktere ergibt
wieder einen reellen Charakter.

Setzen wir

(1%) =1 (n) fira=1,...,4

(——) = l,,,(n) fiir D = —4 oder = 0 (mod 16)

<._) = () fir D= 8 (mod 32)

Ly (n) fiir D = —8 (mod 32)

—
|
=1l
N—
I

(3) = L,(n) fir D= 0 (mod 32)

und definieren v = 4 fiir ungerades D und fiir D = 4 (mod 16),
v =442 fir D = 0 (mod 32) und in den iibrigen Féllen » = 4141,
bezeichnen wir ferner den durch [, (n) (¢ =1, ..., v) bestimmten
Klassen - Charakter mit y,, so konnen wir die Gesamtheit aller
durch Multiplikation aus den g, ableitbaren Charaktere darstellen
durch die Gesamtheit der Summanden in der formalen Entwicklung
des Produktes

A+2)... A +1.).

(Dies folgt unmittelbar daraus, daf fiir jedes « und fiir jede

Klasse K
0n(K) =1 ist)

Wir erhalten also 2" formal verschiedene Charaktere; es fragt
sich, wie viele von diesen wirklich verschieden sind. (Der Fall,
daB zwei dieser Charaktere, y und y’, nicht wirklich verschieden
sind, liegt dann (und nur dann) vor, wenn fiir jede Klasse K

2 (K) = y'(K)
oder, was dasselbe besagt, wenn fiir jedes darstellbare =
x(n) = y'(n) ist)

Zur Beantwortung der Frage ist zuerst zu bemerken: wenn
unter den 2" Summanden der Entwicklung von (1+y,)...(1+1y,)
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ein Charakter genau mmal vorkommt, so kommt jeder iiberbaupt
auftretende Charakter, insbesondere der Hauptcharakter, genau
mmal vor.

Denn bestehen zwei Gleichungen

a ay o %
T coedo = N <Xy
al av ” l’
Yo ooy = Zv ’
wo 0=a,,a,a, =1 (fir p = 1, cen 'u) ist, und sind beziiglich

by ba die klemsten nicht negativen Reste von a,+a,, &+ a, mo-
dulo 2, so ist
b b by by
) Lo ook = X oo ko =1)
umgekehrt gelangt man von zwei solchen Darstellungen des Haupt—

charakters eindeutig zu zwei Darstellungen xla el ', xla T x,a v

des Charakters 7, ...7,", und die Produkte xl Ay
sind dann und nur dann formal verschieden, wenn xla i 1, von

al a, . .
%' ..., formal verschieden ist.
(Es ist zu beachten, dafl der formalen Identitit

al “V al al’
xl e x =% o Xy
nach dem angegebenen Verfahren die Ident1tat 1. = 1 ent-
spricht.)
Es kommt also darauf an, zu entscheiden, wie oft sich der
Hauptcharakter in der Form [T’ 2o darstellen 148t, wo jeder

=1
der Exponenten n, einen der Werte 0, 1 hat.
Dies ist nun auf genau zwei Weisen moglich. Die eine mog-
liche Darstellung erhélt man fiir », = --- = n, = 0, die andere

gewinnt man aus folgender Uberlegung: es sei
D= ¢.2°.P.Q,

worin P positiv, ungerade und quadratfrei, @ ungerade und ¢ = *1
sein soll.

Dy .- D, seien die in P enthaltenen Primteiler. Ferner sei n
eine zu D teilerfremdé, positive Zahl. (——g—) bedeute bei ungeradem

n das Jacobische Symbol; bei einer geraden Zahl n, fiir welche
2*.n' die Zerlegung in eine Potenz von 2 und eine ungerade Zahl
sei, werde (fiir ungerades D)

()= ()



definiert. Dann ist
fiir ungerades »
2

)= (@ - (=) ey )

fiir gerades n, also fiir » = 2°. %', wo »' ungerade und b > 0 ist,

P—1
2

D=1 (mod4), ¢c=0, ¢ = (—1)
und, weil @ = 1 (mod 8) ist,
D = * P (mod 8),

(2)=(7)
und daher

%)= (21{0) - B2 - BF 3 -
(n - 2) n)  \2 w) \n) P)'P)— P)'
Mit Hiilfe dieser Formeln konnen wir nun zeigen, daf sich
unter allen Umstinden eine Kombination m,, ..., m, der Zahlen
0,1 so wihlen ldfit, daBl fiir jedes zu D teilerfremde % (> 0)
o = (5)
a=1 n
ist. Es ist ndmlich fiir ungerades D oder fiir D = 4 (mod 16)

D
Fiir D = —4 (mod 16) oder D = 16 (mod 32) ist

=< )

also?)

P—1
je nachdem also &-(—1) 2 gleich +1 oder —1 ist, ist
D D
(7) = 1,...7, oder (—n—) =1yl
1) Da ja fir ungerades D
D DY —1
(7) ="

definiert ist.



Fiir D = 8 (mod 32) ist
D 2\ (n
(—77‘) = (—n—) . (—P-) = l! “ee le. ’7.+l'
Fiir D = —8 (mod 32) ist
D -1\ /2\ (=n
(7> — (T)(?[)(?) =y
Fiir D = 0 (mod 32) ist

(P_) _ 1 1 .1 1Mase
Loes .

n 0 "A+L 2 )

wenn my,, gleich O oder 1 gesetzt wird, je machdem &-(—1) >

gleich +1 oder —1 ist, und m,,, gleich 0 oder 1 gesetzt wird, je
nachdem ¢ gerade oder ungerade ist.

Aus diesen Gleichungen ergibt sich unmittelbar eine Bestim-
mung der Zahlen m,, ..., m, entsprechend der gestellten Bedingung;
und zwar ist dabei

fir P>1

mo= = my=1, e=1,

fir P = 1 und ungerades ¢ =3

m, = 1,
fiir P = 1, gerades ¢ und ¢ = —1
My, = 1.

(Andere Fille sind nicht moglich, weil D kein Quadrat sein darf.)
Es ist also stets mindestens einer der Exponenten m, von 0
verschieden.

Somit gibt es ein Produkt [;j 72 das von aI!”l x> formal ver-
schieden ist und das fiir jedes darstellbare » seinem Werte nach
mit (%) iibereinstimmt. Andrerseits ist fiir jede darstellbare Zahl
n die Diskriminante D quadratischer Rest modulo 4n und deshalb

-1

(Dies folgt auch bei geradem n, weil dann (”]2’)") = 1 sein muﬁ.)

Demnach stellt das Produkt [y, den Hauptcharakter dar.
o

Es gibt also mindestens zwei formal verschiedene Produkte [T xf e
o
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durch welche der Hauptcharakter sich ausdriicken liBt. Andrer-
seits gibt es nicht mehr als zwei solche Produkte, wie jetzt be-
wiesen werden soll.

Wir gehen aus von folgendem elementaren Satz: wird jedem
e (e=1,...,v) einer der Werte =1 (= ¢,) willkiirlich zugeordnet®),
so gibt es eine zu D teilerfremde Zahl » von der Art, daB fiir
jedes o ‘

la(f‘) = &, ist.

Dies ergibt sich so: fiir ein einzelnes ¢ (= 1) kann man der
Forderung !, (r) = &, (bei gegebenem ¢,) durch Erfiillung einer
Kongruenz

r = n, (mod p,)

geniigen, in der fiir », entweder ein beliebiger, durch p, nicht
teilbarer quadratischer Rest oder ein beliebiger Nichtrest modulo p,
zu setzen ist. Die auflerdem eventuell vorhandenen Bedingungen
(r,2) = 1 (bei geradem D) und 7, (r) = ¢, (fiir « > 1) lassen sich
erfiillen, indem man » auf eine bestimmte, zu 2 teilerfremde Rest-
klasse modulo 8 beschridnkt. Die verschiedenen Bedingungs- Kon-
gruenzen fiir », auf die wir so gefithrt werden, haben eine ge-
meinsame Lisung, da die auftretenden Moduln zu je zweien teiler-
fremd sind, und diese Losung » ist offenbar zu D teilerfremd.

Es ldfit sich also stets eine Zahl » von der verlangten Be-
schaffenheit bestimmen. Zugleich ist ersichtlich, daB die Funktion
l,(n) fiir jede (positive) Zahl aus der arithmetischen Reihe Dx+»
(worin z alle ganzen Zahlen durchliuft) den Wert &, hat.

Nehmen wir jetzt an, es gibe ein Produkt [] . :", das weder
o
mit []7 noch mit []y.'® formal iibereinstimmt und durch das

o [+1 .
der Hauptcharakter ausgedriickt wird; dann enthielte jedes der

Produkte ]_[xf & und ]‘[x:f at M indestens einen ungeraden Ex-
ponenten; man konnte daher jedenfalls eine Kombination s, ..., ¢,

von reellen Einheiten derart wihlen, daB [T’ e, & und IT & a F
=1

o=
beide den Wert — 1 hitten, sodaf
H'Vs:na=+1, l'].vs:"&=_1
=1 =1

wire. .Nun werde eine zu D teilerfremde Zahl » so bestimmt, daB
fiir die (positiven) Zablen der arithmetischen Reihe (Dz+7) jede

1) &, bezeichnet den Wert, welcher « zugeordnet ist.
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der v Funktionen !, den entsprechenden Wert ¢, annimmt (was ja,
wie eben bewiesen, moglich ist). In der arithmetischen Reihe
kommen jedenfalls Primzahlen vor!). p sei eine dieser Primzahlen.
Dann ist

i1 le“(p) = [[eae = +1,
o == o

also

(B)= mwuem=+1 @Dh=1)

D ist also quadratischer Rest modulo p, fir p = 2 ist D
quadratischer Rest modulo 8, allgemein ist D quadratischer Rest
modulo 4; also ergibt sich anf jeden Fall, daf D modulo 4p qua-
dratischer Rest, mithin p durch Formen der Diskriminante D dar-
stellbar ist (da ja p zu D teilerfremd ist).

Gemif unserer Annahme wiirde hieraus folgen, daf

! ] I
T2 = T L0p) = e =—1
a=1 =1 =1

wire. ]_'[xf‘," konnte also nicht gleich dem Hauptcharakter sein.
o

Unsere Annahme stellt sich somit als falsch heraus, und es
ergibt sich, daf der Hauptcharakter auf genau zwei Weisen durch

ein Produkt T] 7. ausdriickbar ist. Dasselbe gilt fiir jeden durch
o

ein Produkt ]y« darstellbaren reellen Charakter (wie vorhin
o

bewiesen). Es stellen folglich die 2* Produkte []z.“ génau 2"~
o

verschiedene reelle Charaktere dar.

Wir gehen nun darauf aus, zu zeigen, dafi dies alle reellen
Klassen - Charaktere sind. Hierzu ist es ausreichend, zu beweisen,
daB es micht mehr als 2" zweiseitige Klassen gibt. (Denn die
Anzahl a der zweiseitigen Klassen ist ja gleich der der reellen
Charaktere.) Dieser Behauptung ldft sich wiederum eine andere
Form geben.

Nach einem elementaren Satz?) enthilt jede ambige Klasse
(mindestens) eine zweiseitige Form, d. h. eine solche Form (a, b, c),

in der
b = 0 (mod a)

1) DaB GauB diese SchluBweise noch nicht anwenden konnte, war der
Grund, weshalb er notig hatte, die Theorie der ternaren Formen heranzuziehen.
(Vgl. im Vorwort.)

2) Siehe z. B. in dem (bereits erwihnten) Lehrbuch von Séguier (,formes
quadr. .. .%), S. 42—44.
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ist. Da wir (@, b, ¢) durch jede parallele Form ersetzen konnen
(unbeschadet der Zugehorigkeit zu der betreffenden zweiseitigen
Klasse), so folgt, daf jede zweiseitige Klasse entweder eine Form
(a, 0, ¢) oder eine Form (a, a, ¢) enthalten muf. Eine Form von
einem dieser beiden Typen moge als ,zweiseitige Normalform®
oder auch kurz als ,Normalform* bezeichnet werden. Die Anzahl
aller zu einer Diskriminante D gehorigen zweiseitigen Normal-
formen 14Bt sich in einfacher Weise bestimmen.

Zu dieser Bestimmung gelangt man auf Grund der Tatsache,
daB jeder Normalform (a, O, ¢) vermdge der Gleichung

D = —4ac

eine Zerlegung von —g— in zwei zu einander teilerfremde Faktoren

d,, d, und jeder Normalform (a, a, ¢) auf Grund der Gleichung

D = a(a—4c)
eine Zerlegung von D in zwei Faktoren d,, d, entspricht, bei
welcher d, —d, durch 4 teilbar und

dx _ dz _
(1, 5% =1

ist. (Die Beziehung zwischen der Normalform und der Zerlegung
soll so hergestellt werden, da im ersten Fall

a=d, —c¢c =d,,
im zweiten Fall
a=d, a—4c =d,
gesetzt wird.)
Umgekehrt erhidlt man aus jeder Zerlegung von D auf eine

der angegebenen Arten eine zweiseitige Normalform, nédmlich aus
D = 4d,d, die Normalform (d,, 0, —d,)

und aus

D = d,d, die Normalform (dl, d,, dlz@_)

der Diskriminante D.
Bei negativen Diskriminanten (fiir die ja nur positive Formen
zugelassen werden) findet die Einschrinkung statt, daB

d, >0
sein muf, wihrend fiir positives D aus jeder der in Betracht kom-

menden Zerlegungen wieder eine solche gewonnen wird, wenn man
d,, d, durch —d,, —d, ersetzt. Bezeichnen wir daher mit N, die
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Anzahl der Zerlegungen D = 4d,d,, bei denen (d,,d,) =1, d, >0
ist, mit NV, die Anzahl der Zerlegungen D = d,d,, bei denen

d, = d, (mod 4), ( 1-4—-‘1) —1

und d, >0 ist, so ist die Anzahl aller zulissigen Zerlegungen
gleich N, + N, fiir D<0,
gleich 2(N,+ N,) fiir D =>0.

Da die Zuordnung der Zerlegungen zu den Normalformen um-
kehrbar eindeutig ist, so ist auch die Anzahl der zweiseitigen
Normalformen der Diskriminante D gleich N, + N, oder gleich
2(N,+-V,), je nachdem D negativ oder positiv ist.

Nun hat in allen Fillen N, + N, den Wert 2.

Denn 1) fiir D =1 (mod4) ist N, = 0. Bei einer Zerlegung

D = d,d, ist die Bedingung d, = d, (mod 4) von selbst er-

fillt, und s st (4,, _d*_zdi)

d,,d,) = 1 ist. Folglich ist N, gleicli der Anzahl der Zer-
legungen von D in zwei teilerfremde Faktoren, von denen
der erste positiv ist, also gleich 2% N,+ N, = 2" = 2’;
2) fir D = —4 (mod 16) ist offenbar N, = 2. Fiir die Zer-
legungen D = d,d, bedeutet die Forderung d, = d, (mod 4),
daBl d, = d, = 2 (mod 4) ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so

= 1 dann und nur dann, wenn

ist von selbst C; %— = —1 (mod 4), _‘171;2"_‘7_2_ = —d, = 2 (mod 4),
d‘za—li ist also ungerade; daher ist <d1, —’—;—6—11—) = 1 dann

C;‘, g) = 1 ist. Daraus folgt, daf
N, = 2" ist. Wir erhalten also N, + N, = 2.2' = 2" = 2’;
3) fir D = +4 (mod 16) sind die Bedmgungen d, = d, (mod 4),

(du %ﬁ) = 1 fiir eine Zerlegung D = d,.d, unvereinbar,

mithin ist N, = 0. N, ist wieder gleich 2
N+4+N, = 2 = 2;

4) fiir D = 8 (mod 16) 1iBt sich die Forderung d, = d, (mod 4)
nicht erfiillen;

fiir D = 16 (mod 82) ist sie unvertriglich mit (dv %ﬂl") =1

In beiden Fillen ist also N, = 0. Ferner ist N, = 2",
da bei der Zerlegung D = 4d,d, nur entweder d, oder d,
gerade sein darf. Somit ist N,+ N, = 2 = 27

und nur dann, wenn (
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b) fiir D = 0 (mod 32) ist N, = 2. Fiir die Zerlegung D = d, d,
besagen die Bedingungen d, = d, (mod 4), (d,, d‘_o-ll) =1,

4

daB eine der beiden Zahlen d,, d, kongruent 4, die andre

kongruent 0 modulo 8 ist und dafl (d,, d,) = 4 ist. Es er-

gibt sich daher N, = 2. N, 4 N, = 2 = 2,

Somit ergibt sich allgemein als Anzahl der zweiseitigen Normal-
formen 2" fiir eine negative, 2"*' fiir eine positive Diskriminante.

Zum Beweis der Behauptung, daf hochstens 2’ ambige
Klassen existieren, geniigt es also, nachzuweisen, daf in jeder
zweiseitigen Klasse fiir ) <<0 mindestens zwei, fiir D >0 min-
destens vier Normalformen enthalten sind.

Dafi nun jede zweiseitige Klasse mindestens zwei Normal-
formen enthélt, ergibt sich einfach folgendermaflen: wie bereits
erwihnt, enthilt jede zweiseitige Klasse mindestens eine Normal-
form, also entweder eine Form (a, 0, ¢) oder eine Form (a, a, c).

Mit einer Form (g, 0, ¢) ist aber die Normalform (¢, 0, a), mit
-(a, a, ¢) die Normalform (4c—a, 4c—a, ¢) dquivalent. (Der Uber-
gang von der ersten Normalform zu der zweiten findet das eine

Mal durch die Substitution ((1) —3)), das andre Mal durch die Sub-

1 1
-2 -1
oder (a, a, ¢) mit (4c—a, 4c—a, c) identisch ist, so sind wir sicher,
daB die betreffende zweiseitige Klasse zwei Normalformen enthilt.

Jener Ausnahmefall kann aber, wie man unmittelbar sieht,
nur bei negativer Diskriminante eintreten. Da fiir eine solche
nur positive Formen in Betracht kommeg und da auBerdem die
Formen primitiv sein miissen, so gibt es nur zwei Formen, bel
denen die Ausnahme stattfindet, nédmlich (1,0,1) und (2, 2, 1).
Diese Formen haben aber beide die Diskriminante (—4) und ge-
horen zur Hauptklasse (da sie die Zahl 1 darstellen), sodaB die
Klasse, der diese Formen angehoren, auch zwei Normalformen
enthilt.

Hiernach bleibt nur noch iibrig zu zeigen, daf fiir D >0 in
jeder ambigen Klasse vier Normalformen vorhanden sind.

Dazu machen wir Gebrauch von einigen elementaren Sitzen
iiber die reducierten Formen.

Eine Form positiver Diskriminante (a, b, ¢) heifit reduciert,
wenn

stitution ( ) statt.) TFalls also nicht etwa («, 0, ¢) mit (c, 0, a)

VD=5, b>\D—-2|a|, b>\D-—2|c|
ist, und es gilt der Satz, daf zu jeder reducierten Form f eine
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Folge von 2n reducierten Formen f,, ..., f,, existiert?), deren erste
mit { iibereinstimmt und die alle von einander verschieden sind,
wo ferner fiir 1 =v < 2n die Form f,,, zu f, und auflerdem f, zu
f., benachbart?®) ist. Man bezeichnet diese Formenfolge als die
Periode?) von f.

Ist speciell f eine zweiseitige (reducierte) Form, so folgt aus
der Tatsache, da8 f, zu f,, benachbart ist, (da zugleich mit (a, b, ¢)
auch (¢, b, a) eine reducierte Form ist) daB die Formen f, und f,,
,Gefihrten“ ¢) sind. Hieraus 146t sich weiter leicht schlieBen, daf
(fir z=1,..,n) f; und f,,;,, Gefihrten sind, insbesondere gilt
dies also auch fiir f, und f,,,. Da andrerseits f,,, zu f, benachbart
ist, so ergibt sich, daB f,,, eine zweiseitige Form ist. Auch ist
sicher f,,, von f, verschieden, da 1 <<n+41=2n ist.

Die Periode einer zweiseitigen reducierten Form enthilt also
mindestens zwei zweiseitige Formen, und da alle Formen einer
Periode zu derselben Formen-Klasse gehoren, so erhalten wir den
Satz: eine Klasse, in der eine zweiseitige reducierte Form ent-
halten ist, enthélt jedenfalls zwei zweiseitige reducierte Formen.

Es soll nun eine Beziehung hergestellt werden zwischen den
zweiseitigen Normalformen und den zweiseitigen reducierten For-
men. Dazu ist zunidchst folgendes zu bemerken: die zweiseitigen
Formen lassen sich danach in zwei Arten scheiden, ob

b = 0 (mod 2a)
oder
. b = a (mod 2a)

ist. Diese Unterscheidung gilt insbesondere auch fiir die zwei-
seitigen reducierten Formen.

Betrachten wir zun¥ichst die zweiseitigen reducierten Formen
der ersten Art. Zu einer solchen Form gibt es eine (eindeutig
bestimmte) parallele Normalform (a, 0, ¢). Dieser ist wiederum die

1) n ist eine durch f bestimmte positive Zahl.

2) Eine Form (a’, V', ¢') heiit zu (a, b, ¢) benachbart, wenn a' = ¢ und
b' = — b (mod 2a') ist. Genauer nennt man (a’, b, ¢') zu (a, b, ¢) ,nach rechts
benachbart, (a, b, ¢) zu (a’, V', ¢') ,nach links benachbart, und es gilt der Satz,
daB zu jeder reducierten Form stets eine und nur eine nach rechts benachbarte,
und ebenso eine und nur eine nach links benachbarte reducierte Form existiert. —
Zwei benachbarte Formen sind stets dquivalent.

3) Der Name ,Periode“ hat darin seinen Grund, da8 bei fortgesetztem Uber-
gang von einer reducierten Form zu ihrer benachbarten die Formen f,,..., f3n
periodisch wiederkehren.

4) ,Gefiahrten* nennt man zwei Formen, die aus einander durch Vertauschung
der beiden duBeren Koefficienten entstehen.
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Normalform (¢, 0, @) dquivalent. Ist umgekehrt ein Paar von
Normalformen (o', 0, ¢'), (¢/, 0, a’) gegeben, so ist zufolge der Glei-
chung

D = 4]d'|.|]¢|

und da ein Quadrat ist) unter den Zahlen a', ¢’ eine und nur
(und da D kein Quadrat ist) unter den Zahlen a', ¢' ei d

VD

eine absolut kleiner als 5 Diese werde mit ¢ und diejenige

von den beiden Formen, deren erster Koefficient a ist, mit (a, 0, ¢)
bezeichnet. Man kann nun eine zu (a, 0, ¢) parallele Form (a, b, ¢)
stets, und zwar nur auf eine Weise, so wihlen, dal

VD >b=>\D—2|a]
ist. Dies ist dann eine zweiseitige Form der ersten Art, weil
b = 0 (mod 2a)

sein muB. Ferner ist sie reduciert; denn da 2|a|< \/D ist, so
folgt aus den Ungleichungen fiir b

b=>0, V\D-b=>0
2la|<VD+b, 0<(VD—b).2/a|<D-0
(VD —1).2|a|<4]|al.|c|.
VD—-b<2|¢|, b>V\VD—-2|c|,

und diese Ungleichung in Verbindung mit den fiir b vorgeschrie-
benen Ungleichungen besagt, daf (a, b, ¢) eine reducierte Form ist.
Andrerseits sieht man leicht, daB keine zu (¢, 0, a) parallele (zwei-
seitige) reducierte Form existiert. Somit ergibt sich eine umkehr-
bar eindeutige Beziehung zwischen den zweiseitigen reducierten
Formen der ersten Art (bei denen b durch 2a teilbar ist) und den
Normalformen-Paaren (o', 0, ¢), (¢, 0, a').

Nehmen wir nun eine zweiseitige reducierte Form der zweiten
Art, bei der also b = a (mod 2¢) ist. Diese ist dquivalent mit den
beiden Normalformen

(@, a,¢), (4¢c—a, 4¢c—a, c).
Andrerseits ist bei einem gegebenem Paar von Normalformen
(@', a'y ¢, (4c'—d', 4c'—d, )
zufolge der Gleichung
D = |a'|.|4c—d'|

eine und nur eine der beiden Zahlen o', 4¢'—a' absolut kleiner als.
VD. Diese werde mit a bezeichnet.
3
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Ist nun 2|a| < \D, dann bedeute (a,d, ¢) die eindeutig be-
stimmte, zu (o, a, ¢') parallele Form, bei der

VD>b=>\D—2|a|
igst. In dieser ist dann & > 0.
Ist 2|a| > VD, dann soll (a, b, ) diejenige zu (a, a, ¢') parallele
Form bedeuten, bei der b = |a] ist.
Fiir diese ist dann

VD=>b=>0=>\D-2|a|; 2|a|] = 2b<\D+b.
In beiden Fillen ist also
VD>b=>\VD—-2|a|, 2|a|<V\D+1,

und daraus folgt ebenso wie vorhin, daf (a, b, ¢) reduciert ist.
Auflerdem ist offenbar (a, b, ¢) eine zweiseitige Form der zweiten Art.

Eine andre zu (a, a, ¢') parallele reducierte Form gibt es offen-
bar nicht, und zu (4¢' —a, 4¢' —a, ¢') gibt es (wie leicht ersichtlich)
iiberhaupt keine parallele reducierte Form.

Es lassen sich demnach die zweiseitigen reducierten Formen
der zweiten Art umkehrbar eindeutig den Normalformen-Paaren
(o', a', '), (4c'—a', 4¢'—d/', ¢') zuordnen.

Im ganzen ergibt sich also, dafl jeder zweiseitigen reducierten
Form umkehrbar eindeutig ein Paar von zweiseitigen Normalformen
entspricht, wobei zu beachten ist, dafl jede der zweiseitigen redu-
cierten Formen beziiglich den beiden Formen des zugeordneten
Paares dquivalent ist, sodaf die reducierte Form zusammen mit
dem entsprechenden Normalformen-Paar einer Klasse angehort.

Nun existiert, wie bereits bewiesen, in jeder ambigen Klasse
ein Paar von Normalformen, daher muf es darin auch eine zwei-
seitige reducierte Form, mithin auch (nach dem vorhin erhaltenen
Satz) mindestens zwei zweiseitige reducierte Formen geben, und
daraus folgt wiederum, daf jede zweiseitige Klasse mindestens
zwei Paare von Normalformen, d. h. mindestens vier Normal-
formen enthilt. Das sollte aber gerade gezeigt werden.

Somit ist vollstindig bewiesen!), daf die Anzahl « der ambigen
Klassen wie der Charaktere hochstens gleich 2 ist; daraus folgt
aber anf Grund der fritheren Uberlegungen, da8 diese Anzahl genau
gleich 2'" ist und daB sich jeder reelle Charakter darstellen ldfit
durch zwei Produkte [T’ z.*.

c=1

1) Die angewandte Beweismethode rithrt von Gau 8 (Disq. arithm. Art. 257—59)
her. (Siehe im Vorwort.)
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Aus dieser Tatsache konnen wir zwei wichtige Folgerungen
ziehen.

Es sei p eine zu D teilerfremde Primzahl und quadratischer
Rest modulo D; dann ist

l,(p) =1 fira=1,..,
folglich

- () -

und daraus folgt (wie frither), daf p darstellbar ist. Da ferner
1.(p) =1,(p) =1 ist (fiir « =1, ..., »), so haben fiir die Klassen,
in denen p dargestellt wird, alle Charaktere y, (« =1, ..., v), mit-
hin auch simtliche reellen Charaktere, die ja multiplikativ aus den
2. zusammengesetzt sind, den Wert 1. Also wird p im Haupt-
geschlecht dargestellt.

Es sind demnach alle Primzahlen, die den arithmetischen Reihen
Dg; + n® angehoren, fiir welche (n, D) = 1 ist, darstellbar im Ha.upt-
geschlecht.

Die andere Folgerung, die wir aus dem gefundenen Satze
ziehen, betrifft die Aufgabe, von der unsere Betrachtung ausging,
die reellen Klassen-Charaktere durch eine geeignete Definition zu
reellen Zahlcharakteren zu erweitern. Diese Aufgabe 148t sich in
folgender Weise losen: fiir jedes « (¢ =1, ..., ») definieren wir
eine Funktion 7,(n), welche gleich O ist fiir (D, #)>1 und sonst
dieselben Werte hat wie [,(»). (Die Definition bezieht sich nur
auf positive n.) Dann ist stets

Za () La(me) = 2a(n,.1,);
ferner ist fiir #», = », (mod D)
ia("l) = ia(ni)'

Drittens ist 7,(1) = 1. Also ist %, ein (reeller) Zahlcharakter
modulo D, der fiir jedes darstellbare n denselben Wert hat wie
Za(")'

Da jedes Produkt von reellen Zahlcharakteren modulo D wieder
einen solchen Zahlcharakter ergibt und andrerseits jeder reelle
Klassen-Charakter sich durch zwei verschiedene Produkte der Form
T1 %= ausdriicken 1i8t, die aus einander durch Multiplikation mit
o

T2 hervorgehen, so folgt der Satz: zu einem reellen Klassen-
o

Charakter y lassen sich stets zwei verschiedene reelle Zahlcharak-
tere modulo D angeben, die fiir jede darstellbare Zahl » denjenigen
3*
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Wert annehmen, den y fiir die Klassen besitzt, in welchen » dar-
gestellt wird, und zwar stehen diese zwei Zahlcharaktere in der

Bezichung, daf ihr Produkt gleich (%) ist (falls fiir (n, D)> 1

dem Zeichen (—f—) der Wert O beigelegt wird, sodaf fiir jedes

positive »
D —my _m, .
(_—) =y, (n)...7 "(n) 1st>.

n

§ 8. Die Dirichletsche Identitit.

Nachdem wir jetzt die nstigen Vorbereitungen getroffen haben,
konnen wir daran gehen, die grundlegende, von Dirichlet gefundene
Identitdt zu beweisen, die den Ausgangspunkt bildet fiir alle bis-
herigen Beweise des Satzes, daf jede primitive Form der Dis-
kriminante D unendlich viele Primzahlen darstellt.

Es sei g irgend ein (reeller oder komplexer) Klassen-Charakter.
Fiir jede darstellbare Primzahl p gibt es zwei verschiedene Dar-
stellungen. Findet die eine Darstellung in der Klasse K, statt,
dann findet die andere in K,' statt (wobei K,* nicht von K, ver-
schieden zu sein braucht). Es lifit sich also zu jeder darstellbaren
Primzahl eine Klasse K, so wihlen, daf die Darstellungen von p
beziiglich in den Klassen K,, K, stattfinden.

Wir bilden nun die Summen

2 x(Ky)’ 2 x(

erstreckt iiber alle darstellbaren anzahlen.
Diese Summen konvergieren absolut fiir jedes komplexe

K “)

s = 6@+ ti,
dessen reeller Teil
6=>1
ist, da E - fiir diese Werte von s absolut konvergiert.

n=1"

25%7 konvergiert absolut fiir ¢ > }; also konvergiert das
P .
Produkt

1
I—F

)

fiir' ¢ > 1 absolut.




Wird daher fiir 2 =>1

11

2 = P()
wLo (-2 (25D T

gesetzt (wobei unter P(z) der Wert 1 zu verstehen ist, falls alle
darstellbaren Primzahlen > z sind), so existiert fiir 6 >1

=

lim P(x)
xr=00
Nun ist
1 S E) oK)
1K) BN A
r
12
»

(1 x(p ))( x(?"))
(1= )15 o ) 25
( x(K )(1 x(K"))

I

|
-
+
M

=
a/-\

o=
™

=
B

nzl p

wo die unendliche Summe fiir 6 > 0 absolut konvergiert. Setzen
wir in dem Produkt P(z) fiir die einzelnen Faktoren die Summen-
Ausdriicke ein, so folgt, da die endlich vielen absolut konvergenten
Reihen gliedweise ausmultipliciert werden diirfen,

PE) = U+ 3 o TG 4205,

wobei die unendliche Summe nur iber diejenigen Zahlen m zu er-
strecken ist, deren Primfaktoren séimtlich unter den p vorkommen

und alle =<« sind. Das Zeichen p/m bedeutet, daB das Produkt []
pfm
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fiber die in m aufgehenden Primzahlen zu erstrecken ist; ferner
ist der auftretende Exponent » gleich dem Exponenten der hoch-
sten in m aufgehenden Potenz von p zu wihlen.

Nun tritt, wie im ersten Paragraphen bewiesen wurde, in der
formalen Entwicklung des Produktes

I1 (K7 + K,;7)
p/m

jede Klasse K gerade so oft als Summand auf, wie es verschiedene
Darstellungen von m in K gibt.

Werden andrerseits die Summanden dieser Entwicklung mit
K% ..., K" bezeichnet, so ist nach der Grundeigenschaft der
Klassen-Charaktere

II{Z(K”)+1(K‘")§ 1K)+ (K7) = Zn(m K) 3 (K),

wobei K in der Summe alle verschiedenen Formen-Klassen durchliuft

und n(m, K) fiir jedes zu D teilerfremde m die Anzahl der ver-

schiedenen Darstellungen von m durch die Klasse K bedeutet.
Dabei ist fiir jede darstellbare Zahl m

| %}n(m, K)=r =2
wo 7, die Anzahl der verschiedenen Primteiler von m bezeichnet.
Bedeutet 7, die Anzahl der Divisoren von m, so ist offenbar

2 <.
Also ist

H{x(K;‘)+x(K;")}.§2n(m> K=71T,
p/m K
Somit ergibt sich
OO' 1 00’ 1
P@) =1+ 3 L Snm K)p(K) = 3 oo Snim K)y(K),
wobei die unendliche Summe iiber alle darstellbaren Zahlen zu

erstrecken ist, deren Primfaktoren alle = z sind.
(Es ist zu beachten, daB Zn(l K)y(K) = 1 ist.)

P<x>=m§__'lf$;§n(m,K)x(K>+ 2' i o ) ()

m=w

(Allgemem soll fiir positive %, v und « = v das Zeichen 2 f(n) das-

n=1u
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selbe bedeuten wie E f (n); ebenso soll 2 f (n) gleichbedeutend

n = [u] n=u
sein mit 2 f (n))
n=—=— u
Nun ist
3 EAzeemm|s 3L sem )
m=z1m g Tm=z+4+1/"|% ’
oo
= n
m=zx+4+1"M
Da fiir 6 =1
00 Tm _ oo 1 )*
mél m’ (mél m’
konvergiert, so ist .
! o

lim 3 =™ =0

z=ocom=ux-+1 m’

Daraus folgt
lim P(z) = lim 2’ o Zn(m K)y (K),

&x =00 =00 Mm=
wobei die Summe rechts iiber alle darstellbaren m (=) zu er-
strecken ist; denn die Bedingung, daf alle Primfaktoren = sein
sollen, ist fiir diese m von selbst erfiillt.

@x
Beriicksichtigen wir, daf die Summe 3} iiber alle zu D
m=1
teilerfremden Zahlen m (=) erstreckt werden kann, da fiir die
nicht darstellbaren m die Zahlen % (m, K) (gemifl ihrer Definition)

von selbst gleich O sind, beachten wir ferner, da8 fiir jedes K
x n(m, K
y ek

m=1 m’
om0y =1)
fiir 6 > 1 absolut konvergiert, so finden wir

lim P(z) = lim 2' s%n(m, K) 3 (K)

=00 r=com=1

z, n(m K)

= lm Zy(E) 3 nmX)

-3 3t
(on, 1y =1)

und indem wir fiir lim P(z) den Produkt- Ausdruck einsetzen,
X =00



erhalten wir

1 .
1-— Ty o0
) Vo =& 3 2B,
(Ky) Z(Kp ) m = m
g (1_ xp" )(1— ? ) x ((m,D)il)

Diese Gleichung besteht fiir 6 > 1, und in dieser Halbebene sind
die Summen rechts absolut konvergent.

Es kommt nun darauf an, dem Ausdruck auf der rechten Seite
der Gleichung eine andere Gestalt zu geben.

Dazu stellen wir folgende Uberlegung an: es sei ¢ = (g, b, c)
eine Form der Klasse K. Dann ist n(m, K) die Anzahl der ver-
schiedenen Formen (m, , k), in die 9 durch eine Substitution (Z g)
der Determinante 1 iibergefithrt werden kann, wobei zwei solche
Formen nur dann als verschieden angesehen werden, wenn ihre
zweiten Koefficienten modulo 2m verschieden sind. Hieraus folgt,
daf bei festem «, y die verschiedene Wahl von g und 0 keine Ver-
schiedenheit der Darstellung hervorruft, anders ausgedriickt: be-
zeichnen wir parallele Formen als gleich, so gehort zu einem
Wertepaar o, p, fiir welches (e, p) = m ist, stets die gleiche
Form (m, I, k). Es gilt aber nicht auch umgekehrt der Satz, daB
durch die Form (m, [, k) das Wertepaar «, y eindeutig bestimmt
ist. Vielmehr verhilt es sich damit so, daf zu einer Form (m, I, k)
so viele Wertepaare «, y gehbren, wie es Substitutionen der De-
terminante 1 gibt, welche die Form ¢ in sich iiberfiilhren. Diese
Anzahl von Substitutionen ist gleich der Anzahl der Losungen
der Pellschen Gleichung

' — Du* = 4,

und wenn e, y eines der zu (m, I, k) gehorigen Wertepaare ist, so
erhilt man die Gesamtheit dieser Wertepaare dargestellt durch
die Gleichungen

, t—bu
o 5o —cuy

I

- t4+b
= oo S,

worin ¢, v irgend eine Lisung der Pellschen Gleichung bedeutet ?).
Was nun die Anzahl von Losungen der Pellschen Gleichung
betrifft, so gibt es

1) Diese Sitze aus der Zahlentheorie sollen als bekannt vorausgesetzt werden.
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1) fiir D << —4 nur die beiden Losungen ¢ = *2, u = 0.
Zu diesen Losungen kommen

2) fir D = —4 die zwei Liosungen ¢ = 0, v = *1,

3) fiir D = —3 die vier Lisungen { = *1, v = %1 hinzu;

4) fir D> 0 gibt es unendlich viele Liésungen. Bezeichnen

t4u \/

Einheit“, so lassen sich sdmtliche (zur Dlskrlmlnante D gehorigen)
Pellschen Einheiten durch die kleinste oberhalb 1 gelegene Pell-

sche Einheit T—+;M— die sogenannte Fundamentaleinheit, aus-

wir, wenn £, # eine solche Lisung ist, als eine ,Pellsche

driicken in der Form

+ (———-——T + g VD) ,
wobei n eine ganze Zahl ist, die positiv, null oder negativ sein kann.

(Aus der Definition der Fundamentaleinheit folgt unmittelbar,
daB T=UV\D >0 sein muB.) —

Zundchst ergibt sich hieraus, daf fiir negatives D jeder
der »(m, K) Darstellungen einer (zu D teilerfremden) Zahl m eine
endliche, nur von D abhingige Anzahl (1) von Wertepaaren «, ¢
und somit von associierten?) Darstellungen entspricht, und zwar ist

n=2 fir D < —4
3 4 fiir D= —4

n =6 fir D= —38.
Es ist also
xR nim K) 1
g mél " o o,y (e, p)’
(om, Dy =1)

wo «, p alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen, fiir die («,9) = 1
und (¢ (e,9), D) = 1 ist. (Die Forderung o («,7)>0 ist bei
negativem D fiir die zuldssigen Formen ¢ von selbst erfiillt. —
Man beachte, daf die Umordnung der Glieder in der unend-
lichen Reihe 7. 3 (%K)

wegen ihrer absoluten Konvergenz
(m, D) =1 m®
zuldssig ist.)

Es kommt nun darauf an, fir positives D eine entsprechende

Gleichung zu finden. Die Form ¢ = (a,b,¢) werde in K so ge-

1) Gemif der frither gegebenen Definition heifen zwei Darstellungen asso-
ciiert, wenn sie zu derselben Kongruenzwurzel gehiren. ’
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withlt, da a >0, b < 0 ist. Da wir die dargestellte Zahl m stets
positiv annehmen, so ist fiir jede Darstellung v («, y) = m, zufolge
der Gleichung

4am = (2aa + by)* — Dy*,
|y.VD| < |2a0 + by |.
Nun ist fiir eine zu v («, p) associierte Darstellung ¥ («', ') von m

t+b t
Y = aua+ "'2“7 = (2aa+by)—;i+w§,

_ t+u\/ﬁ+t—u\/ﬁ

2 g
" = t+u\/ﬁ_t—u\/ﬁ |
2\D 2\VD '

t+u\D _ +(_Z+U\/”D‘)ﬂ
2 - 2 )

Setzen wir dies alles ein, so erhalten wir

) = (a0 +by) +y \D {__t(T+;]Vﬁ)ﬂ}

2\D B B
)

GemdB der eben abgeleite%en Ungleichung stimmt das Vor-
zeichen der Ausdriicke

2ac+by)+y VD, (2aa+by)—y VD

mit dem Vorzeichen von 2aa + by iiberein, und daraus folgt, daf
je nach der Wahl des Vorzeichens der Pellschen Einheit

+ (_1_’+g\/ﬁ)"

der Ausdruck fiir ' entweder die Form

B (TXTVDY_q (Z=UNDY

oder die Form

ofZP2)-r 2]

va‘nnimmt, worin P,, @, positive Gréfien bedeuten.
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Wir wollen die Abhingigkeit der Zahl ' von dem Exopnenten
n dadurch zum Ausdruck bringen, daf wir

PI(T+ U@)"_Ql(&,‘g@_)“

2
(=5

Y

= 7a

1

(47 =

setzen.
Wenn n von (—oo) bis (+ co) ganzzahlig zunimmt, so nimmt
7. bestindig zu, wihrend 7, bestéindig abnimmt, und zwar ist

lim y,=o00, lim 7,=oc0, lim p,=-—oc0, lim p,=—oco.
n =00 N = — 00 n=—00 n = 00

(Dies liegt daran, daf

—T-_I_gi>1 und T—;]\/D =(T+§I\/_17) <1 isi;.)

Es muB daher ein eindeutig bestimmtes » (= n,) derart geben,
daf

7’%1.—2-0’ 7/”1’—1<O

ist; andrerseits gibt es kein n, fiir welches die Ungleichungen

7n1'20’ ?nl—- <0
gleichzeitig erfiillt sind.

Zu jedem Wert y, von ' gehort ein Wert von o' (= a,),
ebenso auch zu jedem 7, ein w, Der Ubergang von dem Werte-
paar «,, ¥, zu @, ., 7, , geschieht vermittels der Gleichungen

Opy = Bz_b_q 0!”+ CU?n
Ir—-sU
Y-y = — a’Uau+ _—2—“2}:;'

Denn von ¢, , zu a,, 7, findet der Ubergang durch Anwen-
dung der Substitution

G by
2 n
au, t, -; bu,,

statt, wobei

ta+u,ND (T+ U\/_D_)"
2 - 2
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gesetzt ist?); entsprechend findet der Ubergang von e, y, zu
Onys Vuy vermittels der Substitution

tn—x - bun—x
e T
by + bty
au,,_, ———!——2—*
statt, und andrerseits ist
tn-l _ buﬂ—l
e T
an tﬂ"l + buﬂ—l
n—1 2
T-0U -1, t,—bu,
3 —cU g TGy
= T+0U |~ ty+bu, |’
T n n
al 5 au, g
sodaB man von e«,, p, zu «,_,, y,, vermittels der Substitution
T-bU P T+bU
3 —cU 5 cU
T4+bU )~ T—bU
alU 5 —alU 5
iibergeht.
Setzen wir » = n,, so folgt gemif der Bestimmung von #,
T—sU
—aUe, + 5 I < 0, 74, =0,
also

TI'-bU
“n > —gqy tm =0

(zufolge der Vorzeichen von a und b).
Das Wertepaar o' = a,, ' = y, geniigt also den Unglei-
chungen A
T-oU

¥ =0T

' =0.

Diese lassen sich offenbar fiir # 4 %, durch kein Wertepaar
¢,, ¥ befriedigen, aber auch durch kein Wertepaar «,,7,, da
sonst fiir dieses y,.,<<0=yp, wire. (Es ist zu beachten, daf der

1) Das Wertepaar ¢, 7, stimmt entweder mit e;,y oder mit — ¢, —y iiberein.
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Ubergang von &,,7, zu @,,, 7, durch Anwendung der Substi-
tution

T+bU
—— U
- T;bU

geschieht.)

Folglich wird das Wertepaar «,,, ¢, durch die Ungleichungen
eindeutig gekennzeichnet. ‘

Somit ergibt sich folgendes: bezeichnen wir ein Wertepaar
«,y als ,bevorzugt®, wenn

T— bU

ist, so gibt es zu Jeder der n(m K) Darstellungen einer (darstell-
baren) Zahl m genau ein bevorzugtes Wertepaar !).

Setzen wir also 4 = 1 fiir D>0, so gllt wiederum die
Gleichung

e>-———"T-9=0

o MmK) 1
((m 2_ 1) o e

worin rechts iiber alle bevorzugten Wertepaare «,y summiert wird,
fiir welche

() =1, ¢(e,9)>0 und (¢(,9),D) = 1 ist.
Die Bedingung ¢ (e,») >0 braucht iibrigens nicht besonders

hinzugefiigt zu werden. Denn fiir ein bevorzugtes Wertepaar o,y
ist von selbst

da .y (e,y) = (Raa+by) — Dy* > (%y) —Dy* = (2—U7) =0,

also
CA y) > 0.

(o ist ja positiv.)

1) Das hier angewandte Verfahren der Aussonderung eines Wertepaares
stammt von Dirichlet (,Recherches .. .4 Ges. Werke, Bd. I, S. 432—36). Nur
insofern weicht die Auswahl der ,bevorzugten“ Wertepaare von der bei Dirichlet
ab, als bei dieser 7 als eine Form gewahlt wird, deren erste beiden Koefficienten
= 0 sind, und als die Ungleichungen bei Dirichlet lauten

IT—bU
e=_""
] Sall y=>=0.
Fir das folgende ist die im AnschluB an Weber (Math. Ann,, Bd. 20, 8. 313)
gewihlte Normierung etwas bequemer.
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Bilden nun die Formen v,, ..., ¥, ein Reprisentanten-System
fiir die verschiedenen Klassen K|, ..., K, (das heiflit: gehort fiir
jedes ¢« (¢ = 1, ..., k) ¥, zur Klasse K,, wobei fiir positives D
in jedem ¥, der erste Koefficient positiv, der zweite negativ sein
muf}), so ist fiir positives wie fiir negatives D

1. nom K) _ 2 ap>

m=1 m i wv (a’ 7’)8 |
(m,D) =1
Die linke Seite dieser Gleichung ist fiir 6 >1 gleich dem
Produkt

-
P ,
11;[ (1_ xgolfp)) (1_ x(?“)) ’

dasselbe gilt also von der rechten Seite.

Es soll nan bei der Summation iiber die Wertepaare o,y die
Bedingung (o, y) = 1 aufgehoben werden. Dies ist gleichbedeutend
damit, da8 der Summen—Ausdruck mit der fiir ¢ > } absolut kon-

vergenten Reihe 2 7 multipliciert wird, in der »’ alle positiven,

za D tellerfremden Zahlen durchliuft. Denn da man die Reihen

1 . i
% T undg 1/)” @’ (fir v=1,...,h; 6>1)
gliedweise ausmultiplicieren und die Summanden der so entstehenden
Reihe beliebig ordnen darf, so ist

, _ 1 _ 1

% ru 2 ¢v(“; 7 'n’,za,y ¥, o, 0y o,y ¥, (o, )’
wobei Jetzt « und p nicht mehr teilerfremd zu sein brauchen.
(Die Ungleichheits-Bedingungen bei positivem D bleiben bestehen;
denn durch Multiplikation der Zahlen «,y mit einem gemeinsamen
positiven Faktor (»') gehen bevorzugte Wertepaare, und auch nur
solche, in bevorzugte Wertepaare iiber. Desgleichen bleibt offenbar
die Bedingung

W (2, 7), D) = 1
erhalten.)
Nun besteht fiir ¢ > } die Identitit
1 1 1
o = H—7 71
" Pl Tl
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wobei p wie bisher die darstellbaren, ¢ die nicht darstellbaren, zu
D teilerfremden Primzahlen durchlduft und die Produkte absolut
konvergieren. (Die Gleichung wird ebenso bewiesen wie die ent-
sprechende Produktformel fiir §(s))?).

Fassen wir alles zusammen, so finden wir fiir 6 >1

1 1

)
71{ é 1(&). Eywv(a,y)“

worin o,y fir D <O alle, fiir D>0 die bevorzugten Werte-
paare durchlaufen, fiir welche beziiglich v, (e, ) einen zu D teiler-
fremden Wert annimmt.

Damit sind wir zu der Dirichletschen Identitit gelangt. ‘Auf
der linken Seite dieser Identitdt steht ein unendliches Produkt,
das fiir 6 > 1 absolut konvergiert. Durch dieses Produkt wird
fir 6>1 eine Funktion -L,(s) definiert, die innerhalb des Defini-
tionsbereiches von O verschieden ist. Diese Funktion ist andrer-
seits, wie die bewiesene Gleichung lehrt, durch eine fiir 6 > 1
konvergente Dirichletsche Reihe darstellbar.

Fiirs Nichste soll nun s auf reelle Werte beschrinkt, also
L,(s) als Funktion der reellen Variablen s betrachtet werden.

Von dieser konnen wir auf Grund der Reihen-Entwicklung aus-
sagen, daf sie in ihrem Definitionsbereich (fiir s > 1) differentiier-
bar ist. Die Reihen-Entwicklung liefert uns aber noch mehr; sie
verschafft uns Aufschluf iiber das Verhalten von L,(s) bei der

Anndherung an den Punkt 1. Zur Bestimmung dieses Verhaltens

11»'(, FRC - Jede

solche Teilsumme 1i8t sich als Dirichletsche Relhe in der Form

gelangt man durch Betrachtung der Teilsummen Z

2 "( K,) schreiben (wobei iibrigens fiir jedes =
n=1

a,(K) =0
ist), und es handelt sich vor allem darum, zu zeigen, daB fiir die

Koefficientensumme s, (z) = 2 a,(K,) die Abschitzung gilt

1) Vgl. im ,Handbuch d. Lehre von d. Vert. d. Primz.%, Bd.I, § 33 u. 41.
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5,@) = 4.2+ 0(Va),
wobei A eine positive, nur von D abhingige Konstante bedeutet.
vy =1, ..., k); (x wird wie bisher = 1 angenommen).
Hierzu ist das erste, daf wir uns die Bedeutung von s, ()
klar machen. s,(z) ist die Anzahl der Zahlen =<z, die als Werte

1
iner Form v, in der Reihe 2% 277
einer Form v, («, ») in der Rei . ;7 ¥, (e, 9)

so oft gerechnet, wie sie in der Reihe vorkommt. Dafiir ktnnen
wir einfacher sagen: s,(z) ist die Anzahl der ganzzahligen Werte-
paare «,p (und zwar fiir D >0 nur der bevorzugten Wertepaare),
fiir die ¢, einen zu D teilerfremden Wert =« annimmt. Diese
Anzahl miissen wir also bis auf einen Fehler von der GriBenord-
nung \z abzuschiitzen suchen.

Zur Erleichterung dieser Abschitzung soll zuniichst die ein-
schriinkende Bedingung eliminiert werden, dafi fiir die zuldssigen
Wertepaare der Wert von %, zu D teilerfremd sein muf. Fiir
diesen Zweck empfiehlt es sich, den Reprisentanten ¢, in specieller
Weise zu wihlen.

Fiir positives D haben wir bereits y, = (a,6,¢) den Bedin-
gungen unterworfen, daf @ =0, b<0 sein soll. Jetzt soll fiir
D =0 die Forderung hinzugefiigt werden, dafl in der Form v,

(@, D) = 1,

auftreten, und zwar jede

ferner fiir ungerades D
b = 0 (mod D),
fiir gerades D
b= —g (mod D) ist.

Diese Forderungen lassen sich (auch im Einklang mit den im
Falle D = 0 vorgeschriebenen Bedingungen a >0, b << 0) erfiillen.
Denn zundichst kann man offenbar in der Klasse K, eine Form
(a, b', ¢') wihlen, bei der

a>0 und (e, D) = 1 ist.

Ferner lassen sich bei ungeradem D, wo also (D, 2a) = 1 ist,
die Kongruenzen
b = b (mod 2a)
b =0 (mod D)

gleichzeitig befriedigen, desgleichen bei geradem D, wo
P=0="2 (mod?) und (20) =
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ist, die Kongruenzen
b=10 (mod 2u)

b= 2 (mod D)

und zwar kann offenbar in beiden Fillen als Lisung b eine nega-
tive Zahl gewihlt werden.

Zu jedem b, das den betreffenden Kongruenzen genugt, gehort
aber eine zu (a, b', ¢') parallele Form (a, b, ¢), sodaB in der Tat
ein Reprisentant ¢, = (a, b, ¢) in der vorgeschriebenen Weise ge-
wihlt werden kann.

Eine solche Form 4, hat nun die Eigenschaft, dafi v,(e,y)
dann und nur dann zu D teilerfremd ist, wenn (¢, D) = 1 ist.

Denn fiir ungerades D ist die Forderung (¥, (e,9), D) = 1
gleichbedeutend mit (4a.v,, D) = 1 (da ja (4a,D) =1 1st)

Andrerseits ist

dap, = Qua+byP — Dy,
also

4oy, = 42° «* (mod D),
woraus die Richtigkeit der Behauptung erhellt.

Fiir gerades D ist die Forderung (¢,, D) = 1 gleichbedeu-
tend mit

D ~
(“"”“T) -1, (a.9,2 = L

Andrerseits ist

b D\ D b D D
a.y, = ((’1“4‘@7)4'?7) -—~2—y(au+?y>—7(l+—4—)y’,

also
a? o (mod %)-)

a.¢, = a’e’ (mod 2).
b D\ b D
‘2_ "4—), -2— = —4‘ (mod 2).)
Daraus ergibt sich wiederum die Giiltigkeit der Behauptung.
Die Bedingung (¢,, D) = 1 besagt also, daB nur die Werte-
paare «,y zugelassen sind, bei denen « einer der ¢ (|D|) zu D
teilerfremden Restklassen angehort. Auf Grund dieser Tatsache
ist die Anzahl s,(z) aller zuldssigen Wertepaare bekannt, wenn
fir zwei beliebige (nicht notwendig verschiedene) Restklassen
4

if

a.yP,

und

(Denn =0 (mod

.
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modulo D die Anzahl aller derjenigen unter den zuldssigen Werte-
paaren bestimmt ist, bei denen « der ersten, y der zweiten Rest-
klasse angeh6rt. Denn wird mit N(r , r,) die Anzahl der Paare
«, p bezeichnet, fiir die

V() =2
¢ =7, (mod D), y =r, (mod D)

Ir—-»U

5a T p=0 ist, so ist

und bei positivem D auflerdem o>

offenbar
5,(@) = 2" N(ry, 1),
T1y 12
worin r, die Zahlen eines reducierten, 7, die eines vollstidn-
digen Restsystems modulo D zu durchlaufen hat.

Es kommt also jetzt auf die Bestimmung der Anzahl N(»,, +,)
(fiir irgend ein Restepaar »,, r,) an. Diese Anzahl 148t sich an-
schaulich deuten.

Sind nédmlich %,v rechtwinklige Parallel-Koordinaten in der
Ebene, so stellt die Ungleichung

b(0) =z

fiir D <O die Gesamtheit () der Punkte innerhalb und auf einer
Ellipse (), fiir D > 0 die Gesamtheit (®,) der zwischen den Asten
einer Hyperbel () oder auf ihr gelegenen Punkte dar.

Die Ungleichungen

T—bU
>
u > oal v=0

stellen die Gesamtheit (®,) der Punkte eines von zwei Halbstrahlen
(8, und §&,) begrenzten Winkelraumes dar, und zwar einschlieflich
der Punkte des einen, auf der u-Axe liegenden Strahles 8, da-
® gegen ausschlieBlich der Punkte des andern Strahles &,

(Der Schnittpunkt von 8, und 8, wird von @, ausgeschlossen.)

Das System der Punkte, die sowohl zu @, wie zu @, gehdren,
werde (fiir D) > 0) mit @ bezeichnet.

Die Punkte (4,v); fiir welche u —r, und v—r, ganzzahlige
Vielfache von D sind, bilden die Eckpunkte eines quadratischen
Netzes (), bei dem die Seiten die Lénge D haben.

Aus diesen Tatsachen ergibt sich, daB N(r,, r,) gleichbedeu-
tend ist mit der Anzahl derjenigen Eckpunkte des Netzes R, .die
zu ® gehoren. (Zur Abkiirzung soll bei den niichsten Uberlegungen
N fiir N(r,, r,) geschrieben werden.)
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Die Punkte aus ® nehmen ein endliches Gebiet!) in der
Ebene ein. Im Falle D < 0 ist dies ohne weiteres klar; fiir D >0
ist die Behauptung gleichbedeutend mit der, daf die Halbstrahlen
8, und 8, die Hyperbel § in demselben Aste schneiden, und ihre
Giiltigkeit folgt daraus, daB fiir die Punkte {u,v} von ©

z= v, (u,v) = ~1—— ((2au, + bv)* — Dv*)

— Lo 20 ) - 0( 20

. s [b] U
ist — (es ist ja b<<O, T = 1) —, daf also
z = aut "—DU* _ 4aw’
=0y = (T—b0)
und auflerdem
20U . u
<
0=v<=737

ist, sodaB » und v beschrinkt sind durch die Ungleichungen
T—bU ([z
l<u< g \/7
0=<=v<U.V\az.

Zufolge der einfachen Beschaffenheit der Linien €, ¥, 8,, 8,
hat das von den Punkten des Systems @ erfiillte Gebiet (®) jedenfalls
einen bestimmten Flicheninhalt. Dieser Flicheninhalt (') soll nun
in Zusammenhang gebracht werden mit der Anzahl N. Zur leich-
teren Formulierung dieses Zusammenhanges sei es gestattet, einige
kurze Bezeichnungen einzufiihren.

1) Bei einem Quadrat aus dem Netz N heifle diejenige von
den vier Ecken, fiir welche (x+v) den (algebraisch)
kleinsten Wert hat, (kurz gesagt: die linke untere Ecke)
die ,Hauptecke®.

2) Ein Quadrat heifie ,zu @ gehorig“, wenn seine Fliche
ganz dem Gebiet & angehort.

3) Ein Quadrat heifle ,zerschnitten, wenn es entweder Rand-
punkte von @ in seinem Innern enthilt oder wenn seine
Hauptecke ein Punkt von & ist, wihrend seine Kliche
ganz auBerhalb von & liegt.

1) Mit y,endlichem Gebiet“ ist ein solches gemeint, das, wie man sagt,
»ganz im Endlichen gelegen®, d. h. durch einen Kreis umschlieSbar ist.

4%
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Die Beziehung zwischen N und F besteht nun darin, da8 einer-
seits N gleich der Anzahl derjenigen Quadrate in dem Netz N ist, deren
Hauptecke zu & gehort, (da jeder Eckpunkt fiir genau ein Quadrat
die Hauptecke bildet) und daf andrerseits die von diesen Qua-
draten eingenommene Fliche ND*® sich von F' um nicht mehr als
N'.D* unterscheidet, wenn N' die Anzahl der zerschnittenen Qua-
drate bedeutet. Der erste Teil dieser Behauptung ist trivial; der
zweite Teil ergibt sich folgendermaBen: wird die Anzahl der
Quadrate, die zwar einen Beitrag zu dem Inhalt F liefern (von
denen also ein Stiick zu @ gehort), deren Hauptecke aber kein
Punkt von ® ist, gleich N, gesetzt und die Anzahl derjenigen
Quadrate, deren Hauptecke zu & gehort, wihrend sie selbst nicht
zu @ gehoren, gleich N, gesetzt, so ist einerseits

F<D'(N+N,)
andrerseits ’
F=D'(N-N),
also
—D’N,=F-D'N<D'N,;
dabel ist

N4+ N, < N';

denn gehdrt ein Stiick eines Quadrats zu ®, nicht aber seine
Hauptecke, so liegt die Hauptecke fiir D < 0 aufierhalb der Ellipse
G, fiir D >0 liegt sie entweder auflerhalb der (auf , 3,, 8, ver-
laufenden) Randlinie oder auf 8,, und in jedem Falle folgt, daB-
das Quadrat zerschnitten ist!); desgleichen sind (wie man leicht
sieht) alle diejenigen Quadrate zerschnitten, die selbst micht zu &
gehoren, wihrend ihre Hauptecke zu & gehort.
Es ergibt sich demmach, daf

—D'N'=F-D'N<D'N,

das heifit
|F-D'N|<D'N'

ist, wie behauptet wurde.

Die Zahl N’ 148t sich nun wiederum vergleichen mit der Lénge
(8) des geschlossenen Linienzuges (R), der das Flichenstiick F
begrenzt 2).

1) Es ist zu beachten, daf auf dem Strahle 3, mit v zugleich % wichst,
und ferner, daf in dem Falle, wo die Hauptecke eines Quadrats in den Schnitt-
punkt von 8, mit $ fallt, dieses Quadrat keinen Punkt von @& enthalten kann.

2) Die folgende Uberlegung ist einer Abhandlung von GauB ,de nexu inter
multitudinem classium, ... (aus d. Nachla8 vom J. 1837, Ges. Werke, Bd. II,
siche S. 277) entnommen. .
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Man kann nidmlich die zerschnittenen Quadrate in der Reihen-
folge numerieren, in der sie bei der Durchlaufung der Grenzlinie
R im positiven Sinne (von irgend einem Punkt aus) getroffen
werden, wobei mehrfach getroffene Quadrate nur je einmal gezdhlt
werden sollen und beim Durchgang von R durch einen Eckpunkt
dasjenige Quadrat, dessen Hauptecke dieser Punkt ist, als getroffen
zu rechnen ist, sodaB jedes zerschnittene Quadrat in der Abzéhlung
genau einmal auftritt?).

Da es unter irgend fiinf Quadraten (des Netzes i) mindestens
zweil gibt, die ganz getrennt liegen, sodaf jeder Punkt des einen
von jedem Punkt des andern Quadrats mindestens den Abstand D
besitzt, so hat das Kurvenstiick auf %, das vom Verlassen des
n-ten Quadrates (in der Numerierung) bis zum Erreichen des
(n + 4)-ten durchlaufen wird, mindestens die Linge D. Daher ist

N—11 . (N'—1
SgD-[ 4—]>D.(—Z———1)

48
N <T+5,

F , 48
‘F -N'éN <—D"+5.

Aus dieser Ungleichung konnen wir leicht entnehmen, daf die

Anzahl N durch die Grofie —5? bis auf einen Fehler der GroBen-

ordnung \z abgeschitzt wird.
Dazu ist offenbar nur nétig, die Abschitzung

S = 0(Va)
zu beweisen. Diese ist in der Tat giiltiz. Denn durch die Sub-
stitution

u = u. \x

v =" .\x

geht die Ungleichung

1) Bei der Annahme der Moglichkeit einer solchen Abzahlung (sowie der
Existenz einer Bogenlange S) wird von der Kurve R (auBer ihrer Geschlossenheit
und Stetigkeit) nur benutzt, daf bei einer Parameter-Darstellung

w = f(w), v =g(w)

der Kurve die Funktionen £ und g nur endlich viele Maxima besitzen, wobei als
Maximum nur eine solche Stelle w, gelten soll, in deren beliebiger Nihe kleinere
Funktionswerte vorkommen als der Funktionswert in 20,.



P, () =
iiber in
¥,(w,v'") =1,
und die Beziehung
[T T-bU v=>0
2090 =7

durch welche fiir D > 0 der Winkelraum zwischen den Halbstrahlen
8., 8, bestimmt ist, geht in dieselbe Beziehung zwischen «’ und v’
tiber. Daher ist in jedem Falle die Kurve der («’,v')-Ebene, welche
der Randkurve 8 = R(z) von der Linge S = S(z) in der (u,v)-
Ebene entspricht (— durch die Bezeichnung % (x), S(x) soll die Ab-
héngigkeit der Kurve R und der Linge S von dem Werte # zum
Ausdruck gebracht werden —), kongruent der Kurve (1) von
der Linge S(1). Andrerseits wird vermdge jener Substitution die

MaBzahl fiir jede Linge mit —vlt multipliciert. Demnach ist
x
1
Vz
also, da ja S(1) nicht von z abhéngt,

S(z) = O(Va).

S() = —=-8(),

‘Wir erhalten daher:
. _F
N=—2+0 (V).

Jetzt handelt es sich noch darum, den Wert von F' zu berechnen;
dabei sollen die Fille positiver und negativer Diskriminante D ge-
trennt behandelt werden.

Fir D = —4 <0 ist F der Inhalt der Ellipse &, welche
durch die Gleichung

v _
4

dargestellt wird. Nach einem Satz der analytischen Geometrie
hat eine Ellipse, deren Gleichung auf die Form

a, w4+ 2a,uv + a,0* = 1
gebracht ist, den Flicheninhalt
d —
\/auaza-ca: .
Durch Anwendung dieser Formel auf den vorliegenden Fall, in
~ welchem




_ =0 S
au—xv au—'gy azz"'x
und daher
4
Ayy Ogy — Qyy == 473
ist, ergibt sich fiir den gesuchten Ellipsen-Inhalt der Wert
F = iﬁ— - Z.
V4

Fiir D >0 wird der Flicheninhalt F' ausgedriickt durch das

Integral
f f dudv.
P, =1
T —bU
Wenden wir die Substitution an

’

U = u+-2bT‘v

v = v,

(deren Determinante 1 ist), so bestimmt sich die Fliche in den
neuen Koordinaten durch die Ungleichungen

D x
?/"g 0’ ull__ 4:a‘ ﬂl2s____'

W 2aU
Diese Ungleichungen sind dann und nur dann vertrdglich, wenn
2 g2
z 2( T D ) o v

=\4’'U* "~ 4a*)" — U
ist, wenn also die bereits bewiesene Ungleichung
v < UVaz
besteht.

‘Wir erhalten demnach

p'2

U.
F = f Voo f 4a2 au' \ dv’

I

2aU
U.\/a:c z D, T , ,
= 4 WTFW” ‘m’”}d”
U.yD

s 2 o IU
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und durch Ausrechnung des Integrales ergibt sich

F = % 10g THUVD
VD 2
Somit ist fiir positives und negatives D bewiesen, daBl F' sich aus-
driicken 148t in der Form C.z, wo C eine nur von D abhingige,
positive Grofe ist. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks von F in
die vorhin fiir N gefundene Formel folgt:
C
N(r,,r,) = N = ﬁ-w+0(\/.¥),

und hieraus ergibt sich zufolge der Gleichung
5,(@) = 2" N(r, )

T1, T2
unmittelbar die Abschédtzung
c
5,2) = |D]. (D)) s -7+ 0(Va)
Es gilt also in der Tat eine Gleichung
sv(x) = A.$+O(\/.;),

worin A positiv ist und nur von D abhingt.
Aus dieser Darstellung der Koefficientensumme fiir die Reihen

,,?7 ¢,(a, % (v =1, ..., h) erhalten wir sofort eine Abschitzung
der Koefficientensumme S, (z) der Reihe — z 1K) S 1 .
o,y ¢1 (“ 7)
Schreiben wir diese ndmlich (als Dlrlchletsche Relhe) in der Form
% o)
n=1 n’
so ist
z(n) = — Ell(Kv) an(K)
s
und
. L on
Sx(x) = D cx('n) == 3 3(K)s,(x)
n=1 n rv=1
A.z _
= . le(Kv)+O(\/x).
Vv =

Da 3 7(K,) den Wert & oder O hat, je nachdem y der Haupt-
- :
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charakter y, ist oder mnicht, so ist
§,@) = 0(&) fir 1 + 1,
8@ = Lot 0(m) = B.ot0 (Vo)

wo B eine positive Grifie bedeutet.
Die GroBen c,(n) sind fiir jedes y reell. Denn, wie man un-

mittelbar aus der Produkt-Darstellung von L, (s) ers1eht, ist fiir
s>1

Lx = {LZI = \/LZ.LZ_x.
L,(s) ist also fiir s>1 reell; daraus folgt aber nach dem
Eindeutigkeits-Satz fiir Dirichletsche Reihen, dafi die Koefficienten
¢,(n) der Dirichletschen Reihe, welche L, (s) (fiir s> 1) darstellt,
samthch reell sind.

Nun gllt folgender allgemeine Satz iiber Dirichletsche Re1hen BE
sind ¢, ¢, ... reelle Zahlen, welche der Bedingung

S ¢ = 0@
n=1

fiir ein reelles & geniigen, so konvergiert die Dirichletsche Reihe
oo c f
—= fiir s >ea.
ng 17

Die Voraussetzung dieses Satzes ist erfiillt, wenn
e = 0y(n) (x 1) und ¢ = §
gesetzt wird. Sonach folgt, dafl fiir jeden vom Hauptcharakter
verschiedenen Charakter y die Dirichletsche Reihe f} cx (") die

?
n=1
fiir s> 1 die Funktion L, (s) darstellt, noch fiir s >} konverglert.
Wir konnen daher L, (s) fir } <s=1 durch die Summe dieser
Reihe definieren. Dann besitzt fiir s > { die reelle Funktion L, (s)

simtliche Ableitungen. Hierin ist insbesondere enthalten, dafi

gi:ll L,(s) (= L, (1)) und S]i;nl ﬂg%)_'—;_lL_z (1)

— Lim L} (s) (= L;(1)
s=1
existiert.

(i) = 2)

1) Siehe im ,Handbuch d. Lehre .. .% Bd. I, § 32.
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Ziehen wir jetzt die Reihe f} %—Eﬂ in Betracht, welche fiir

n=1
s>1 die Funktion L, (s) darstellt.
Die Gleichung

S, (@) = B.z+ 0 (V)
nimmt, wenn ¢, (n)— B = ¢, gesetzt wird, die Gestalt an

© S G, = Bo+0(Va)—B.[a] = 0(Va).

n=1
Hieraus 148t sich wieder schliefen, daf § %:— fir s>1
n=1
konvergiert und fiir diese s eine beliebig oft differentiierbare Funktion
L, darstellt. Diese stimmt fiir s>1 offenbar iiberein mit der

Funktion

o ¢y (n) ®
§ wat_ 3
n:l 'n=l

L - 1,0-B.10),

wobei ¢(s) die Riemannsche ¢-Funktion bedeutet.

Nun hat die Funktion ¢(s).(s—1) fiir s = 1 den Limes 1,
und ihre Ableitungen ndhern sich gleichfalls fiir s = 1 einer be-
stimmten Grenze?'); andrerseits ist

lim {Z4,(5). (s — 1)} = 0;
§=1

also muB, zufolge der fiir s > 1 giiltigen Gleichung

1) Dies ergibt sich folgendermafen : fir s = 1 gilt die Gleichung
1 1 1
wre T

in welcher rechts eine fiir s = 0 konvergente Dirichletsche Reihe steht, die fir
s =1 den Wert log 2 hat. Andrerseits besteht firr alle s die Potenz-Entwicklung

£ (1 — 29 = 1—

1—29l—s - l_e—(s—l).!og2 — & (— l)n_l

3 (g )" (s~ 1",

welche lehrt, daB beim Heranriicken an den Punkt 1 von rechts her die Funktion
1 — 21-8
s—1

s = 1 einen Grenzwert besitzt. Beriicksichtigt man noch, daB fiir s > 1

$@-6—1) = £0). 1 —2) LT

sich der Grenze log 2 nihert und daB auch jede ihrer Ableitungen fiir

ist, so gelangt man zu der aufgestellten Behauptung.
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L, (s) = L, (s)— BL(s),
limlfLZl(s).(s—l)} = B

sein; das heifit die Funktion L, (s) wird bei der Anniherung an
den Punkt 1 ebenso stark unendlich wie s_—l:T’ und auBerdem

haben die Ableitungen von L, (s).(s—1) fiir s = 1 einen (end-
lichen) Grenzwert.
Es sei noch bemerkt, daf allgemein

Lz—x () = LZ (9

ist. Fiir ein reelles y ist diese Gleichung selbstverstdndlich; fiir
einen komplexen Charakter folgt ihr Bestehen fiir s> 1 aus der
vorhin erwihnten Gleichung

L, =VL,. L,
und damit auch das Bestehen der Gleichung
Oy (0) = ¢, (m),

aus der die Giiltigkeit der Behauptung ersichtlich wird.

§ 4. Die Dirichletsche Behauptung.

Auf Grund der zuletzt erhaltenen Ergebnisse sind wir jetzt
im Stande, den Satz zu beweisen, daf jede primitive quadratische
Form unendlich viele Primzahlen darstellt.

Wir gehen aus von der Definitions-Gleichung

1 1
B0 =177 1}(1_ 1Y) (AT
q p b
Hierin durchlaufen p und ¢ zusammen alle zu D teilerfremden
Primzahlen, und zwar durchliuft p die darstellbaren, ¢ die nicht
darstellbaren Primzahlen.
In dem zweiten Produkt ist das allgemeine Glied
g amK,) R &Y
1 _ 1 — =t m.p™ .em-._—.lW
1 2&) 4 a7
y4 Y4

&K + 2 (&™)
m=1 m.pme

= €
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Fiir s > 1 folgt aus der Konvergenz von ﬁ -;—s die absolute Kon-
n=1
vergenz von

s $ 2 (K7) + 1 (K,™)

pm=1 m.p™
(da in der Form p™ jede positive Zahl (n) hiochstens einmal im
Nenner auftntt und der Faktor % (K7 )+ 1 (")
hochstens gleich 2 ist).
Es ergibt sich daraus, daf fiir s> 1

Q (&P + y (K™
1 _ 2pm=1 mp™s §

2 )

pa. ps
ist, und aus dieser Gleichung ersieht man, daf das links stehende
Produkt eine logarithmische Ableitung besitzt, welche dargestellt
wird durch die Reihe

logp
p§n "

absolut genommen

)+ (KM

diese Reihe konvergiert (fiir s> 1) wiederum absolut, weil
(o0
Iogsn fiir s > 1 konvergiert.

n=1
Auf dieselbe Weise zeigt man von der fiir s >4 von O ver-
schiedenen und bei zunehmendem s monoton abnehmenden Funktion

G (s), welche durch das Produkt [] dargestellt wird, da8

q l_i
qES
ihre logarithmische Ableitung
G’ (s) 2 log
G(s) qz q
ist (fiir s> 1).
Da
L,(s) = G(s). 1

I1 =i
(-2 ()
ist, so folgt (fiir s>1)

L, (3) G'(s) log p m o
L (s) G(S) p%:n (Z(K ) + Z(K )
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Nun sei K, irgend eine Formen-Klasse; dann ergibt sich

L, G
ZZ(Ka) T Es; = G_(gs)) % (Ka)

~ 3 1B {5 (K K)o+ (K K7,
b,m V4 4

wobei g in den Summen 3 alle Charaktere durchlaufen soll.
4
Beriicksichtigt man, daf 3 y(K) gleich 2 oder gleich O ist,

4
je nachdem K die Hauptklasse ist oder nicht, so findet man aus
der letzten Gleichung, wenn man darin der Reihe nach fiir K,
erst die Hauptklasse (KX,), dann eine von K, verschiedene zwei-
seitige Klasse und schliefllich eine der iibrigen Klassen setzt:

Ly (s) G'(s) , logp log p '
i ACap— —2k~{ s 208 }
ZLe " haw T E Ty T2 e

Ly (s)
Zx( DT (5 L ®

— _2h-{2 logp -3 log”+ +2""’l°§,f’+ }

y P p
fiir eine von der Hauptklasse verschledene zwelseltlge Klasse K,

L)
S0 74

b
fiir jede nicht ambige Klasse K,

1 1 I
— _h,{z, 08P | < logp +...+2m»%30+...}
7 »p P »p P

wobei jedesmal die Summe
2"”’ 1°gp m=12..)

iiber diejenigen Primzahlen p zu erstrecken ist, deren m-te Potenz
in K, darstellbar ist. Fiir diese Primzahlen und nur fiir diese ist
ndmlich mindestens eine der Klassen K)', K;™ gleich K,, und der
Fall, daf beide gleich K, sind, tritt dann und nur dann ein, wenn
K, zweiseitig ist.

(Man beachte, daf in der Reihe

= 8L 5 (K, Kp) + S, )
b, m 4 x
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wegen ihrer absoluten Konvergenz die Glieder beliebig geordnet
werden diirfen.)

Es sollen nun die drei gefundenen Gleichungen in eine For-
mel zusammengefalt werden. Gleichzeitig soll eine Umformung
vorgenommen werden, die fiir spdtere Zwecke niitzlich ist.

Dazu gelangen wir durch folgende Erwiigung: die Reihe

» 1o » lo
e gp +z gl’
P ¥

konvergiert fiir s > 4. Denn sie ist eine Teilreihe der unendlichen
Summe

L& ] logn
2 —’,TgﬂT’
m=2 n=2
welche fiir s > } konvergiert.
Ferner gilt auch die Entwicklung

- 2logq
im qwms
. G'(s) ..
der Funktion G fir s > §.
Demnach besteht fiir jede Klasse K, eine Gleichung
@) 2 (K,)- L6 —h,- Y 0BE Ry
.5 (S) (] n P° ’

wo p in der Summe 3 alle in K, darstellbaren Primzahlen durch-

p
lguft, wo ferner &, gleich 2 oder gleich % zu setzen ist, je nach-
dem K, zweiseitig ist oder nicht, und wo R(s) eine Funktion be-
deutet, die sich fiir s >4 in eine Dirichletsche Reihe (mit lauter
positiven Koefficienten) entwickeln 1d6t, die daher jedenfalls im
Puankte s = 1 stetig ist.
Ly (s)

Wir miissen nun das Verhalten der Funktionen —L—Zfs—)— im

Punkte s = 1 betrachten.

Aus dem Endresultat des vorigen Paragraphen- lift sich un-
mittelbar entnehmen, daB

{2, 0).6-1)
T L O6=D)
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vorhanden ist, daB also fiir s> 1 eine Gleichung

Ly (s) 1

besteht, worin »(s) eine Funktion bedeutet, die bei der Annéherung
von s an den Punkt 1 einem bestimmten Grenzwert zustrebt.
Fiir y 4 x, verhalten sich L,(s) und L, (s) im Punkt 1 stetig;
Ly (s)

demnach kann die Existenz eines Grenzwertes von —Z(s—) fiir

L
4
s = 1 nur dann ausbleiben, wenn
. L1)=0
1st.
Es 148t sich nun zeigen, daf dieser Fall nicht eintreten kann.
Zunidchst ergibt sich, daf nicht fiir zwei verschiedene Charak-

tere ., 2s
L, (1) = pr(l) =0

sein kann. Wiire dies niimlich der Fall, so miite
an(s) £Zﬂ (S)

: = ' . — '
lim 2er = 1y 1), lim - = L (1)

sein, und daraus wiirde folgen, da8

L L
—_ 2 Xa xB
L%x'Lla'LZ;z = (-1 'Lxl's-—l s—1

fir s = 1 den Limes 0 hitte; dasselbe miiite daher von dem
(iiber die %~ Charaktere erstreckten) Produkt

120

gelten.
Andrerseits besteht aber fiir s > 1 die Identitiit

h S 3 D) ™)
I1" Ly, () = (G@).e"
= , %k
= (GE).e" ™™,
aus welcher folgt, daf fiir s >1
”1=1'; L, ()=(GE) >1

ist. Wir kiimen also auf einen Widerspruch.



Auf den gleichen Widerspruch wiirden wir offenbar gefiihrt,
Wenn wir anndhmen, daf fiir irgend ein y zugleich L, (1) und

L, (1) gleich 0 wire.
Es bleiben also nur zwei Moglichkeiten: entweder ist L, (1)

fiir jedes y von O verschieden, oder es gibt ein y (= y,) von der
Art, dafl

L,1) =0, L,(1)40

ist und daB fiir y ¥ y,, 4, (falls ein solches y existiert) die Funk-
tion L,(s) im Punkte 1 einen von O verschiedenen Wert hat.

Nehmen wir an, der zweite Fall trdfe zu; dann konnte zu-
nédchst 4, kein komplexer Charakter sein; denn sonst wire 4 von
%, (und z,) verschieden und doch

L) = L, (1) = 0

entgegen unsrer Annahme. y, miifite also reell sein. Da ferner
L

4, Z2Weimal stetig differentiierbar ist, so hitte die Gleichung
L 1)=0

zur Folge, daB fiir s>1

L, (s) _ L, (s)

LG =1L, M)+56—1)" Ly (s)
wire (s, bedeutet einen Wert zwischen s und 1), daf also
L) 1 (BB 1
Lz’(S) s—1 s—1 L, (1)+ 2 L" (31)

$24,0)

1 _
= s5—1 +7()

wiire, wo mit 7 (s) eine Funktion bezeichnet ist, die fiir s = 1 einen
Grenzwert besitzt.
Andrerseits haben wir gefunden, daB

L' Ly 1
L) s—-1 +r()

ist, wobei lim r(s) existiert.
s=1
Es miifite also
Lkl + Lkﬂ

LZx LZ:



— 6 —

fiir s = 1 gegen einen Grenzwert konvergieren, und da fiir jeden
(eventuell vorhandenen) von y, und g, verschiedenen Charakter g

L) # 0
ist, so wiirde folgen, daB fiir jede Klasse K, aus dem Haupt-
geschlecht (fiir die ja y,(X,) = 1 ist) auch

120)
S1&) T

fir s = 1 einen Limes besa.Be. Die Gleichung (1) lehrt aber, daB
dieser Limes nur dann vorhanden sein kann, wenn die iiber alle

in K, darstellbaren Primzahlen erstreckte Summe Z’—l—(%g kon-
vergiert.

(Andernfa.lls kann ndmlich lim 2 P nicht exmtlereq)
s=1
Demnach miifite, wenn unsere Annahme richtig wire, die
Summe 3, log p

baren Primzahlen, konvergieren.

Dies ist jedoch nicht der Fall. Denn, wie im zweiten Para-
graphen bewiesen wurde, sind simtliche Primzahlen ans den arith-
metischen Reihen Dz +#*, in denen (r, D) = 1 ist, im Haupt-
geschlecht darstellba.r, treten also in 3}, auf. Andrerseits ist die

, erstreckt iiber alle im Hauptgeschlecht darstell-

Reihe 2 , in der p die Primzahlen einer arithmetischen Reihe

durchlduft (fur welche die Differenz zu den Zahlen der Reihe
teilerfremd ist), divergent (wie in der Theorie der arithmetischen

Reihen gelehrt wird)?). Also divergiert erst recht 3, logp .
Es kann somit fiir keinen Charakter y die Gleichung
L,1) =20

!

L

L
bestehen. Infolgedessen ist fiir y 4 y, die Funktion —* im Punkte
: 4

!

L, -

s = 1 stetig, und da L fiir s = 1 unendlich wird (wie E'_lf)’
Zl : -

so wichst fiir jedes K, der absolute Wert der Summe

S1E) 72

1) Siehe in Herrn Landaus ,Handbuch“, Bd. I, § 103—106.
)
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bei der Anndherung an den Punkt 1 iiber alle Grenzen. Aus
dieser Tatsache konnen wir unter Anwendung der Gleichung (1)

schliefen, daf fiir jedes K, die Reihe 2'1(%£ (in welcher p die
in K darstellbaren Primzahlen durchlduft) divergent ist. Hierin
ist aber enthalten, daB in der Reihe Z’ki—p- unendlich viele

Glieder auftreten; und dies bedeutet, daf jede Klasse K,, und
daher auch jede primitive Form unendlich viele Primzahlen dar-
stellt.

Dies ist (abgesehen von unwesentlichen Anderungen) der
Dirichlet-Scheringsche Beweis fiir den zu Anfang dieses
Paragraphen genannten Satz. Bei diesem Beweise wird wesentlich
ein Satz aus der Theorie der arithmetischen Reihen benutzt. Dafl
ein solches Verfahren nicht kiinstlich ist, sondern in der Natur
der Sache begriindet liegt, ersieht man am besten aus dem Um-
stande, daf sich fiir ein reelles y die Funktion L,(s) als Produkt
zweier von den Funktionen darstellen 1i8t, welche fiir die reellen
Zahlcharaktere eine entsprechende Bedeutung haben wie die
Funktionen L, fiir die Klassen-Charaktere. Dies ergibt sich nim-
lich folgendermafen:

Wie frither bewiesen, gibt es zu jedem reellen Klassen-
Charakter y zwei reelle Zahlcharaktere modulo D (3 und %),
deren Wert fiir jede in einer (beliebigen) Klasse K darstellbare
Zahl m mit dem Wert von y fiir die Klasse K iibereinstimmt.

(Dabei ist fir jede positive Zahl n
o D
20)-20) = (5),
o) = 209-(2),

wo (D) fiir (n, D) > 1 gleich O definiert 1st)

Auf Grund dieser Tatsache 1d6t sich die fiir s>1 gultlge
Definitions-Gleichung

1 1
L,(s) = . T
Ay I}(l £ (205
q° p
in welcher die » von den ¢ dadurch unterschleden sind, daB

(5= (2=
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ist, bei reellem y folgendermafen transformieren:

1 1 2
LO =1 5ey ey (V2o
! (1 ¢ )(1+ ) fi- P’
. 1 1 1 1
= (e @ ) (M e
r’ q ?° q
1 1
=11 > ~
P4 _%,I()s_)_ P _Z(P)PS(A)

wobei P sidmtliche Primzahlen durchlduft. (Fiir die in D auf-
gehenden Primzahlen P haben die Faktoren
1 1 '

e und e —
1-2{0) _1®(3)

PS
den Wert 1.)
Die beiden als Faktoren auftretenden Produkte stimmen fiir
s> 1 beziiglich iiberein mit den Dirichletschen Reihen

S — e S I - e

von diesen wird in der Theorie der arithmetischen Reihen be-
wiesen, dafl sie bei der Anndherung an den Punkt 1 jedenfalls
nicht dem Wert O zustreben?).

1) Siehe hieritber im ,Handbuch“, Bd. I an der bereits citierten Stelle § 103
und 106. — Die Gleichung

L y = LY'LT

findet sich bereits bei Dirichlet (in den ,Recherches ..... “, Ges. Werke,
Bd. 1, 8. 446). Zum Beweis des Nichtverschwindens von L, (s) fir ein reelles y
ist die Identitit wohl zuerst von Weber (Math. Annalen, Bd. 20, S. 819—320)
benutzt worden. — Es sei noch darauf hingewiesen, daf der Scheringsche
Beweis, wenngleich er in der hier gegebenen Darstellung umsténdlicher erscheint
als der Beweis mit Hiilfe der Faktoren-Zerlegung von Ly (s), doch diesem zweiten
Beweis gegeniiber insofern einen gewissen Vorteil bietet, als fiir ihn die Ein-
fithrung der Geschlechts- Charaktere nicht erforderlich ist und man daher durch
Anwendung eines der elementaren Beweise fiir den GauBschen Satz iiber die
Klassen im Hauptgeschlecht eine Abkiirzung gewinnen kann. (Vgl. dariiber im
Vorwort.)

5*
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Durch die gefundene Zerlegung von L,(s), die sich kurz in
der Form
. L, = L;. L3

schreiben 14B8t, wird daher in Evidenz gesetzt, dafl
k L,(1)#0 st

‘Es soll nun noch ein Beweis des Nichtverschwindens von
L, (s) bei komplexem Charakter y gegeben werden, bei dem wir
uns einer von Herrn Landau herrithrenden SchluBweise !) bedienen.
Bei einem beliebigen Charakter j besteht fiir s>1 die
Gleichung
I 2" (K + 1™ (Kp)
Lys) = G().e? "=t ™
2y cos (ma ,fwK,,))
= G(s).e 2" "7 ,
wenn allgemein z(K) = ¢ () gesetzt wird, sodaB (fiir be-
liebiges ) @ eine reelle Funktion der Klasse K ist. (Allerdings
wird o durch K nur bis auf ein Vielfaches von 2z bestimmt.)
Wird g durch y* ersetzt (n = 0,1, 2,...), so geht cos (o (X))
in cos (n.w(K)) iiber. ‘
Nun ist fiir jedes reelle ¢

0=2(1+cos @)’ = 3+ 4 cos ¢ -+ cos 2¢.
Durch Anwendung dieser Ungleichung auf

p = m.o(K) m=1,2,..)
finden wir:

23 —L 1544 cos (mo (K,) + cos (2ma (K,)]

Lt Ly Ly = (G@)Y.e #» ™"

1 8
>
1-— 28
q

(Man be&chte, da g, = ¢° 1st)
Nehmen wir nun an, es sei y komplex, so ist g jedenfalls
vom Hauptcharakter verschieden. Wire dann

L,(1) =0,

. 1) ,Uber das Nichtverschwinden der Dirichletschen Reihen, welche komplexen
* Charakteren entsprechen® (Math., Annalen, Bd. 70, 1910, 8. 69—78).



so hitte

LZ
L Ly = 2 (—1).L,

also auch
sz . (Lx . Lxl)“

fiir s = 1 einen endlichen Grenzwert; daher miifite

lim (L. L. 1) = O
sein, was der eben erhaltenen Ungleichung widerspricht. Demnach
muB L, (1) von O verschieden sein.

Auf dieselbe Weise folgt natiirlich auch, daB fiir einen reellen
Charakter y nicht zugleich L,(s) und L,(s) im Punkte 1 ver-
schwinden kinnen.

§ 5. Die Landausche Abschitzung.

Wir gehen jetzt daran, die zu Anfang angegebene Abschitzung
fiir die Anzahl der durch eine (primitive) Form (der Diskrimi-
nante D) darstellbaren Primzahlen <« als giiltig nachzuweisen.

Dazu wenden wir die Hiilfsmittel der komplexen Funktionen-
theorie auf die Funktionen L,(s) an, wobei wir jetzt unter s eine
komplexe Variable (s = &+ ) verstehen.

Die Funktionen L, (s) sind zuerst fiir 6 >1 durch die absolut
konvergenten Produkte

1
11 1__1_ g AT L)
q° v’
definiert worden und sind in dieser Halbebene darstellbar durch
die Dirichletschen Reihen

¢y ()

”8

)

bei denen
¢, (n) = — 2 1(K) a, (K,

'zu setzen ist. Aus dieser Relhen-Darstellung (oder auch aus der
leicht beweisbaren gleichméBigen Konvergenz des unendlichen
Produktes fiir 6 =1+49, 6 >0) folgt, daB die L,(s) in ihrem
Definitions-Bereich reguléire Funktionen sind.
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Des weiteren wissen wir, daB fiir ein vom Hauptcharakter

¢, (n
Zn(s) fir ¢ = 0, 6 >} konvergiert,

und daraus folgt, dafl die Reihe in der gesamten Halbebene ¢ > }
konvergiert!) und dort eine regulire Funktion definiert. Somit
laft sich fiir y 4, die Funktion L,(s) bis zu der Geraden ¢ = }
(exklusive) analytisch fortsetzen.

Was ferner die Funktion L, betrifft, so haben wir gefunden,

daf sie sich fiir 6 > 1, ¢ = O ausdriicken 148t in der Form
Ex; (8)+ B.E(s).

Hierin ist T’x; fiir reelle s > } definiert durch die konvergente
Dirichletsche Reihe

verschiedenes y die Reihe 3

¢

S (@ = ¢, (1)- B)

[0

und gestattet demnach eine analytische Fortsetzung iiber die Halb-
ebene 6> 1; ferner ist die {-Funktion bei analytischer Fort-
'setzung regulir in der Halbebene ¢ = 0 mit Aasnahme des
Punktes 1, in welchem sie einen Pol erster Ordnung besitzt®). B
ist eine positive Grifle.

Aus diesen Tatsachen ergibt sich, daB L, bei analytischer
Fortsetzung fiir 6 > } eine meromorphe Funktion ist, die nur fiir
s = 1 einen Pol hat, und zwar von erster Ordnung?3).

Weiteren Aufschluf iiber die Beschaffenheit der Funktionen
L, (s) erhalten wir durch Betrachtung der Koefficienten c,(n), ¢,

Zunidchst folgt aus dem Umstande, daf diese Koefficienten
alle reell sind, daf in der Halbebene ¢ >} die Funktionen L, (s),

fiir die y # y, ist, sowie L, (s) in je zwei zur reellen Axe sym-

1) Siehe ,Handbuch®, Bd. I, § 42 (S. 157—159).

2) Siehe ,Handbuch“, Bd. I, § 43.

3) Fiir die reellen Charaktere y folgt aus der im vorigen Paragraphen ab-
geleiteten Formel

LZ = LZ,.LT

die Fortsetzbarkeit von L, (s) bis zu der Geraden ¢ = 0 (exklusive). — De la
Vallée Poussin hat den viel weitergehenden Satz bewiesen, daf alle h Funk-
tionen Ly (s) sich uber die ganze Ebene als regulire Funktionen (abgesehen von
dem Pol der Funktion L, (s) fir s = 1) fortsetzen lassen. (,Recherches analy-

tiques sur la théorie des nombres premiers*, troisiéme et quatriéme partie, An-
nales de la société scientif. de Bruxelles, Bd. 20 und 21, 1896 —-97.)



metrisch gelegenen Punkten (d. h. also fiir je zwei konjugiert
komplexe Werte der Variablen s) konjugiert komplexe Werte
annehmen; dasselbe gilt offenbar von den Ableitungen der genann-
ten Funktionen. Da ferner auch die ¢-Funktion sowie ihre Ab-
leitung ¢'(s) diese Eigenschaft besitzt (wie man aus der fiir 6 >0
giiltigen Darstellung') von §{(s) entnehmen kann) und B reell ist,
so gilt dasselbe von L, (s) und der Ableitung L; (s).

Ferner ist von den Koefficienten bekannt, da8

3 G = 5,6 = 0a) (i 147

und
X
3 t= 5, @ = 0\a)
n=1
ist, und da '
x i
3 a,(K) = A.z+0(Vz) = O)
n =
ist (fiir » = 1,..., &), so erhdlt man aus den Definitions-Gleichungen

fiir ¢,(n) und ¢, unmittelbar die Abschétzungen
X x
2 [gm)] = 0@, X |¢|=0@)
n=1 n=1

Nun gilt folgender Satz (der einen Specialfall eines allge-
meineren, von Herrn Landau bewiesenen?) Satzes bildet):

Es sei ein Koefficienten-System f,, f;, ... gegeben von der
Art, dafl

5@ = 3 f = 0Ve)

und

S Ifl = 0@

n=1

ist. Wird dann F'(s) gleich der fiir ¢ > } konvergenten Dirichlet-
schen Reihe

oo
nél;‘?
. 1
Hr £ et 1 — <g<<
gesetzt, so ist fir £=¢* 1 Tog ? =<2

1) Siehe ,Handbuch, Bd. I, § 43 (S. 162).
2) ,Uber die Verteilung der Primideale in den Idealklassen eines algebrai-
schen Zahlkorpers“ Math. Annalen, Bd. 63, 1907.
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|F(s)] < C, logt,
|F'(s)] < C, log't,
wo C, und C; von s unabhingig sind. (F'(s) bedeutet die Ab-

leitung von F'(s).)
Zum Beweise sollen zunichst einige Ungleichungen abgeleitet

werden, die gemeinsam fiir 1 =¢', 2=>=6=>1— 10; . gelten.

1

g ==

17 n

2 2
Ifnl < %: nIOSt . lfnl Seetz lfnl
= o 1

M=

n

- SN
<e(A ”gl (1 Z—IJF—T)+A1)

(denn zufolge der Voraussetzung
X
2 |l = 0(@)
n=1
laBt sich 4, so bestimmen, dafl fiir x =1
&
> < A, .z ist).
n=1
Demnach folgt

t?
5 If..l

n=1

< a,logt

fiir eine geeignet gewihlte Konstante a,.

<a,.logt.

1S@) _ A,.t A4,.¢
2) 129 i’" < a(1 1 - t
: ( - logt)

(4, kann so gewihlt werden, daf fiir 2>1
[S(2)] < 4,V=

ist; a, kann etwa glelch A gesetzt werden)
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3) Fiir ein ganzzahliges m > ¢* 41 ist

o, 3, el f” " logu gy

n=p+1
m . pan+1
<@+0).4,. 3 \,/n.f
+1

}

log u du

1

n=¢ n u2"' log ¢
m-41 [ere]
<2A,t —:g"lgg#d‘u<214.lt —?lqgu—l‘*'du
# u?—logt ¢ u?_m
2
1 log u 1 1 K
i I S S SR S5 IS SV W
9 logt u2 logt (?—logt_) u2 logt o
=84,.¢(2logt+4). l
1 1 1
(Denn 2 logt g—4—')
Hieraus folgt, daf
X 1 log u
ol 3156 T log g

konvergiert und
<a,logt ist.

Es ist nun fiir 6 > } und ein ganzzahliges M/ =1

Fo=3 Lo 3 b (S(n)— S — 1))
=1 n——l n ru-% o
M 1 S(31)
= —'; S ('—;-— ,)" )
W2y n +n=%+1 O\ ~mrr) @y
weil nimlich
_S(m)
mhmoo M1y = 0
ist. Ferner ist
n-41
L___1_=sf S ra=1,2..
n

folglich

M fo%e) +1
T =F e 3 se [ -Gy

n=

h
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n+1 gy 1 gy
z-\/”f 6+1< f 6-}-%

Da

son [

ist und

n

o du
‘/1‘ 6+— fir 6=4+9,0=>0

gleichmiBig in Bezug auf 6 konvergiert, so mufl

oo n-+4+1 du
s [ <
n—M+l

in jeder Halbebene ¢ = } + 0 gleichmifiig konvergieren, und da
die Summanden dieser Reihe ganze Funktionen von s sind, so
folgt (nach dem WeierstraBschen Doppelreihen-Satz), daB fiir 6 > §
die Reihe gliedweise differentiiert werden darf. Daher ergibt sich

M oo n-1
P = 3 Inlgm e f s

n=1 n

°° logu S(M).log (M+1)
—s. S(n f e du -+ . .
w0 i L+ 1)
Setzt man in den erhaltenen Entwicklungen von F'(s) und F'(s)

fiir M die Zahl [#*], so ergeben sich auf Grund der drei Hiilfs-
1

formeln folgende fiir ¢=¢, 1— —Bg—z— =0 =2 giltige Ab-
schitzungen :
12 OO +1 4 S(#
FOI= 3 U4l 3 1500 f e 1300

< (a,+ a,+ a,) log t = C,logt.

(Man beaehte, dal fiir u=n=>1">¢e

nt+1 gy n+1logu .
f oy f 757 du 1st.)
n

oo +1
FoI=tg®. T Bl 3, 15 f B du

+ Iog (27150 15l

tﬁd

(demn [s|=t=>1),
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| F'(s)| << 2a, log® ¢ + 2a, log ¢ + 8a, log* ¢ < C,log*t.
Somit ist der aufgestellte Satz bewiesen.

Die Voraussetzungen des Satzes sind fiir F(s) = L, (s), 2 F 2,
und fiir F(s) = Zz‘(s) erfiillt. Aufierdem gelten fiir die {-Funktion
in dem betrachteten Gebiet ebenfalls zwei Abschidtzungen')

|¢(s)i < C,logt, [€'(s)| < C,log't,

und _
L%x () = Lz, (8) + B. g(s)

Aus diesen Tatsachen ld8t sich folgender Satz entnehmen: Es
gibt zwei Konstanten?) ¢,, ¢, (= 1) derart, daBl fiir

t=¢, 1———1~

=<
log ¢ =so=2

und fiir jeden Charakter y
[L,(s)| <<elogt, |L,(s)|<e, log*t
ist.

Aus diesen Ungleichungen soll nun eine entsprechende Ab-
!

v A2 -
L, abgeleitet werden.

Dazu gehen wir aus von der fiir 6 > 1 giiltigen Gleichung
1™ (Kp) 4+ 7™ (Kp)
L, (s) = G(s).e"™ "

schitzung von

(Die Gleichung ist zwar nur fiir reelles s abgeleitet, gilt aber
natiirlich auch im Komplexen.)

Hierin ist (nach der im vorigen Paragraphen eingefiihrten
Bezeichnung) der reelle Teil von

(K + (K,
m . pms

gleich
2 cos (mw (K,)). cos (mt log p)
m.p™

= W]j)"‘F {cos (n (o (K,) + ¢ log p)) + cos (m (w (K,) — tlog p))},

und da allgemein
(K) = eimo(K)

1) Siehe ,Handbuch®, Bd. I, § 46.

2) Die im folgenden mit ¢, (» = 1,2,"...) bezeichneten Konstanten sollen
alle =1 gewihlt werden.
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ist, so ergibt sich (fiir n =20, 1,2, ...):
| Ly (6 + nti) | ]

. Zm m_;”'a { cos (mn (o (K,) + tlog p)) + cos (mn (o (K,) — tlog p)) }
= |G (6 +nti)|.e” .
An Stelle der friiher benutzten Ungleichung
3+4+4cosp+cos2p=0

soll jetzt eine schirfere Kosinus-Ungleichung angewendet werden,
die zu einer genaueren Abschidtzung fiihrt.

Herr J. Schur hat durch ein Beispiel gezeigt!), daB sich
sechs positive Konstanten

Ogy Gy Gy gy Oy, O

®

so wihlen lassen, daB fiir jedes reelle ¢
o+ o, cos ¢ + o, cos 2¢ + «, cos 3p + @, cos 6@ + e, cos 7p =0,
@ > a,
und
Ot oyt oy < 6(“1"'“0)

ist. Diese Bedingungen sind némlich erfiillt, wenn

o, = 56+40\/§
o, = 93+64\/§
o, = 50+32\/§
o, = 14+ 8\/§
o, = 2
a, = 1

gesetzt wird. Denn
0 =<<2(1+4cosg)(1+2cosp)’.(14V2cosp)*.(2Y2—14+ (142 —2cos p)?)
=2(14cosp) (8 +4cos p+2cos 2p)(2+2 V2 cos p+cos2¢) (4(1+/2)
—4(1+V2) cos g +2cos 2¢)
= @,+ «, cos @ + &, c08.2¢ 4 a, cos 3¢ + a, cos Bp + «, cos 7,
wie man durch Ausrechnung findet,
o, —a, = 374242 >0,
und . : :
Gyt o, = 216+ 144 \2 = 6(36 + 24 \/2) < 6 (, — o).

1) Vgl. im ,Handbuch®, Bd. II, Seite 891.
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Es werde nun die Ungleichung

&, + @, cos @ + «, cos 2p + «, cos 3 + 2 cos 6 - cos 7¢p>0
auf

¢ = m(o(K,)+tlogp) wmd ¢ = m(w(K,)—1?logp)
angewandt; dann ergibt sich aus der fiir L,n(¢+ n#i) erhaltenen
Darstellung:

| L, (6)[.| L(6+1i) [ | L,a(6+2ti) || La(6+38) |**.| Le(6+68i) .| Ly (6 + 7t3) |
=[G(0)|.|G(6+4)|".|G (6 +2t) . |G (6 +381i) .| G (6 + 6t .| G- (64 Tti) |

da fiir 6>1

6@ =TI 11 >T— >
a1 ¢ 145 145

ist, wo P sidmtliche Prlmzahlen durchliuft, so folgt, wenn zur Ab-
kiirzung
Gt to, = %

1\ _
()

gesetzt wird, fir 6 > 1

1) Ly, (0) .| Ly (0-+25)|™ | L2(6+28)[**.| Lys(6+38) . | Lys (6+68) .| Lya(a+7) | > g >0

und

Filhrt man in diese Ungleichung die bewiesene Abschitzung
von L, ein und berticksichtigt, da wegen der Regularitit der

Funktion (s —1) L, (s) im Punkte 1 eine positive Grofe g, so ge-
wiihlt werden kann, daB fiir 1 <e¢=2

9,
-1
ist, so erhdlt man fiir 1< =<2, t=¢*
oo
ILZ(6+ti)|“l> € t— 0y —C o:g (6 1)a
g,°%.¢, ° Tlog *(2¢).log 8(3t) log?® (6¢). log (7t)
o (o 1) —
e (logt) '

Aus der Ungleichung -
| E(s)| < e, log"t
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folgt fir 2=06>1, t=¢

| L, (6 +t) — L, (1 + ti)| =

o+t
[ L
14t

(Das Integral soll iiber die geradlinige Verbindung von 1+ #
und 6 + # erstreckt werden.)

Daraus folgt weiter

| L,(1 +t)] > | L, (6 +ti)| — (s — 1) ¢, .log* ¢

<(¢—1)c,log*t.

%o
(6 - 1) “ 2
> T ppn— —(6—1)c,log’¢t
¢e,™ . (log ?) o
Ll

. 1)—; ( o — 0y % — 0 o
( v—e—a M —(e—1) “ ge.(logt) ™ )

¢,.(log?) “

_ (c‘ = c?‘— > 1).
¢ werde nun so gewihlt, daf

o — & % — 0 + &
(6 - 1) “ Cy Gy (lOg t) “ =%
wird. Dies ist der Fall fiir
1
o=1+ Oy n—oy oy

(e,e) % .(logt) “ %
Fiir dieses ¢ ist

)
A 1
(6—-1) = @™ (ﬂ%-%—i-%)’ l<o6<?2;
2ee)™ T (logt) ™ W™
daher ergibt sich
|L,(L+)]
1 1 ~ 1
>§- % — Gy — € o, (10_. n—ao+a1)
c.Qog) M @)% .Qogh™ 4T

1
"ty —ey

¢.(logt) 7%
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Diese Abschitzung gilt also fiir t=¢'. Da

1 1
1- %* 4+ — e >1- logt
2,¢,(logt) “— ™
ist, so erhidlt man fiir
1 1
t=e, 1— u+a1—a0§6§1+ aT——
2¢,¢,(logt) “17% 2,¢, (logs) 7%
]Lz(o'-{—tz)]zlL (1+t@)|-,f L;C(s)ds
14t
1 1 logt
>— P — —le—1].¢c, log
¢; (log ?) %
1 1 N
= %4y — oy - %4y —oy
e;(logt) % 2 (logh) T
1

nt g —oy

2¢ (logt) %

(Das Integral f 1st wieder geradlinig erstreckt zu denken.)
1+
Ferner ist fiir ¢ = ¢*,

1+ 1

e A %
: 2¢,¢,(logt) “ %
gem#f der vorhin abgeleiteten Ungleichung:

<6=2

%
) 6—1) "
L, + )] >—E= D

clogt)  ©

1

> A (_05_1_ x—l—dl—%) % — 0y — 0

1

= nt+ o, —e

2c,c,c,.(logt)y “ %
(Denn S~ 1.)

1
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Wird also 2¢,¢, = ¢,, ¢,c; = ¢, (>2¢,) und

x+o,—o,
o, — o, o, — ¢,

+1 =4

gesetzt, wo (gemdB der Eigenschaft der o,)

W= St te 4 g

o, — &,
ist, so ergibt sich fiir ¢ =¢* 1— 1 —=<e=2
¢, log™ ¢
1 1 , .
ILx(s}]> At —a, ¢ t)n’.-——2’ |Lz(s)}<c,log b
. < — og
¢,(logt) T '
also -
<c,c,(logt)” = ¢,.1o0 1.
L () f . (log ) g

Die fiir L,, L, und z bewiesenen Abschitzungen beziehen

gich alle nur auf die obere Halbebene. Wir erhalten aber daraus
auch unmittelbar die entsprechenden Abschiétzungen fiir die untere
Halbebene. Denn zu konjugiert komplexen Werten von s gehtren

konjugierte Werte von L,, L, und in Folge dessen auch von
!

_IT&; demnach folgt, da konjugiert komplexe Zahlen gleiche abso-
4

lute Betrige haben, daf auch fiir

t=<—e, 1— lméasz

|Zy ()] < e,log |t], Ly (s)] < ¢, log[¢]

und fiir
t<—¢, 1-— =6=<2
' c,log [t]
1 L, (s) "
L,(s)| > ; 2o l<e,dog™ It
T g og )T 1 L)
ist'

Aus den erhaltenen Abschitzungen wird ersichtlich, daf L,(s)
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fiir
1

Itlge" O'g_l—— ”
c,log " |?¢]

und daher gewiB fiir ¢ = 1, |¢|=¢* von O verschieden ist. An-
drerseits kann man aus der Ungleichung (1) unmittelbar schliefien,
dafl fir 6 = 1, ¢t 0

L,(s) 0
ist. Denn wire fiir s = 1+1¢,i, ¢, =0
L,(s) =0,

so wiirde in dem Produkte
L, (s+t3). Ly (s)

fir s = 1 die Nullstelle von Lx(s+toz') den Pol von L, (5) auf-
heben ; es miifite daher

L6 +4,0). L (6) = L~ “(6+4,3). (L, (6 +4,0). L, (6)™

gegen O konvergieren, wenn ¢ zu 1 abnimmt; das gleiche miifte
fiir die ganze linke Seite der Ungleichung (1) gelten, da ja
die Funktionen L, (s) fiir s = 1, ¢ 4 O sdmtlich regulir sind. Somit
wiirden wir auf einen Widerspruch gefiihrt?).

Nehmen wir das gefundene Ergebnis mit der frither bewie-
senen Tatsache zusammen, daf fiir jedes g

L) 40

ist, so erhalten wir den Satz, daB die L, auf der ganzen Geraden

= 1 sdmtlich von O verschieden sind. ‘
‘Hierdus ergibt sich speciell, daf man eine positive Grofie d,
80 bestimmen kann, daf fiir

1) Natiirlich kann fir diese Uberlegung die komplicierte Kosinus-Unglei-
chung durch die frither benutzte einfachere ersetzt werden. — Die hier ange-
wandte Beweismethode rithrt von Herrn Landau her (,Uber die Primzahlen
in einer arithm. Progression u. d. Primideale in einer Idealklasse“, Sitzungsber.
d. Wiener Akad.,, Abt. IIs, Bd. 117, §. 1096—98, 1908), der einen zuerst von
Herrn Mertens (auf die {-Funktion) angewandten Kunstgriff benutzt. (Siehe
,Uber eine Eigenschaft der Riemannschen ¢Funktion, Sitzungsber. d. Wiener
Akad., Abt. IIs, Bd. 107, 1898.) Kine ahnliche SchluBweise findet sich bereits
bei de 1a Vallée Poussin (,Recherches analytiques .. .%, deuxiéme partie,
Chap. V, § 1 und troisi®me partie, Chap. III, § 1, Annales de la société scienti-
fique de Bruxelles, Bd. 20, 1896). '

‘ 6
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= ozl —0— =1 =5
, d,log " (¢*) 4% d,
alle L, von O verschieden sind, und zwar kann dabei d, =c¢, ge-
wihlt werden.
Ist dann € die Kurve, welche durch die Gleichungen

6 = 1———1;,-— fiir |¢|=¢*
d,log " [t|
6 = o fiir [{|<e*

/

s
bestimmt wird, so sind fiir 5 § y, die Funktionen T’-‘-(—s)— in dem
4

Gebiete rechts von der Kurve € und darauf analytisch, und

!
il
le
ist dort eine meromorphe Funktion, die nur im Punkte 1 einen
Pol besitzt, und zwar von erster Ordnung mit dem Residuum
-1

Wir machen jetzt Gebrauch von der fiir reelles s >1 bewie-
senen' Formel

Sk )L”Es)) -1, 3B - RO,

in der R(s) eine Funktion bedeutet, die fiir s> eine Entwick-
lung in eine Dirichletsche Reihe mit lauter positiven Koefficienten
gestattet.

Diese Gleichung bleibt offenbar in der gesamten Halbebene
6 > 1 giiltig; dabei ist R(s) als komplexe Funktion fiir ¢ > } re-
guldr und fiir 6 = § beschridnkt. (Denn fiir ¢ > } ist |R(s)| = R (0).)

“Wird daher die fiir 6=>1 durch die Reihe z'hz?s—p - definierte
p :
Funktion mit f(s) bezeichnet, so ergibt sich aus den Eigenschaften

der Funktionen Lx(()) , daB f(s) sich bis zu der Kurve € analytisch

fortsetzen 14Bt, und zwar ist f(s) auf € und rechts davon regulir,
abgesehen von dem Punkte s = 1, in welchem f(s) einen Pol

erster Ordnung mit dem Residuum 711—- besitzt.
Ferner gilt fiir
1

]tlge‘, 2262__1—————“—,—
d log" |t|
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eine Abschitzung
()| < ¢,10g?¢,
worin ¢ >0 ist.
(Fiir einen spiteren Zweck ist es niitzlich zu zeigen, daf der

specielle Wert der positiven Zahl ¢ auf den folgenden Beweis keinen
Einflufl hat.)

Die Summe 2'10—1%?— erstreckt sich iiber alle in der Klasse
p

K (= K,)") darstellbaren Primzahlen. Ist % eine solche Primzahl,
so werde log n = b, gesetzt, fiir alle iibrigen (positiven) n sei
b, = 0. Hiernach ist fiir 6 >1

© 3
f(s) =n§1?7

und diese Dirichletsche Reihe konvergiert fiir ¢ > 1 absolut.

Nun gilt allgemein folgender Satz, der mit Hiilfe des Cauchy-
schen Integralsatzes bewiesen wird?): sind ¥ und T zwei positive
Groflen, so ist das geradlinig erstreckte Integral

2+ 1% ,8 2
o L =0 firy=1
My g S T

2
= 1ogy+c~>-i’ZT fiir y =1,

wobei jedesmal |®| <1 ist.
Aus diesem Satz 146t sich folgende Konsequenz ziehen: es sei
(o] a,
n=1 n*
eine fiir ¢ > 6, (6, <<2) konvergente, und zwar fiir s = 2 ab-
solut konvergente Dirichletsche Reihe, die also in ihrem Konver-
genzbereich eine reguldre Funktion F(s) definiert,  sei eine reelle
Zahl >1; dann ist das geradlinig erstreckte Integral

2 - x%4 3 [
1 f F)-%ds = 3 a,.log = 4+ 0(1).
2 § n=1 n

2xi o
— X

Denn da fiir 6 = 2 die Dirichletsche Reihe, mithin auch
[e o) a, 2
nz 1 (7‘? ' -ST)

1) Von jetzt ab soll die betrachtete Klasse statt mit K, kurz mit K be-
zeichnet werden.
2) Siehe ,Handbuch®, Bd. I, § 49.
6*
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él ,l ist), so darf

2. [ G)

'n—12’u 2—g2 5

gleichmifig konvergiert (Weil ja I n?+t'

man gliedweise integrieren und erhilt:

ds,

_1__ 2+a F(s).w"
2m’_£ ?

—a%

und fiir diese Summe ergibt sich nach dem eben genannten Hiilfs-

satz der Ausdruck:
n o n
2 n () ] : 2
pe + . =§ ) a, ® (n, ) p

T a @(n z)
Hierin ist |@(n,z)] <1 fiir » = 1,2, ..., (x> 1); also ist

z z
> a,\log—+@(n,2)-
n=1. n

Ealog + 3

n=1

(e o]
Daher ergibt sich (Wegen der Konvergenz von 3} lin':l) in

n=1
der Tat die behauptete Gleichung.
Nun sind offenbar fiir a, = b, die Voraussetzungen des eben
bewiesenen Satzes erfiillt; daher folgt:

LT pgas = 3 4,108 2
Sl S f(s)ds = - log — 4+ 0 (1).
o E, s 00

Wir nehmen jetzt # > ¢’ an und formen das Integral
1 2+ 2?0 e

m s f (S) ds

2 — 229

mit Hiilfe des Cauchyschen Satzes um, indem wir. den geraden
Integrationsweg von q, = 2—2' nach p, = 2+2°¢ durch den

Weg B ersetzen, der von g, geradlinig nach

1
G, = 1- _"'x l
d,log* ( x%)
von g, auf der Kurve & nach
p, = 1— 1 + 2%
d,log™ (

und von p, wieder geradlinig nach p, fiihrt.
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Da die Funktion - — f(s) im Innern und auf dem Ra.nde des

von B und der geradhmgen Verbindung der Punkte q,, pl emge-
schlossenen Gebietes regulir ist bis auf den Punkt s = 1, in

welchem sie einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum —;:f- be-

0
sitzt, so ist

1 j‘2+"2' z° x 1 x°
4 f(s)ds = ——+—.f = t(s)ds
2mi 9 st h, ' 2mi ®) s ?

— 29

und nach der vorhin gefundenen Formel folgt hieraus:

xX S
S blog s =+ 0+ [ Z-f(s)ds.
n=1 n Y (%) S

Um nun fiir f iscg— f(s)ds eine Abschitzung zu géwinnen,
(W)
fithren wir noch die Punkte q, = & — ¢*4, p, = & + ¢*¢ ein, zwischen
denen die Kurve € (also auch der Weg ) geradlinig verlduft.
Nach der Definition von B ist

T2 0a Ps Pe 1
Jo = S [ L[
Auf dem gera,dhmgen Wege von q, nach p, liegt [f(s)]| unter-

halb einer von x unabhingigen Grenze G, ¢ hat dort den kon-
stanten Wert &, und die Lidnge des Weges ist 2.¢*; also ist

Ps 2et G . x?
~/q. ?— f(s) ds << ""—’8‘3
3

Auf dem geraden Wege von p, nach p, hat ¢ den konstanten
Wert 2%, 2* > ¢*, ferner ist
LR P T T
d,log™ (%) d, log™ |t]

= 0@?).

1—

also ist dort
|f(s)]| < ¢, log?|t| = d,.logtx.
(d, = 20,
AufBlerdem ist
z*

x° 1
===,
= xt z’

@
&
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und die Linge des Weges ist <2; also folgt

. . pl Q
‘f ﬁ:;f(s)ds‘<.2iali,g~—‘” — o).
s x
P2
G2 8
Dieselbe Abschitzung gilt offenbar fiir f i:,— f(s)ds.
q1
Auf dem Wege von p, nach p, ist
6 =1- 1”,———, t=e'), s = 6+t = s(t),
d,log " ¢
ds ‘ % |
Bl | til<a,
dt d,log”+1t.t ] ’

Daraus folgt:
3 8 2 .8 d
Lj%f(s)ds =U::_,f(s)%dtl

22 z° 2 . d, log ""t
< dyc, f - logetdt <d,c, . x1log® (27) - Sad—
84

et &

1

Fiir hinreichend grofies x ist

ﬁ\‘/l
0
e VBT gt

Wihlen wir also z geniigend grof, so kinnen wir das’ Inter-
vall von ¢* bis z* zerlegen in die beiden Teil-Intervalle von ¢* bis

Hepetj—— w41
e Vloga; und von e Viogz bis 2.
Nun ist
1 1

ge_’iv——- - N —_——
logz dylog” ¢ ey

e x w41 CO

[ ey aen T
et s et ’

1
1 w41
*7(10850)
= 0 \e ' ,



1

d, log" t dt

22 2@
[ s r
oty ——— 2y
. \/log z e \/108 x

: —%—-u\l/logx
= 0\e ™ .

(Denn d, = ¢, > 1.)

,—Viog

Demnach ergibt sich

- g Vo)
f = O\z.log?z.¢ ,
bs '

s

und dieselbe Abschidtzung gilt natiirlich auch fiir ‘L‘ .
2

Wir benutzen jetzt die Tatsache, daB x' < 7 ist, und schalten
zwischen %'+ 1 und 8 die Zahlen v,, v,, w ein, sodafl

dtl<ov<v,<w<8

ist.
Dann ist zuniichst
# B Y. —
— _;__ —+\'/logac _ (_;_ "—Vlogaz — ¢ log log :c) ( — Vlog x)
logex.e ™ = e ! =0\e )
1y
—— " Vlogx v
z.logex.e d‘ = O(x.e \/log:c)’

= —®)lega _ O(w.e—\/logw)’

1= z.e 8% = O(x.e—?/lvog;).

Hiernach ist ersichtlich, da8 fiir jedes der fiinf Integrale, aus -

denen f si;f(s) ds sich additiv zusammensetzt, die Abschétzung
@)

0.0 Vioe3)

giiltig ist. Somit erhalten wir:

20 = x

b,.log—:—;- = -g:+0(x.e-\7]°gx).

M=

n=1
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Wird fiir x>1

@) = e —\710gx

definiert, sodaB 0 < d(x) <1 ist, und wird in der gefundenen
Gleichung z durch z + 0'(z).z ersetzt, so ergibt sich

z+8.x _u
> bnlog(x+6'x)= x+0.w+0(x.e \/loga:)'
n=1 n ho

(Man beachte, daB z < x4 0.2 < 2z ist.)

:

Wird ferner von dieser Gleichung die vorige subtrahiert, so
folgt:

x z+0.x i
log(1+3(@). X b+ = b,log(TE02)
n —

n=g -4

= 6};"” + O(x.e—v\l/logw).

Nun ist

x+6.x x4+ 6.2
> b,,log(i”—%"i)glog 2 log(1+9(@). 31

n==ax

= 0(0.z.logx.log(14+9)) = 0(0*.x.logx)

vy
= O(x.log:c.e—2\/l°gx).
(Denn fiir [z] +1=n=<z-4 0z ist

r+0.x
n

b, =< log n << log 2z und <1+40;
ferner ist log (1 +0(z)) = 0(d(x)), weil lim d(x) = O ist.)
€r =00

Demnach folgt

x ¥t vy
log(1+9). 3 b, =+ 0lo.e=V%2) 4 0(¢. 10g 5. —2Vioe2)
n=1 0
i)
= 6h'w +0(x.10g x.e_2vl°g“’),
(]
und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl
0@  _
Tg(+o@) — 1 T00@)

ist, ergibt sich:



vy
% b, = —};'f—-l-o(0.x)+()(_‘15_.wlogx.e—2\/logw)
0 .

n=1

—_ —hx—+0<x.logxe—vmgw) == %4—0(“33_\’7@)-
0 0

Nun werde mit x,(zx) die Anzahl der in K darstellbaren?)
Primzahlen < x bezeichnet. Dann ergibt sich aus der Definition

von b,
X bn
() _n§210g”
Setzen wir
x
2 b= s(x),
n=1
so ist, wie eben bewiesen: ’
s(2) = Z—'+0(x. '"\/logx)
0
Andrerseits ist
n n—1
o osm)—sm—1) 1 % 1 + 2‘”} (s(n —h_o)_(s(n—l)—_h—o—)
(@) _”gg log n T ok, g Zologn ', logn
[]
s (@) — 1z]
1 2 1 1 1 1 h,
= i 2, g+, 2, 00 ~0) (ign ~ TgwED) * hog2 * T @ED
1 (% du _\/loga, 1 1 |
= h, , logu +0( )+O(1 ogx )+ )2 (s(n) )(logn log(n+1))'

Da fiir wg2 und eine geeignet gewihlte Konstante C

t

i
< C.xe—\/bgw

o

0

ist, so ist (fiir x=2)

1) scilicet: zu D teilerfremden.
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z ® C’.n.e_vﬂ’gg.log 1+—1—
2(8(”) )(lo;n log(711+1))'<,n§2 logn.log(n+(1) n)

c —Viogn f’ —{logu
log2 log3n§2e <¢C du

<C, fﬁe—\/mgudu+ C’,j‘z e _\/l(’g“du< C, (\/5+w.e—\/“°gx)
! Va

= O(x.e—\s/lo_g;)

(denn w< 8);

und da auch

i -e"'z{/logw == 0<x.e—\7@)

log 2
ist, so ergibt sich im ganzen
oy o~ Viogs
wo) = o [ 1+ )

wobei A, gleich 2k oder % ist, je nachdem die Klasse K zweiseitig
ist oder micht.

Und dies ist der zu Anfang aufgestellte Satz.




II. Teil.

Von denm durch eine quadratische Form darstellbaren posi-
tiven, ganzen Zahlen.

Einleitung.

Durch Anwendung der bisher entwickelten analytischen Hiilfs-
mittel 148t sich auch fiir die Anzahl aller durch eine bestimmte
Form?!) der Diskriminante D darstellbaren Zahlen unterhalb einer

.Grenze z eine Abschitzung beweisen.

Es bezeichne A, (z) die Anzahl aller durch die Klasse K
eigentlich darstellbaren (positiven) Zahlen <z, B,(z) die Anzahl
aller durch K schlechthin darstellbaren Zahlen <z (wobei unter
einer ,schlechthin“ darstellbaren Zahl eine solche zu verstehen
ist, die eigentlich oder uneigentlich darstellbar ist), dann -

ist:
A (e) = C.x +0( x3 )
Viog z log®*x

C.xz z
B.(x) = 0
@ Viog z * (log%x)’

falls alle Klassen der Diskriminante D zweiseitig sind; andern-

falls ist
4,0 = - +o< z )
Viegz >
Viog z . (log ) "
B.@) = (i +0< : 8,),*
Viog z . (log) "

1) Unter ,Formen“ sollen weiter wie bisher nur primitive (und fir D << 0
auch nur positive) Formen verstanden werden.
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wobei ~ wie bisher die Klassenzahl bedeutet und fiir ' jede positive

Grofe gesetzt werden kann, welche << 1 und é—ii ist.

(Die Bedingung 8'§%—, welche zur Folge hat, daf

z z
log®x -
Viog z . (log x)

ist, kann nur fiir A = 3 zur Geltung kommen, weil fiir 2 <3

alle Klassen zweiseitig sind und fiir 2 =4 die Forderung &' < h

4
fiir @ < 1 von selbst erfiillt ist.)
Dabei bedeuten C und C' zwei von O verschiedene, nur von
D abhingige Konstanten.
Der wesentliche Inhalt der aufgestellten Behauptung liegt in
folgenden zwei Sétzen:
1) Bei jeder Klasse K hat 4. (@) .xvlog Y und B: () ;c\/logx

fiir £ = oo einen von 0 verschiedenen Grenzwert.
2) Sind K und K’ zwei verschiedene Formen-Klassen, die zu
derselben Diskriminante D gehoren, so ist

. Ax@ . Bx(@)
I = 1 3 =1
w;moo A (x) zc=n<;o By (x) '

es werden also in jeder Formen-Klasse der Diskriminante .D
asymptotisch gleich viele Zahlen (sowohl eigentlich wie
schlechthin) dargestellt.
(Man beachte, daB der entsprechende Satz fiir arithmetische
Reihen trivial ist.)

§ 1. Uber die Darstellung von Zahlen durch Klassen
eines Geschlechts.

Wir haben im ersten Teil nur die Darstellung von solchen
Zahlen betrachtet, die zu D teilerfremd sind. Jetzt miissen zur
Erginzung einige elementare Sitze iiber die Darstellung beliebiger
Zahlen zusammengestellt werden, wobei zunichst nur eigent-
liche Darstellungen in Betracht gezogen werden sollen.

1) Sind m, und m, teilerfremd, so ist m,.m, dann und nur
dann durch irgend eine Form der Diskriminante D darstellbar,
wenn m, und m, darstellbar sind.
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Denn was die Bedingungs-Kongruenz
' = D (mod 4m,m,)
betrifft, so ist sie hinsichtlich ihrer Ldsbarkeit gleichwertig mit
dem System der beiden Kongruenzen
2* = D (mod 4m,)
2’ = D (mod 4m,),
welche, falls sie einzeln lgsbar sind, auch eine gemeinsame Losung

besitzen.
Lassen sich ferner in den Gleichungen

i—4dmn, = D
23— dmyn, = D
die Zahlen z,, z, so wihlen, daB m,, z,, n, keinen gemeinsamen

Teiler haben und ebensowenig m,, z,, n,, dann ldft sich auch die
Kongruenzwurzel « so wihlen, daf in der Gleichung '

2 —4dm m,n = D

die Zahlen m,m,, z,n teilerfremd sind. Denn wir erhalten eine
Lisung 2 aus den Kongruenzen

z, (mod 2m,)
r = z, (mod 2m,)

x

(welche jedenfalls eine gemeinsame Liosung besitzen, weil
(m,m,) = 1 und z, = x, (mod 2)

ist), Hétten nun fiir ein solches z die Zahlen m,.m,, z, n einen
gemeinsamen Primteiler p, so miifte dieser entweder in m,, z, n
oder in m,, z, n aufgehen. Nehmen wir etwa das erste an, so er-
gibe sich, da

x = x + 2m,
ist, daB p auch in z, aufginge, und aus den Gleichungen
‘B —dm om,m = x}+ 4, m 4+ 40 md —dm mn = &} —dm,n,
n, = m,n—Ax,— A’m,
wiirde folgen, dafl p in #,, also gemeinsam in m,, z,, n, aufginge,

was der Voraussetzung widerspricht. .
Umgekehrt erhdlt man aus einer Gleichung

' —4m m,n = D,

in der m,m,, x, n teilerfremd sind, sofort zwei Gleichungen
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'—4dmn, — D
z*—4dm,n, — D,

bei denen beziiglich m,, z, n, und m,, z, n, teilerfremd sind. Man
braucht dazu nur

MW = Ny, MN — N0,

zu setzen. Denn hétten etwa m, , 2, m,n einen gemeinsamen Teiler,
so miiite dieser, da (m,,m,) = 1 ist, in n, also gemeinsam in
m,my, x, n aufgehen, entgegen der Annahme.

Gibt es also zwei primitive Formen (der Diskriminante D)

(ml ’ wl’ "1)7 (mi7 x!’ nﬁ)l

so gibt es auch eine primitive Form (m,m,, 2, ») und umgekehrt.
Dies ist aber gleichbedeutend mit der aufgestellten Behauptung.

2) Sind m, und m, zwei zueinander teilerfremde, darstellbare
Zahlen, so ist jede Klasse, durch die m,m, darstellbar ist, gleich
dem Produkt zweier Klassen, von denen die eine m,, die andre m,
darstellt, und umgekehrt 1i8t sich durch jede Klasse, die gleich
einem solchen Produkt ist, die Zahl m,m, darstellen.

Dies ergibt sich daraus, da8 einerseits jede Form (m,m,, z, n)
sich zusammensetzen 1i8t aus den Formen

(m,, z, mym), (my, x, m,n)
und daf man aus zwei Formen
(ml’ xl ’ nl)l (m27 xﬂ ’ ”!)7

die ja (zufolge der Bedingung (m,, m,) = 1) sicher einhellig sind,
durch Komposition eine Form (m,m,, z, n) gewinnt.

Fiir die Zulassung der uneigentlichen Darstellungen ist fol-
gendes zu bemerken:

Eine Zahl

0y 0,
M =Py <.

ist dann und nur dann schlechthin darstellbar, wenn jeder zu D
teilerfremde Primfaktor p,, zu dem ein ungerader Exponent «, ge-
hort, darstellbar ist und wenn fiir die in D aufgehenden Prim-
teiler p, mit ungeradem Exponenten o, eine eigentlich darstellbare

ungerade Potenz von p, in p,” aufgeht.

Denn m ist dann und nur dann schlechthin darstellbar, wenn
es zwei Zahlen m', m” von der Art gibt, daB m' eigentlich dar-
stellbar und
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ist. Bei dieser Zerlegung von m mufl offenbar von jedem Prim-
faktor p,, fiir den @, ungerade ist, die hochste in m' aufgehende
Potenz ungerade (und daher gewif = p,) sein, und nach Satz 1)
folgt, daB diese in p,* aufgehende Primzahlpotenz eigentlich dar-
stellbar ist; im Falle (p,, D) = 1 konnen wir weiter schliefen,
daB p, selbst darstellbar sein muf. Gibt es umgekehrt zu jedem

ungeraden «, ein ungerades f,=< o, derart, da8 pf’ eigentlich dar-
stellbar ist, dann braucht man nur

o =w
v
(e, ungerade)

zu setzen, um eine Zerlegung

v, e

m = mm

zu erhalten, bei der m' eigentlich darstellbar ist.

Fiir die Darstellung schlechthin von Zahlen, die zu D teiler-
fremd sind, gilt ebenso wie fiir die eigentliche Darstellung der
Satz, daB zwei Darstellungen derselben Zahl stets in demselben
Greschlecht stattfinden. Denn ist (m, D) = 1 und ist m in K und
in K’ darstellbar, so gibt es fiir m zwei Zerlegungen

—_ 2 . 100y 12
m o= m .m;, m = mm

derart, daf m, in K, m| in K' eigentlich darstellbar ist. Setzen
wir

(my, my) = d, m = dn,, m; = dn,
so ist
nomy; = n,m’
("’n ”:) = 1,

und daraus geht hervor, daB », und »; Quadratzahlen sind. Da
auflerdem

(n,, D) = (n;, D) = 1

ist, so konnen n, und »] nur durch Klassen des Hauptgeschlechts
eigentlich dargestellt werden. Ferner entspricht den beiden Zer-

legungen
m, = dn,, m, = dn]

(mindes{:ens) ein Paar von Zerlegungen der Klassen K, K'
K=KK, K'=K.K

von der Art, daB d sowohl in X wie in K’, », in K und #] in
K' eigentlich darstellbar ist.
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Dem eben gesagten zufolge miissen K und K' zum Haupt-
geschlecht gehtren, K gehort demselben Geschlecht an wie K,
also gehort auch K zu demselben Geschlecht wie K'.

Aus diesem Satz ergibt sich insbesondere: ist (m, D) = 1 und
m = ¢'m/, wo ¢* das groBite in m aufgehende Quadrat bedeutet,
o ist in einem bestimmten Greschlecht die Zahl m dann und nur
dann schlechthin darstellbar, wenn m' darin darstellbar ist.

Sofern néimlich m iiberhaupt darstellbar ist, muf auch m' dar-
stellbar sein, und in dem Geschlecht, in welchem ' darstellbar
ist, gibt es dann jedenfalls eine Darstellung von m; mithin miissen
alle Darstellungen von m in diesem Geschlecht stattfinden.

Es 146t sich ferner aus dem Satz 2) iiber eigentliche Dar-
stellungen folgende Tatsache entnehmen: ist m in der Klasse K
schlechthin darstellbar und sind m,, m, zwei teilerfremde Zahlen,
deren Produkt m ergibt, so sind s, und m, (beziiglich) schlechthin
darstellbar in zwei Klassen K, K® deren Zusammensetzung K
ergibt; sind umgekehrt zwei teilerfremde Zahlen m, und m, be-
ziiglich durch K und K® schlechthin darstellbar, so ist m, m, durch
K® K® gchlechthin darstellbar. —

Wir brauchen nun fiir die folgenden Schliisse einen funda-
mentalen Satz aus der Gruppentheorie, den wir implicite bereits
angewendet haben, da.sich auf ihn der Beweis fiir die Existenz
der Charaktere einer Abelschen Gruppe stiitzt. Dieser Satz lautet:
in jeder Abelschen Gruppe gibt es ein System von n verschiedenen
Elementen C,, ..., C, und von zugehdrigen (positiven) ganzen Zahlen
a,, ..,a, von der Art, daB sich jedes Element der Gruppe durch
ein Potenzprodukt

(/4 (14
s ... O

n

darstellen 1i8t, wobei jedes der «, beziiglich modulo @, eindeutig
(durch das Element) bestimmt ist.
(a, ist der ,Grad“ von C,, d. h. die kleinste unter denjenigen
- positiven Zahlen n, fiir welche C? gleich dem Einheitselement ist.
Das Produkt a,,...,a, ist gleich der Ordnung der Abelschen
Gruppe.)
Die Anwendung dieses Satzes auf die Abelsche Gruppe der
Formen-Klassen lehrt uns, daf man #» verschiedene Klassen

H,..,H

n

(ein System von ,Fundamentalklassen®) auswihlen kann, durch die
sich alle Klassen als' Potenzprodukte auf eindeutige Weise (in dem
angegebenen Sinne) darstellen .lassen. (Das Produkt g, ...a, der
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Grade von H,, ..., H, ist gleich . — Eine Fundamentalklasse H, ist
offenbar dann und nur dann zweiseitig, wenn ihr Grad a, =2 ist.)

Aus der Tatsache der Eindeutigkeit der Darstellung einer
Klasse K durch H,, ..., H, ergibt sich insbesondere folgendes: ist
a, eine gerade Zahl, so muB in der Darstellung einer zum Haupt-
geschlecht gehorigen Klasse K durch die Fundamentalklassen der
Exponent «, gerade sein. Denn K muf sich in der Form K’ dar-
stellen lassen, und wenn

o,

K=H"..H"
ist, so ist
’ N L
- 1 et
und hierin muf
2¢, = «, (mod a,)

sein. Da a, gerade sein soll, muf also «, gerade sein. Ist umge-
kehrt in der Darstellung

K = H.. H™

n

fiir jedes H,, zu dem ein gerades a, gehort, der Exponent «,

gerade, so ist K eine Klasse des Hauptgeschlechts. Denn da fut

ein ungerades a, jedenfalls eine zu «, modulo @, kongruente gerade

Zahl existiert, so konnen in der Darstelling von K durch die

Fundamentalklassen alle Exponenten geradzahlig gewidhlt werden,

sodaf in Evidenz tritt, daB K gleich dem Quadrat einer Klasse ist.
Hieraus folgt: zwei Klassen

K= H%. H" wd K = H*... H"

gehoren dann und nur dann demselben Geschlecht an, wenn fiir
jede Fundamentalklasse H, von geradem Grade die Exponenten
¢,, «) modulo 2 kongruent sind.

Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir mit dem Beweise
folgendes elementaren Satzes: .

Es sei a eine ganze Zahl >2. n,, ..., n, seien gewisse Zahlen,
die nicht alle von einander verschieden zu sein brauchen und iiber
die nur vorausgesetzt wird, daB jede von ihnen zu a teilerfremd ist.

Man setze in dem Ausdruck

51”1+"'+€unp

fir ¢,, ..., &, nacheinander alle 2* Kombinationen von reellen Ein-
heiten. Dann kommt unter den 2“ so entstehenden Zahlen
bei ungeradem a fiir 4 = a —1 aus jeder Restklasse modulo a -
mindestens eine Zahl vor,
7
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und bei geradem a kommt fiir u = -;i —1 aus jeaer Restklasse

modulo @, deren Zahlen = p (mod 2) sind, mindestens eine Zahl
vor, wihrend aus den iibrigen Restklassen keine Zahl vorkommt.
(Diese letzte Bemerkung ist trivial; denn da fiir gerades a die

Zahlen #,, ..., n, simtlich ungerade sind, so ist

&n,+ - +en, =g (mod2)

Im folgenden moge fiir einen geraden Modul eine Restklasse
als gerade oder ungerade bezeichnet werden, je nachdem die in
ihr enthaltenen Zahlen gerade oder ungerade sind.)

Zum Beweise nehmen wir zunichst eine unbegrenzte Folge
von positiven (nicht notwendig verschiedenen) Zahlen %, n,, ... an,

deren jede zu a teilerfremd ist, und eine positive Zahl x von der
Beschaffenheit, daf unter den 2* Zahlen

&N+t g,n,

bei geradem @ hochstens von (—;——— 1) Restklassen, bei ungeradem

a hochstens von (a—1) Restklassen (modulo a) Repriisentanten
auftreten, und wollen zeigen, daf durch die 2*' Zahlen

&N 4+ Epr1 Py

mehr Restklassen reprisentiert werden als durch die Zahlen
&N, +--+¢,m,

Es seien r,, ..., r, die verschiedenen kleinsten positiven Reste
modulo a der in der Form

: &N+ g, m,
auftretenden Zahien. Dann werden durch die Zahlen
81711-};---+6”,_1n,,+1
gerade so viele Restklassen repridsentiert wie durch die 2k Zahlen
O R T o (VN Rk W A TR
Dabei kann offenbar fiir « ¥ 8, (¢, =1, ..., k) weder

ra‘+ nxﬂ = rﬂ + nnﬂ (mOd a)
noch
Te— My = Tg— Ny, (mod a)

sein. Wiren daher unter den 2k Zahlen (r, £ n,,,) nicht mehr als
k zu einander inkongruent modulo @, so miifiten die Zahlen r,+ n,,,,
abgesehen von der Reihenfolge, denselben Restklassen angehdren
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wie die Zahlen r,—n,,,. Daraus wiirde aber folgen, daf

k k
2 etny) = X (o—ny,) (moda),
c=1 ew=1

also
2kn,,, = 0 (mod a)

wire, und da (n,,,,a) = 1 ist, so miifite
fiir ungerades a

k=0 (moda), k=a,

fiir gerades a

k=0 (mod 2), k= 5
- sein, wihrend nach unserer Annahme N
fiir ungerades a
E=a-1,
fiir gerades a
a
<z _
k= 5 1
ist. Es folgt also, daf durch die Zahlen (r,*n,,,), mithin auch
durch die Zahlen & n,+ -+ +&,,, n,,, mehr als k Restklassen repri-
sentiert werden.
Solange also durch die Zahlen & #,+ -+ ¢&,n, noch nicht die

verlangte Anzahl (a oder —;——) von Restklassen représentiert wird,

tritt durch Hinzufiigung eines Gliedes ¢,,,n,,, eine Vermehrung
der Anzahl der auftretenden Restklassen ein. Andrerseits ist er-
sichtlich, daf durch Hinzufiigung eines solchen Gliedes (bei be-
liebigem %) in keinem Falle eine Verminderung der Anzahl der
vorkommenden Restklassen bewirkt werden kann. Beachtet man
noch, daB durch & n, stets zwei Restklassen reprisentiert werden
(weil a > 2 ist), so erglbt sich die Rlchtlgkelt unserer Behauptung.

Von dem bewiesenen Satze machen wir nun Gebrauch, um
daraus fiir den Fall, daB nicht alle Formen-Klassen der Diskrimi-
nante D zweiseitig sind (daf also die Anzahl der Klassen in einem
Geschlecht > 1 ist)!), folgende Konsequenz abzuleiten: es werde
die Zahl m durch eine Klasse K dargestellt; ferner sei m so be-
schaffen, da zu jeder nicht ambigen Fundamentalklasse H, (fiir

1) In dem Falle, wo alle Formen-Klassen zweiseitig sind, ist die folgende
Behauptung nichtssagend. ‘

7+
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die also a,= 3 ist) mindestens %, verschiedene zu D teilerfremde
und in H, darstellbare Primzahlen existieren, fiir welche der Ex-
ponent ihrer hichsten in m aufgehenden Potenz zu a, teilerfremd

ist (wobei %, gleich (a,— 1) oder gleich (%:——1) zu setzen ist, je

nachdem @, ungerade oder gerade ist); dann ist m durch jede
Klasse desjenigen Geschlechts darstellbar, dem K angehort.

(Der Satz gilt sowohl, wenn man unter Darstellbarkeit jedes-
mal eigentliche Darstellbarkeit, wie auch, wenn man darunter
Darstellbarkeit schlechthin versteht. Der folgende Beweis ist fiir
beide Bedeutungen von ,Darstellung® giiltig.)

Nach Voraussetzung konnen wir zu jeder Fundamentalklasse
H, welche nicht zweiseitig ist, %, verschiedene!) Primzahlen
. Py, -++y Dy, Wihlen, die nicht in D aufgehen und in H, darstellbar
sind, wobei noch die Bedingung erfiillt ist, daf der Exponent «,,
der hichsten in m aufgehenden Potenz von p,, zu a, teilerfremd
ist (fir o =1,..,%,).

Setzen wir

oy o
m, = I}’{pﬂ "°p,‘,7::kv}’
wo das Produkt iiber alle diejenigen » zu erstrecken ist, zu denen
ein nicht ambiges H, gehort; dann ist

m = mm, und (m,,m,) = 1, (m,, D) = 1.

Da p,, durch H, darstellbar und zu D teilerfremd ist, so ist
pg”? durch He** darstellbar, wobei fiir &, sowohl (+1) wie (—1)
gesetzt werden kann. Folglich ist

Cyy, o
V1 ‘Vk,,

pvl e -p ’ka
darstellbar durch die Klassen
st Oy 4= o0 - skv “,,kv.

Nach dem vorigen Satz treten unter den Zahlen
g, t ey (,=x1fire=1,.., k)
fiir ungerades @, Repriisentanten von allen Restklassen, fiir gerades

a, Reprisentanten entweder aller geraden oder aller ungeraden
Restklassen modulo @, auf (wie aus der Bestimmung von £, folgt).

1) Fir ein nicht zweiseitiges H, ist k,_z__-“é'-— 1>0.
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. . @ « . .
Ferner sind je zwei Zahlen p,,” ... pw’c'kv, welche zu verschie-
v

denen Werten von v gehdren, zu einander teilerfremd, weil zwei
verschiedene Fundamentalklassen nicht zu einander entgegengesetzt
sein und daher auch nicht gemeinsam eine zu D teilerfremde Prim-
zahl darstellen konnen.
" Hieraus folgt, daf m, durch jede der Klassen
Y + sk,,“a'k,,
11 H,

darstellbar ist.

Beriicksichtigt man noch, daf bei der Darstellung der Klassen
durch die Fundamentalklassen, der Exponent von H, nur modulo
a, bestimmt ist, so gelangt man auf Grund der genannten Tat-
sachen zu folgendem Ergebnis: es gibt eine Gresamtheit von Klassen,
deren jede die Zahl m, darstellt, und die man aus einer gewissen
Klasse :

0y Cp
H..H

n

(in welcher fiir jede ambige Fundamentalklasse H, der Exponent
o, gleich O ist) dadurch erhilt, daB man fiir jedes » (v =1, ..., n)
der Reihe nach entweder alle Zahlen oder alle zu «, modulo 2
kongruenten Zahlen eines vollstindigen Restsystems von a, setzt,
je nachdem a, ungerade oder gerade ist. Dies besagt aber, wie
vorhin bewiesen, daB m, durch si@mtliche Klassen eines gewissen
Geschlechts darstellbar ist. Da andrerseits m, zu D teilerfremd
ist, so ist m, nur in einem Geschlecht darstellbar.

Ist also K irgend eine Klasse, durch die m, dargestellt wird,
so wird m, durch jede Klasse desjenigen Geschlechts dargestellt,
dem K angehort. Da ferner m durch die Klasse K dargestellt
wird und (m,, m,) = 1 ist, so gibt es zwei Klassen K, K®, durch
die beziiglich m,, m, dargestellt werden und die der Bedingung

K(l) K(i) —— K
geniigen. Stellt andrerseits K die Zahl m, dar und ist
KYK® — z

so stellt K die Zahl m dar. Nun wird m, durch alle Klassen K®
dargestellt, die zu demselben Geschlecht gehoren wie K, und
wenn K@ die Klassen dieses Geschlechts durchliuft, so durch-
liuft K (= K K®™) alle Klassen des Geschlechts, zu welchem X
gehort. Durch alle diese Klassen ist also m darstellbar, wie be-
hauptet wurde. /
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Wir wollen eine (durch Formen der Diskriminante D) schlecht-
hin darstellbare positive Zahl m, die fiir ein bestimmtes » (v =1,...,%)
weniger als k, zu D teilerfremde, in H, darstellbare Primzahlen
(genau) in einer zu «, teilerfremden Potenz enthilt, eine ,Aus-
nahmezahl® fiir die Klasse H, nennen.

(Danach ist eine Zahl als Ausnahmezahl nur in Bezug auf
eine bestimmte Wahl der Fundamentalklassen erklirt. Ferner ist
klar, daf fiir eine zweiseitige Fundamentalklasse keine Ausnahme-
zahlen existieren konnen, weil %, sowohl fiir a, = 2 wie fiir
a, = 1 den Wert O hat. Hieraus folgt, daB es bei einer Diskri-
minante 1), deren sidmtliche Klassen zweiseitig sind, iiberhaupt
keine Ausnahmezahlen gibt.)

Mit Hiilfe der eingefiithrten Definition 148t sich das gefundene
Ergebnis folgendermafien aussprechen: ist eine positive Zahl m in
einem Geschlecht G, darstellbar, dagegen nicht durch alle Klassen
von G,, so ist m fiir mindestens eine der Fundamentalklassen H
eine Ausnahmezahl. (In dieser Formulierung sind zwei Sitze zu-
sammengefaft, die man erhilt, indem man einmal ,darstellbar® im
Sinne von ,eigentlich darstellbar“, das andre Mal im Sinne von
»schlechthin darstellbar* versteht.)

Nehmen wir die letzten Resultate zusammen, so finden wir:
um die als giiltiz behaupteten Abschitzungen fiir die Anzahl der
in K eigentlich darstellbaren und fiir die der in K schlechthin
darstellbaren positiven Zahlen!) =z zu beweisen, geniigt es, fiir
folgende Siitze den Beweis zu fithren:

Die Anzahl (4,(z)) der in einem Geschlecht (, eigentlich
darstellbaren Zahlen = x ist gleich

C.x (_oi *)’
Vlog » log* }
die Anzahl (B (z)) der in &, schlechthin darstellbaren Zahlen =x

ist gleich
/ log* z

die Anzahl der Awusnahmezahlen =<z fiir eine (nicht ambige)
Fundamentalklasse H, ist gleich

x
Vlog z. (log x) o

1) Von jetzt ab sind stets, wenn vou darstellbaren Zahlen die Rede ist,
positive darstellbare Zahlen gemeint.
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worin man fiir 8’ jede positive Griofle setzen kann, die nur der
Bedingung
<1

( "

gentigt. (Die Bedingung 8’ = i ist jetzt ausgeschaltet.)

§ 2. Uber die Anzahl der in einem bestimmten Geschlecht
darstellbaren Zahlen
unterhalb einer vorgeschriebenen Grenze.

Wir wenden uns zunéichst der Aufgabe zu, die Anzahl der in
einem Geschlecht eigentlich darstellbaren Zahlen = z abzuschitzen.

Es seien G,, ..., G, die verschiedenen Geschlechter fiir die
Diskriminante D.

Man sieht leicht, daf sich eine Komposition der Geschlechter
von der Art einfiihren 1i8t, daB das Produkt KK' zweier Klassen
K, K', von denen K dem Geschlecht ¢,, XK' dem Geschlecht G,
angehort, eine Klasse des Geschlechts G, G ist. '

Bei dieser Komposition bilden die Geschlechter eine Abelsche
Gruppe (die sogenannte ,Faktorgruppe“ der Gruppe G der Klassen
im Hauptgeschlecht (¢)) in Bezug auf die Abelsche Gruppe aller
Klassen, oder die zu G+ ,komplementire“ Gruppe). Es ist auch
leicht zu zeigen, daf die reellen Klassen-Charaktere unmittelbar
die Charaktere fiir die Gruppe der Geschlechter liefern. Denn
ein reeller Charakter y hat fiir jede Klasse des Geschlechtes &,
denselben Wert. Bezeichnet man diesen Wert mit y(G,), so ist

1(G) (G = 1 (GG

Ferner stimmt die Anzahl ¢ der reellen Charaktere mit der An-
zahl der Geschlechter iiberein, sodafl jedem reellen Klassen-
Charakter umkehrbar eindeutig ein ,Geschlechts- Charakter® ent-
spricht?). Da das Quadrat jeder Klasse zum Hauptgeschlecht ge-
hort, so ist in der Gruppe der Geschlechter das Quadrat jedes
Elementes gleich dem Einheitselement. Somit ist ein Produkt
G.G; dann und nur dann gleich G,, wenn

¢, = G,

«

und

ist. —

1) Wie aus den Ergebnissen des §2 im ersten Teil hervorgeht, stimmen
die so eingefithrten Geschlechts - Charaktere mit den GauBischen Geschlechts-
Charakteren iiberein.
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Wie frither soll y(») fiir jedes zu D teilerfremde, eigentlich
darstellbare #» den Wert des reellen!) Charakters g fiir das Ge-
schlecht bezeichnen, in welchem » darstellbar ist. Hierbei ist fiir
zwei zu D teilerfremde, eigentlich darstellbare Zahlen #,, ,

(). 1 (n) = x(n,m,).
(Aus der Darstellbarkeit von », und =, folgt die von #,%,, da
(n,, D) = (n,, D) = 1 ist.)

Es kommt nun darauf an, die fiir 6 > 1 regulire Funktion
I, (s), die man erhilt, indem man in der Reihe

1
w)
2"

fir m der Reihe nach alle in G, eigentlich darstellbaren Zahlen
setzt, durch die Funktionen L, (s) auszudriicken.

Dazu gehen wir aus von der fiir 6 > 1 und fiir jeden reellen
Charakter y giiltigen Gleichung

oo 1 o x()
Loy TR
Dy
worin mit p,, p,, ... die zu D teilerfremden, darstellbaren Prim-

zahlen (etwa der Grifie nach geordnet) bezeichnet sind und der
Summations - Index % diejenigen (positiven) Zahlen durchliuft,
welche nur durch solche Primzahlen teilbar sind, die unter den p,
vorkommen, sodaf also in der Summe 3}’ gerade die zu D teiler-

n
fremden, eigentlich darstellbaren Zahlen im Nenner auftreten.
Dabei konvergiert das unendliche Produkt und die unendliche
Summe fiir 6 =149, d >0 absolut und gleichmifig, sodaf die
durch das Produkt und die Summe fiir ¢ > 1 dargestellte Funk-
tion in dieser Halbebene regulir und von O verschieden ist.

(Die Gleichung wird genau so bewiesen wie die entsprechende
Produktformel fiir die ¢- Funktion. Sie bleibt auch richtig, wenn
in der Folge p,, p,, ... nur die durch eine bestimmte Klasse dar-
stellbaren, zu D teilerfremden Primzahlen auftreten und dem-
gemiéfl n nur diejenigen Zahlen durchliuft, welche durch keine
Primzahl teilbar sind, die nicht in der Reihe der p, enthalten ist.)

1) x bedeutet in diesem Paragraphen stets einen reellen Charakter.
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Wir miissen jetzt auch diejenigen darstellbaren Zahlen bertick-
sichtigen, die mit D einen gemeinsamen Teiler =1 haben. In
dieser Hinsicht ist folgendes zu bedenken: jede positive Zahl lifit
sich, und zwar nur auf eine Weise, so in zwei (positive) Faktoren
zerlegen, dafl der eine zu D teilerfremd ist und der andre durch
keine Primzahl teilbar ist, die nicht in D aufgeht. (Eine Zahl
der zweiten Art mige im folgenden zur Abkiirzung ein ,Potenz-
teiler von D genannt werden.)

Es gilt nun fiir 6 > 0 die Identitédt

1 1
p]/,_% 1 ——-is - % ds )
wo p die Primteiler von D und d die Potenzteiler von D durch-
lauft.
Die Summe 3] konvergiert fiir ¢ > 0 absolut und fiir 6 =0 >0

d
gleichmiBig. Dasselbe gilt daher von der Summe
1
W _—
% ds !

welche sich nur iiber diejenigen Potenzteiler von D erstreckt, die
in dem Geschlecht G, eigentlich darstellbar sind. Ebenso kon-
vergiert auch die Summe

< G ®) 1
’”glx( v)'% —d_s

absolut und gleichmifig fiir ¢ = ¢ > 0.
Da zwei absolut konvergente Reihen gliedweise ausmultipli-
ciert werden diirfen, so folgt fir 6 >1 ’

1) & 1 2 {2 () 2(6)]
%’_—s——' 2 Z(G,,),§(v)7i_§_ ____7?‘1, (nd)s 7

" v=1

wo Y, iiber diejenigen v zu erstrecken ist, fiir welche d in G,
v
eigentlich dargestellt werden kann. (2' konvergiert wiederum
n, d
fir 6>1 absolut.)

Ist nun m eine eigentlich darstellbare Zahl und m = n.d
ihre Zerlegung in eine zu D teilerfremde Zahl und einen Potenz-
teiler von D, so ist (n,d) = 1; mithin sind » und d eigentlich
darstellbar, und zwar # nur in einem Geschlecht, wihrend dies
fir d nicht zuzutreffen braucht. Jedenfalls ist die Anzahl der
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verschiedenen Geschlechter, in denen i eigentlich darstellbar ist,
gleich der Anzahl der Geschlechter, in denen d eigentlich dar-
stellbar ist, und wenn » durch das Geschlecht G, dargestellt
wird, so entspricht einer eigentlichen Darstellung von d durch
das Geschlecht @, eine eigentliche Darstellung von #nd (= m)
durch G G, und umgekehrt.

Daraus folgt aber, daB 3,{y(n)z(G,)} gleich der Summe der

v

Werte von y fiir diejenigen Geschlechter ist, in denen m (= nd)
eigentlich darstellbar ist. Es ergibt sich also

= (). 2(G,)} .
e T BT

n, d m

wobei in 3* alle diejenigen Zahlen auftreten, die in G, eigent-

m
lich darstellbar sind, sodaf
1
W) __- R
S = F.6)

ist. Setzen wir ferner

= 1(C) S g = Hy(0)

rv=1

wo H,(s) fiir 6 = § regulér und, wie leicht ersichtlich, beschrinkt
ist, so folgt fiir 6 > 1

H,6). T, = 3 2GIFO.

()
28
Multipliciert man auf beiden Seiten mit y(G,) und bildet die
Summe iiber alle reellen Charaktere y, so folgt, da X x(G,)
1

e
1 ree

gleich a oder 0 ist, je nachdem G, das Hauptgeschlecht ist oder
nicht, und da &, &, dann und nur dann gleich dem Hauptgeschlecht
ist, wenn G, = G, ist:

o 1
G,) H,(s). ——ee = a.F,
(B OV IO Ty = 6B
D
Andrerseits ist fiir 6 > 1
Z G T L 2 L
11 1___ x(px) = GO TGy = O

y
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(¢ durchlduft die zu D teilerfremden, nicht darstellbaren Prim-
zahlen.) Die Funktionen L, (s) sind rechts von der Kurve € (nach

der fritheren Bezeichnung) und darauf von O verschieden und re-
guldr, abgesehen davon, dafl L, (s) fiir s = 1 einen Pol erster

Ordnung besitzt. In dem links durch € abgegrenzten Gebiet
(und auch auf der Grenze) sind also fiir y 4 z, die Funktionen
* \/Lx (s) regulidr, und nimmt man aus dem Gebiet die geradlinige

Strecke © von & bis 1 (8 =1 -——4%— —i—) auf der reellen Axe

heraus, so sind in dem erhaltenen Bereich und auf dessen Rand?)
die beiden Funktionen =+ \/Lll(s), abgesehen vom Punkte 1, regulir.

G (s) ist fiir 0 = & reguldr und von O verschieden, daher sind
die Funktionen * \/G(s), * b auf der Kurve € und rechts

VG (s)
davon regulér.
Nun besagt (fiir 6 > 1) die vorige Gleichung:

1 S -
A2 = e Vi

”

>

e 1

wobei die Funktionen \/G(s) und \/L (s) so zu normieren sind,

daf sie fiir positives s =1 positive Werte haben.
Somit ergibt sich fiir ¢ >1

_ 1 A —
F,(s) = a\/G—(s)xgeux(G")H%()vL%(s)
_ 1 , o

T

Hierbei ist zunédchst ersichtlich, daf F(s) gar nicht von »
abhingt. Ferner lehren uns die Ausdriicke fiir F° und F®, daB
F?® sich bis an die Kurve €, F" bis an € und & analytisch fort-
setzen lifit, wobei auf den Randlinien (€, ©) noch Regularitit be-
steht, wenn man fiir F¥ den Punkt s = 1 ausnimmt.

Auf dem Teil des von der Kurve € bis zu der Geraden
6 = 2 reichenden Streifens, fiir welchen |¢|= e* ist, bestehen die
Abschédtzungen:

| Ly(s)| << e logit].

1) Die Strecke © muf doppelt als Randlinie gerechnet werden.
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Da Gt ) und H, (s) fiir 6 = & beschrinkt sind (was fiir

daraus folgt, daB fiir 6 = &

1
G(s)

-3

st = =111+ )

und 28 > 1 ist), so ergibt smh, daf fiir
1
> ¢t >¢>1—— -
[t|=¢,), 2=Z06=1 aTog™ 7]
die Ungleichungen gelten:

| F@(s)| < ¢ logt|¢], 1F°>(s)]<c"1og*;t;.

Es ist nun die Reihe 2‘”’ it welche F,(s) fiir 6 >1 dar-

stellt, in dieser Halbebene absolut konvergent, und es ist

1 ] e
W = = _m
% m® mé 1 ™ )
wobei e, gleich 1 oder O ist, je nachdem m im Geschlecht G, eigent-
lich darstellbar ist oder nicht. Nach einem frither bewiesenen
Satz folgt hieraus:
1 2ty z x
O s & — F,(s)ds =nélenlog—”-+0(1),
—21

wo das Integral iiber die geradlinige Verbindung von (2 —z%7)
und (2 4 2°4) zu erstrecken ist.

Fiir das Integral auf der linken Seite dieser Gleichung wollen
wir jetzt eine von den Koefficienten e, unabhingige Abschitzung
zu gewinnen suchen. Dazu moge zuniichst # > ¢* angenommen
werden.

Zufolge der erhaltenen Zerlegung von F,(s) ist

24a%t 48 2427 s
1 f PP ()ds = — f 2 po (s)ds
2 s 2xi J, _ ep S

2mi 2
—a?i
1 24 a¢ xs
+ o f & FO(s)ds,

27 Jo _ og

und auf Grund der analytischen Eigenschaften von F®(s) ergibt
sich nach dem Cauchyschen Satz, daf auf der rechten Seite dieser
Gleichung in dem zweiten Integral der geradlinige Integrations-
weg durch den frither mit M bezeichneten Weg ersetzt werden
kann. In dem ersten Integral ist dies nicht zulissig, weil die
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Strecke © (einfach gerechnet) nicht zu dem Regularitidtsgebiet von
F{” gehort. Wir verfahren deshalb hier so, daf wir den Weg %
in zwei Stiicke 28,, B, teilen, von denen das erste von (2 —z'¢)
nach dem Punkt s = @, das zweite von & nach (2 +2'¢) fiihrt,
und zwischen diese beiden Stiicke den Weg w einschalten, der
geradlinig von & nach 1 und von 1 wieder nach & zuriick fiihrt.
Der so erhaltene Weg

B = BW,+w+ B,

. 24 a% 8
kann in dem Integral f % F{"(s)ds den geradlinigen Weg er-
2—a%
setzen, weil F;" in dem Bereich, welcher durch die beiden Wege
eingeschlossen wird, und auch in den Randpunkten mit Ausnahme
des Punktes s = 1 regulidr ist und fiir s = 1 die Funktion
VLZ; (s), mithin auch F®(s) nicht stirker unendlich wird als

s —
ist zu beachten, daB der Wert des Integranden auf dem Riickweg
von 1 nach & auf dem andern Ufer der reellen Axe zu nehmen
ist als bei dem Hinweg von # nach 1.

Da es auf die Reihenfolge der Integrationen iiber die Teile
des Weges ® nicht ankommt, so kann

BW=W+1w

_1_1 , sodaB man in den Punkt 1 hinein integrieren darf. Dabei

gesetzt werden.
Aus den fiir F" und F geltenden Abschitzungen ergibt sich

wie frither:
s __v’l
f f;F,‘,”(s)ds = O(x.e \/ng)
) °

fiir jedes v, > %'+ 1, also gewil fiir v, = 8,

und ebenso
o
— /1
[ Zreeas = ola. V)
@) °

und da

— Jlogz
oo Vlogz _ O(x.e—-gloglogx) _ 0( 96}t _)
log* z
ist, so folgt

X 8
3 ale g = g | P Os+0(
n=1

_ L x
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Es handelt sich jetzt darum, das Integral f ... ds abzuschitzen.
1

Der Integrand F M (s) ist gleich

> H, (s) 1
u.s’.V@Tsj‘vz‘() =1 Vs—1 —-1
Hierin sind
x,( )7 1?7 \[ITZI(S)'(S—l)

\/G( )’ s
fiir [t|=¢' 6 =9, also erst recht fiir |[s—1|=1—9 reguldre
Funktionen, die fiir s = 1 alle von O verschieden sind. (Fiir H,
ergibt sich dies unmittelbar aus der Definition, da die Zahl 1 zu
den Potenzteilern von D gehort.) Also gilt im Innern und auf
dem Rande des Kreises [s—1| = 1 —& (sogar in einem etwas
groBeren Kreise), mithin auch auf dem Wege w eine Entwicklung
(1)
VoL b1+ - DB— 1),

wo P(s—1) eine Reihe nach (positiven) Potenzen von (s —1) und
M eine von O verschiedene Konstante bedeutet. (Die Quadratwurzel
Vs —1 konnen wir so normiert annehmen, daf sie fiir reelles s =1
positiv ist.)

Demnach ergibt sich, wenn man beriicksichtigt, daf einem
Werte \s—1 auf dem einen Ufer der reellen Axe der Wert
(—Vs—1) auf dem andern Ufer entspricht:

1 [, 2 1M.(l+(s—1)sxs(s—1)).xs
5t fm SF s = oo s ds

=~_~f vii (L+(@—)B(e—1)ds

M A d
- ”fo vy-(+M3(y))y

(auf Grund der Substitution ¢ = 1—y; B@y) = —P(~y). Mit
Vy ist natiirlich die positive Quadratwurzel gemeint).

M (= %[—) ist dabei eine von O verschiedene Konstante, die

von » unabhingig ist, da ja F’ nicht von » abhingt.
Die Potenzreihe P(y) ist fiir [y| =1—9 beschrinkt; deshalb
kann eine Konstante ¢ so gewihlt werden, daf
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1—9 . o0 .
§0f w"’\/ydy<cf a7 \y dy
0 0

1—3 Y _
f =y -By)dy
0

Vy
ist. Nun ist
oo _ co _ _
f ¥ \ydy = 13—~f e YIog log z log zdy
0 log*z Yo
oo _ 3
—_ ___L__.f e vz dZ —_ F(z) ;
log*2 Yo log'} x
also ist
1—@ -y . 1
f Ly By = 0(~ 3—)
0 Vy log® 2
Ferner ist
1—3 zY 00 00 4y
jl; Vy o Vv 1—a Vy
1 fOO e—z 1 fOO
_ o= dZ Py dz
Viegz Jj \/; \/log T J1—9)loge VZ
_ V= +0( 1 _e—-(l-—ﬂ)logw).
Viog = Vlog z

(Denn fiir geniigend grofies # ist (1 —®)log2=>1)

1—8 - - 1
f ﬁi d == _‘_\/—__—ﬂ““ + 0( 3 )‘
o \Vy Vlog = log® z,
Durch Zusammenfassung der beiden gefundenen Abschitzungen
erhalten wir

1—3 -y — z
M’ hpe—— . = 0 y
xl Vy (L+y By \/1 + (log%w)

wobei C zur Abkiirzung fiir M'.\r gesetzt ist.
Andrerseits ist

, 1—@ .~y 1 z°
e [ 0y B = g [ FEOO
: i)

x
= 3 e,log— +0<
1

n= log x ) .
Wird

3 6 = 4,@)
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gesetzt, so ist 4,(z) die Anzahl der in G, eigentlich darstellbaren
Zahlen = z; ferner ist (fiir > 1)

x x x @
S glogl = 3 e, o 2 d“ f A, g,
n=1 n n=1 n U n=1 1 “

Demnach erhalten wir:

&
f A, (u) i — C.x +O( x )
1 ¥ Vieg » log%x

Nun sei d(x) eine fiir # > 1 positive Funktion, die fiir z = oo
den Limes O hat, wéhrend jedoch z.0(z) fiir # = oo unendlich
wird. Dann ist, wie sich unmittelbar aus der Bedeutung von
A,(x) ergibt, fir l<z=u=z+0d.7

Av(x)éAv(u)é'Av(‘x)-i-a‘x-I-l

und daher
: x-{—d.a} w_'__a.w
4,(z)log (1 + 9 (2)) =f —‘%@duif il,u(_u)du
z X
x4+ 6.2
éf Av(x)+u6.x+1 du = (4,(x)+ 0.2+ 1) log (1 +9),

fw-l-a‘w_x_%t(u_)du _ Av'(x)log(l+d‘)+0(6.x.log(l+5))-

Da ferner
log (1+8(@) = 3(a)+ 0(¢*(x) = 0(3(x))

4,@) = 0()

und
ist, so ergibt sich

fw_l_a'xid”?(@—du = 0(2).4,()+ 0(0".z),

&x

z-0.x
A,@) = 5-(1x—)f AvT@du+0(a.x)

— alaa_).(flx’La'”éi(i‘ldu_flxﬁg‘lduFO(a.x).

Durch Anwendung der gefundenen Abschiitzung von

folgt hieraus:
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A, @) = C( x+0.2 z )+0( x )+0(c?.x),

9(z) \Vlog (@ + 9. ) - Vieg d.log?z

und da
Viog (x+0.2) = \logz+1log(1+0) = \/log'aa‘.\/1+—1-2'3‘1—(%—-%_—Q

= VIoga {1+ 052 )) = vigs 1+ 0

log 2 logx

mithin

1 1 ( 0
SR SE——— 0 _*)
Vlog (x + 9. x) logz + (108-'”)
ist, so erhalten wir

4,0) = g |2 (140 ) + i +0(a=,x).__£_}

d(x) |y\logx log z logz Vlog z
+0(——x )+0(6.x)
6‘.10g*:c
- Gz 0( a )+0(6.x)
Vieg z 6.10g%x

(denn 1= 0(—01-)).

Nun werde fiir d(z) die Funktion
1

log%x
gewihlt, welche offenbar alle an & gestellten Bedingungen erfiillt .
dann ergibt sich die behauptete Abschdtzung

4,(@) = C.x L0 x ,
Vieg z log*x

worin C fiir alle » (v = 1, ..., a) dieselbe Konstante bedeutet, die
von O verschieden ist (und deshalb offenbar eine positive Grofe
sein muf).

Wollen wir fiir die Anzahl aller (durch irgend eine Form
der Diskriminante D) eigentlich darstellbaren Zahlen eine Ab-
schitzung erhalten, so miissen wir an Stelle der Funktion F,(s)
diejenige Funktion F'(s) betrachten, die fiir ¢ > 1 durch die Summe

1
25
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dargestellt wird, in welcher m alle eigentlich darstellbaren Zahlen
durchléuft.
Offenbar ist (fiir ¢ > 1)
1 , 1 1
P T F TR

~n
wobei %' iiber alle eigentlich darstellbaren Potenzteiler von D und
>, iiber alle eigentlich darstellbaren, zu D teilerfremden Zahlen

n
zu erstrecken ist. Durch die Summe E’ wird (fiir ¢ > 0) eine

Funktion H (s) dargestellt, die fiir 6 = { regulidr und beschrinkt
ist und die im Punkte s = 1 einen von O verschiedenen Wert hat.
Somit ergibt sich fiir 6 > 1 die Gleichung:

F(s) = H(s)-

7, 6.
VG() "
Aus dieser lassen sich genau dieselben Schliisse ziehen wie
aus der entsprechenden Gleichung fiir F,(s), und man erhélt, wenn
die Anzahl aller eigentlich darstellbaren Zahlen ==z mit A(x)
bezeichnet und
C.a.H(1)
H, (1)

gesetzt wird (wo E >0 ist):

A@) = L2 pol—*_).
Vieg 2 log* «

= [

(Eine Abschitzungs-Formel derselben Art erhiilt man offenbar fiir
die Anzahl aller zu D teilerfremden darstellbaren Zahlen
=ux. Diese ergibt sich iibrigens auch als Specialfall eines von
Herrn Landau bewiesenen Satzes?).)

Wir haben nun noch den Fall zu betrachten, daf uneigent-
liche Darstellungen zugelassen werden. Wir suchen also jetat
eine Abschidtzung fiir die Anzahl B,(z) derjenigen Zahlen = z,
die in dem Geschlecht &, schlechthin darstellbar sind.

Eine jede schlechthin darstellbare Zahl m 1dBt sich zerlegen
in der Form

m = m'" dn,

1) Siehe die Abbandlung iber die ,Loésung des Lehmerschen Problems®
(American Journal of Mathematics, Bd. 31, S. 86—102, 1909).
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wo n eine zu D teilerfremde, eigentlich darstellbare Zahl, d einen
schlechthin darstellbaren Potenzteiler von D und m' eine aus den
(zu D teilerfremden, nicht darstellbaren) Primzahlen ¢ zusammen-
gesetzte Zahl bedeutet. Eine solche Zerlegung ist nur aunf eine
Weise moglich. Umgekehrt ist jede Zahl m, welche sich auf die
angegebene Art zerlegen 1d6t, schlechthin darstellbar.

Es handelt sich nun wieder darum, die in der Halbebene
6 > 1 regulidre Funktion @,(s), welche durch die (iiber alle in G,
schlechthin darstellbaren Zahlen erstreckte) Summe

1
w_—
definiert ist'), mit den Funktionen L, (s) in Verbindung zu bl.:ingen.
Wir legen wieder die fiir ¢ > 1 giiltige Identitéit
QR
% n’ ul..;ll 1— Z(pnl
¥
zu Grunde, (in der alle Zeichen dieselbe Bedeutung haben wie
vorhin). Ferner benutzen wir die Gleichung

2w = 11 1 = GG

welche fiir 6 >} gilt.
Es werde jetzt

& 1
Gv (1')___8_ = K, (s
| IR ACOD N 2(5)
gesetzt, wobei d in 3 alle durch @, schlechthin darstellbaren
d

Potenzteiler von D durchlaufen soll. Die Summen %”’ sind fiir

6 >0 absolut konvergent und fiir 6 =0 >0 gleichmdfiz kon-
vergent; K, (s) ist daher fir 6 = § regulir und beschrénkt. Fer-

ner ist
le(l) % 0.

Fiir 6 > 1 ist nun
W o L ?d%l(")x(Gv)}
%x?’ 2 1(G,)- 2(” 2w 2 '—W,

rv=1 w M m’,d,n

1) 2(‘”——— hat jetst eine andre Bedeutung als vorher ; dasselbe gilt von den
(gleich emzufuhrenden) Summen g“” — und de(”)Z(Gv)

8*
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wobei » in 3}; diejenigen unter. den Zahlen 1, ..., a durchlduft, fiir

v
welche d in G, schlechthin darstellbar ist. (Das Bestehen der
Gleichung folgt aus der absoluten Konvergenz der als Faktoren
auftretenden Summen.) Die Summe auf der rechten Seite konver-
giert wiederum absolut.

Da die Darstellungen (schlechthin) einer zu D teilerfremden
Zahl alle in demselben Geschlecht stattfinden, so ist m'*% dann
und nur dann in einem Geschlecht darstellbar, wenn » darin dar-
stellbar ist. Ist ferner m'*n durch das Geschlecht G, darstellbar,
so ist m'*.d.n dann und nur dann in G, darstellbar, wenn d durch
das Geschlecht G; dargestellt wird, fiir welches

G'a Gﬂ = G',,
ist. - Es ist daher (fiir jedes m')
a2 2(G,)
v

gleich der Summe der Werte von y fiir die verschiedenen Ge-
schlechter, durch welche m'".d.n dargestellt wird.
Daraus folgt aber (fiir ¢ > 1):

G(S).Kx(s)onijl-l—ﬁ— = %%ﬁoﬂélz(a-,).gm%.% xf;f)
P
= 3 160355 = 2 1(6)2,0

und hieraus durch Multiplikation mit y(@,) und Summation iiber
die reellen Charaktere:

pasd 1
G(s). ' 2(G) K, (s). — = a.9,(5).
-3 16 KO- T — 5 ®
%
Wie wir bereits gesehen haben, ist ferner fiir 6 > 1
oo 1 VLG

e T Ve

(bei geeigneter Normierung der Quadratwurzeln).
Also ergibt sich fiir 6 >1

®,) = ———V‘j,(”;'z(cvz) K, (9)-VL,®.
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Diese Darstellung von @, entspricht vollkommen der frither ge-
fundenen Darstellung von F,; denn hinsichtlich der in Betracht

kommenden analytischen Eigenschaften ist \/G(s) mit \/—Glﬁ— und
s
K,(s) mit H,(s) dquivalent. B,(z) steht zu @,(s) in genau der-

selben Beziehung wie 4,(z) zu F,(s). Wir erhalten daher wieder

eine Abschétzung:
Cl
B@) = 1 +0( ),
Viog« log*x
worin C' eine positive, von » unabhingige (also nur von D abhan-
gige) Konstante bedeutet.

Ferner 148t sich offenbar auch fiir die Anzahl B(z) aller
schlechthin darstellbaren Zahlen =z eine Abschitzung:

B() = E .z +O( xs )
Vioga log*x

beweisen.
Somit ist der erste Teil unsrer Behauptung als richtig er-
wiesen.

§ 3. Die Fehlerabschitzung.

Es kommt nun noch darauf an, zu zeigen, daB fiir die Anzahl
S,(x) der Ausnahmezahlen =, die zu einer nicht zweiseitigen
Fundamentalklasse H, gehoren, die Abschétzung

S,(2) = 0< A )
Vlog z (log ) B

(unter der Bedingung 0 =#9' < 1) giiltig ist?).

Wir verfahren wieder nach der bisher angewandten Methode,
eine nicht negative, monotone Funktion von z, welche fiir 2 stets
denselben Wert hat wie fiir [z], als Koefficientensumme einer
Dirichletschen Reihe zu deuten. Dabei haben wir jetzt, wo es
sich nur um eine Abschitzung nach oben handelt, den Vorteil, daB
es geniigt, diese Abschitzung fiir irgend eine Funktion S,(2) zu
beweisen, die fiir # =1 stets = S, () ist.

Um nun zu einer Dirichletschen Reihe zu gelangen, deren
Koefficientensumme eine Funktion S,(z) (der angegebenen Art) ist,

1) Wenn die Abschitzung fiir irgend ein @' gilt, so gilt sie offenbar auch
fir jedes kleinere #'.
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gehen wir von folgender Uberlegung aus: die Gesamtheit aller zu
D teilerfremden, darstellbaren Primzahlen zerfillt in endlich viele
Systeme, die bestimmt sind durch die Klassen, in denen die Prim-
zahlen darstellbar sind (das heifit: zwei Primzahlen gehtren dann
und nur dann zu demselben System, wenn sie gemeinsam durch
eine Klasse darstellbar sind). Wollen wir eine umkehrbar eindeu-
tige Beziehung zwischen Systemen und Klassen herstellen, bei der
jedem System eine und nur eine Klasse entspricht, so miissen wir
von jedem Paar einander entgegengesetzter, nicht zweiseitiger
Klassen eine Klasse ausscheiden. Wir nehmen an, dies sei ge-
schehen, und bezeichnen die iibrighleibenden Klassen mit

K,.. ,.K,K,.,,..K,K,.

Hierbei ist K, die Hauptklasse, K, ..., K, sind die zweisei-
tigen Klassen, und K,,, bedeutet diejenige Fundamentalklasse, fiir
welche die Ausnahmezahlen betrachtet werden. (Aus dem Klassen-
Paar H,, H;* soll die Klasse H;' ausgeschieden sein.) Es ist
l<b+1=hr-1.

Jede zu D teilerfremde Primzahl ist genau durch eine der
Klassen K, ..., K,,, darstellbar. Fiir « = 1, ..., b mogen die in
K, darstellbaren Primzahlen, der GrioBfe mnach geordnet, mit
Dty Pasy --» bezeichnet werden; die in H, (= K,,,) darstellbaren
(zu D teilerfremden) Primzahlen seien p,, p,, ....

-Die aus Potenzprodukten der p,, zusammengesetzten Zahlen
(inklusive 1) mogen #,,, %4, ... und entsprechend die aus den p,
zusammengesetzten Zahlen »,, »,, ... genannt werden.

7.y ... 7y seien die verschiedenen in dem Grad a, der Funda-
mentalklasse H, aufgehenden Primzahlen. Jede nicht zu a, teiler-
fremde Zahl ist durch mindestens eine dieser Zahlen r, ..., r,
teilbar. Daher ist jede Zahl » aus der Reihe der #,, welche
keine der Primzahlen p, genau in einer zu @, teilerfremden Potenz
enthilt, zerlegbar in der Form

7y Tu
Ny oen Nyt
worin v, ..., v, irgend welche Indices bedeuten. (Diese Zerlegung

ist tibrigens im allgemeinen nicht eindeutig.)

Aus der Definition der Ausnahmezahlen ist nun ersichtlich,
daB jede zu H, gehorige Ausnahmezahl m sich folgendermaBen
zerlegen ldfit:

T ‘ " T U v;
mo=m" ANy Ny Wy Ny Dy e DR

Hierin ist d ein (schlechthin) darstellbarer Potenzteiler von D,
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m' eine zu D teilerfremde Zahl, deren Primfaktoren nicht dar-
stellbar sind, fermer sind die Exponenten v,, ..., v, zu a, teiler-
fremd (sie brauchen nicht von einander verschieden zu sein), und

0<j<k—-1<a—2=<h-2.

Nun ist (gemifi einer am Anfang des vorigen Paragraphen ge-
machten Bemerkung) fiir 6 >1, « = 1,...,b

o 1 x 1
D T 2z n,?
w=11_ A=1 "u
Pan

und zwar konvergiert die Summe wie das Produkt (fiir ¢ > 1) ab-
solut. '
Fiir 6 > | ist

y ) 1 1
G(s) = H 1 = 2, "
11— 28 "
q
Ferner ist fiir « = 1, ..., u
e 1 X1
ul;Il 1___}__ nzl n:“s’
TS

und zwar gilt diese Gleichung fiir 6 > 4, weil 7, =2 ist. (Fiir
6 >} konvergiert die Summe und das Produkt absolut.)
Des weiteren ist

1+ > 2—1—%}0——1+{1+ p 21}
wa)=1 rn=1 Pff %=1 Pi ((/u,a,,).—:l) " .p:B !
v>1

worin (( > X ;}1;,; fiir 6 > 1 absolut konvergiert, da die Summe
v, Ay) = l) % Pu
v>1

> -%,—s erstreckt iiber alle Primzahlen p und alle ganzen Zahlen
p,m
m =1 in dieser Halbebene absolut konvergiert. Zur Abkiirzung
mige jene Summe mit (P(s) — 1) bezeichnet werden.

oo 1

% E 1 —p_:_
ist fir ¢ > 1 absolut konvergent.

Aufierdem ist die iiber alle Potenzteiler von D erstreckte

Summe
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1

fiir 6 > 0 absolut konvergent.
Somit ergibt sich, daf man in dem Ausdruck:

g3 (S )0 (8 ez, ST

o
e=1\1=1 e=1\xr=1nge wa)=1 x=1DPx

die Summen gliedweise ausmultiplicieren darf.
Setzt man

u oo i
«m@%an<n~*Tj=e@

e=1\z»=11—

7,8
2o
so ist Q(s) fiir 6 =& regulir und beschrinkt — (& hat dieselbe
Bedeutung wie bisher) —, und es folgt fiir 6 > 1

b [e'e) [ele) h—3 [e%e)

a=1 n=11 r=1
]
Dex

oo
wobei 3 —‘Z—’; fiir ¢ > 1 absolut konvergiert, wo ferner die g, ganze
n=1

Zahlen =0 sind und fiir jede zu H, gehorige Ausnahmezahl m
In=1
ist, wie man aus der vorhin angegebenen Zerlegung der Ausnahme-

zahlen ersieht.
Setzen wir also

M=

In = S.",(w),

n=1

so ist (fiir z =0)
5,@) = 5,(2).

Es werde jetzt die Summe 2’%; betrachtet, in welcher p die
»

in einer bestimmten Klasse K darstellbaren, zu D teilerfremden
Primzahlen durchliuft. Die Summe ist eine fiir ¢ > 1 konver-
gente Dirichletsche Reihe, welche in ihrem Konvergenzbereich eine
regulire Funktion ¢,(s) definiert und die gliedweise differentiiert
werden darf, sodaB die Gleichung besteht:

do.(s) _ _ ,logp.
ds . % »°
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Andrerseits ist, wie friiher bewiesen, fiir ¢ > 1

,logp O]
5282 — b (sa(®) g+ R0,

wobei 3! iiber simtliche Charaktere zu erstrecken ist und %, gleich

z
2k oder k zu setzen ist, je nachdem die Klasse K zweiseitig ist

oder nicht.
Die Funktion R(s) wird fiir 6 > { durch eine Dirichletsche

Reihe

n=o

mit reellen, nicht negativen Koefficienten (op,) dargestellt. (Daf
der erste Koefficient der Reihe gleich O ist, folgt einerseits aus
der fritheren Darstellung von R(s), andrerseits ld6t es sich direkt

aus der betrachteten Gleichung entnehmen, da 3>}’ lopgsp und die
p
Funktionen f fiir ¢ = oo den Limes 0 haben.) M
1
Daraus folgt fiir 6 > 1
8
:s) = [ 22 4t ) = 9 [ RO s+ 9,0
2 o V2
_ 1 RZAQIPA S x()
=5 3L T z;-n§2logn.n el Ll

5

(¢, ist eine Konstante. Der Integrationsweg soll ganz in der
Halbebene ¢ > 1 verla.ufen)

Da die Reihe ”§2 logn p fiir 6 >4} konvergiert und .

109 =0 ist (fiir n = 2,3 ...), so folgt, daB die Funktion R,(s)
Jedenfalls fir 6 = & regulidr und beschrinkt ist.
Es ist also

94(s) = - log L, (5)+ 00+%—'x§xx(1c)f LxE;derR (s). ;
0 0 1 2

(Dabei bedeutet C, eine Konstante. Mit log Lx (s) soll hier
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wie im folgenden derjenige Logarithmus bezeichnet werden, der
fiir reelles s > 1 reell ist.)
Eine Umformung der letzten Gleichung liefert:

(
@:(s) = 712103?"_1“1_"'7%;1%{S_I)Lm(s)“'C°+7a1:x§ (K)f ”(;ds+R (s)
1 _

fiir 6 >1. (Mit log 3:1_—14 ist derjenige Logarithmus gemeint, der
fiir positives s > 1 reell ist.)
Aus den analytischen Eigenschaften der Funktionen L, folgt,

daB Rj(s) rechts von der Kurve € und auf ihr regulir ist.
Schneiden wir das Gebiet rechts von € lings der (von #&
nach 1 fiithrenden) Strecke © auf, so ist in dem aufgeschnittenen

Bereich (8) log sil

I reguldr. Die Funktion ¢,(s) 1d6t sich daher

in dem ganzen Bereich B als regulire Funktion erkldren, und
zwar bleibt die Regularitit auch am Rande von 8B bestehen, fallg
man bei der Strecke & zwei Ufer unterscheidet und den Punkt

s = 1 ausnimmt, in welchem @, eine logamthmlsche Singularitét
besitzt.

'

Da in B auch X peguldr ist, so gilt in diesem ganzen Be-
Zl -
reich die Gleichung:

i) = - Sal) [ 1}8 ds+ R,(s).

Hierbei kann der Integrationsweg von 2 nach s fiir jeden
Punkt s = ¢+t in B so gewihlt werden, daB er zuerst von 2
nach 2 ¢i parallel zur Axe des Imaginiiren, dann von 2+ #; nach
6+t parallel zur Axe des Reellen verlduft. (Fir ¢ = 0 fillt
das erste, fiir 6 = 2 das zweite Stiick des Weges fort.)

Nun ist (fiir jedes x):

2+t I (3)
f ds | = |log L, @+ 1) —log L, (3)| =2log L, (2).
2

L()
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(Denn

o0 m ey
logLy(s) = log G(5)+ 3 3 L) T17(E)
pm=1 mp

o0

1
logG(s) =X X me
qg m=1

nach der friitheren Bezeichnung.)
R,(s) ist in B beschrdankt. Da ferner fiir [¢]|= ¢,

1

23631————n,—
d, log" |t

l 28]<cslog”'|u,

also
6+t L/ (s
_LQ ds

<2¢,log" |¢]
ot Ly(®) ’

3

ist, so folgt, daf fiir diese Werte von 6,¢ (die einen Teil von B

einschliefilich zweier Stiicke von € bestimmen):

s ()] << log™ |¢]
ist, wo ¢ eine geeignet zu wihlende Konstante bedeutet.
(Es ist zu bedenken, daf die Gleichung

s I/
) = S [T
0 2

auch auf den beiden Stiicken der Kurve € giiltig bleibt.)
Nun ist ferner

ds + R, (s)

Z() . 1,(8)
S [ e = lex(K)f —e®
i -1 Z()
= 30w [ 7y
; L5
= %%{x(K)'l'Z (K)}' . Li(s)ds

= 3 cos (@ (K)). (log L, (s) — log L, 2),
4

wobei wie friiher y(K) = ¢ ) gesetzt ist.
Mithin ist in B und auf € der reelle Teil von ¢,
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Rpes) = 5

0

% cos (@ (K)) . (log| L, (s)| —log | L, (2)]) + R (B, (5))-
(o (K) ist reell und die Logarithmen sind reell zu nehmen.)
Rpels) = 5 3 g 1L, @)1+ 1og | 2, @] + BBy

Gemif den frither bewiesenen Abschitzungen von L, ist fiir
' 1 1

C log”'ltl =1 Tog ]
—~1log (¢, log )™ )
|log | L, )| < log (c,¢, log”' [¢]).
A —1=>0, log|t|>1.)
1

Es ergibt sich daher fir [t|{=¢' 2=6=1———F— (da
d,log” |t]

t|=e, 2= 0=1—

< log | L, (s)| <1log(c, log | ¢]),

(Denn ¢, ¢,>1 und »' -2 = ——

1

ja d,=c, ist):
1 (pels) < - #'log log | ¢] + 0, <7, log log |}
(]

(Mit ¢, und C, sollen von jetzt ab positive Konstanten bezeichnet
werden.)
Setzen wir nun K = K,, wo « einen der Indices 1,...,b be-
deutet, und entsprechend %, = k., sodaB .
h -w = h, = 2h,
MH ~'==%==h

ist, dann tritt an Stelle von 2’—« die Summe 2 7
r=1 Lax

1

Fiir ¢ >1 besteht ferner dxe Gleichung

® [e5} 1

HMS

1
o0 1 — 1 mS 1wl _ ox F+R ®

1

=19 __

e ‘PKa ©+ 'Ra ®)
_ !

worin R.(s) fiir ¢ = 9 regulir und beschrinkt ist.
AuBerdem gilt fiir 6 > 1 die Darstellung

1 1 =
© 1 e—,;;log;—_—_—l—+1ia(8)
1 e !

ax

u=11_
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wo R, eine auf der Kurve € und rechts davon.regulire Funktion
bedeutet.

(Dies folgt aus der vorhin bewiesenen Gleichung
1 1 —
P:(s) = 'izj1°g's‘?T+R° (s).)

Ferner folgt auf Grund der eben bewiesenen Ungleichungen fiir
1 .

d,log" |t|

| ePx, &) +Ea®)| _ R ox, @)+ RE®) _ eﬁxloglog!tif(?a

[t|=¢, 2=0=1—

<e&loglorltl _ 1og g,

Fir K = H,, ¢>1 ist

1 x 1
2"? 2 PR

p ¥4 ) n=1Dx%

und

(Ea+260)" = Gui+ P

(h, ist fiir die nicht ambige Klasse H, gleich % zu setzen.)

Da P(s) fiir 6 =9 regulir und beschrinkt ist, so ergibt sich
einerseits fiir 6 >1

0n, 0+ PO = (Flog 27 +P6) s

worin P(s) eine auf € und rechts von € regulire Funktion ist
andrerseits fiir |¢|=¢*, 225%1—————}—“—,——
d,log" |¢]

|pg, &)+ P(s) [ <35,log™ g,

Fassen wir alles zusammen, so finden wir zunidchst (unter Be-
nutzung der Gleichung (1)) folgende fiir ¢ > 1 bestehende Identitét:

} Ru ) i i — \?
1 h
) (5108525 + P6)

= T(s).

1
oo Iu b —;;;log
@) = Q(s)'<a.I—_—Ile

Dabei ist die Funktion
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b
- T ™Y = 3o

rechts von € und auf € regulir. Ferner ist

b 1 a b+l—a 1 a 1 (h—a\ 1
it Wt “T=%+T( 3 )‘T
‘ 1 1
2" 7

. \h-3
(%— logs—_lj— + P (s)) ist eine ganze rationale Funktion

(b —2)ten Grades von log 1 , deren erster Koefficient eine po-
s—1 :

sitive Zahl ist, wihrend die iibrigen Koefficienten Funktionen von
s sind, welche sich auf € und rechts von € regulir verhalten.

1 ) bezeichnet.
s—1

Diese ganze rationale Fanktion werde mit J ( log

Setzt man alles ein, so erhidlt man

L .
3 _ -y log P 1
3) T(s) = Q(s).e "_I(logs—-l)'

(Der Logarithmus ist dabei so normiert, daB er fiir reelles
s>1 reelle Werte hat.) _

Aus der Gleichung (3) ist ersichtlich, da8 7'(s) sich in B als
reguliire Funktion erkldren 148t und in den Randpunkten von 3,
mit Ausnahme des Punktes 1, eine analytische Fortsetzung ge-
stattet.

Ferner folgt aus (2), auf Grund der bewiesenen Ungleichungen
und weil die Gleichungen

[y

. 1 —
9x, @+ Ra(s) = 5-log ——7 + Re(9)

1 1 =
Py, () + P(s) = —h—log o1 + P(s)

im ganzen Bereich 8 wie auch auf € giiltig bleiben, fiir |¢| =¢,

ezazi_— L
d,Jog" |¢]

| 7(s)| <&,.log” % [¢] .log™ ® P t] = 7,10gP |¢),

wobei B eine positive Konstante bedeutet.
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(¢, kann fiir alle @ (¢ =1, ..., b) gleichmiBig gewiihlt werden.
— Man beachte, daﬁ Q(s) fiir 6 = @ beschrinkt ist.)

Da nun 2 =% fiir 6 >1 absolut konvergiert und
n=1

x —
2 In = Sv(x)y
n=1

ist, so ldBt sich entsprechend wie im vorigen Paragraplien be-
weisen, dafl (fiir x> 1)

— 2+ 24 &
f’&iu) P ML, T E 1@ as+ 0

2w

@ ‘
Sy f
=+ [ Z rEas+ 0( )
2mi o log z
x =~ o
ist 1) ; (f ‘Slg"_)‘ duy = Saj In 10g )
\J1 u n=1

denn da y <1 ist, da ferner auf dem Wege w die Funktionen

—f—:—, @(s) sowie die Koefficienten von J beschrinkt sind und der

Imaginiérteil von log 3—1- I absolut <<= ist, so wird der Integrand

% T() im Punkte 1 schwicher unendlich als ——r. Man darf

daher in den Punkt 1 hinein integrieren.
Beriicksichtigt man, daf der imaginire Teil von

1
log ——-(= —log(s—1)
auf dem oberen Ufer des Schnittes & gleich — xi, auf dem unteren

gleich +ai ist, so ergibt sich durch Einsetzen des Ausdrucks
von T'(s)

1) v hat dieselbe Bedeutung wie bisher. ~
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/ wobei J wieder eine ganze rationale Funktion (h— 2)ten Grades
bedeutet, welche Funktionen von ¢ zu Koefficienten hat, die fiir

#=<06=<1 beschrinkt sind. (log 11 p bezeichnet den reellen

Logarithmus.)
Wird daher 6 = 1—y gesetzt, so ist fir 0<y<1-49

1 1
VoY 7.log———- _ 7]0 i
—Q@e 1—=¢ F(og-—\<nN.e ¢ .log"?
6 gl—d

y

y'log -

<N'.e v,
worin fiir ¢' irgend eine Zahl > y gesetzt werden darf und N’ bei
gegebenem 7' eine feste Grofe ist. (IV bedeutet eine Konstante.)
Nehmen wir ' <1 an (was ja zuldssig ist, da y <1 ist), so

folgt:

1—4 vlog—
2—”}’7 <2—:;:-f xl_y.N' ydy
oo}
<N2'.a:f°° x-—ye——y’logydy
T Jo

’ a0 ’ ’
<———-———————~—N .xl_ ,f e eV dr = N2 .a:l_ - I'(1—9").
2z (logz) — 7 2% (logz)” 7

(x ist > 1 angenommen.)
Demnach ist fiir p<<¢p' <1

1 x.
Z Ts)ds = 0—F ),
w08 =00 i=)
also gemiB der Gleichung (4) '
S, () ( x z z
50 4, = 0 : +o( )= o(————_——,)
jlq w (logx)l"y) logtz (ogz)' 7

(denn ' >y =>0),
" und da S,(w) < S, (u) ist, so ist auch

f“S (i ((logw) )

Ersetzen wir die Integrationsgrenze z durch 2z, so erhalten wir:




und hieraus folgt:

S, (x).log2 =
z z (logz)
x
S, (x) = 0( _ﬁ)
(logz)' 7
Wird
N
Y=

1 1
P=727%
die Forderung
p<ypy <1
fiir 1 > 8 = 0 jedenfalls erfiillt, und es ist
, 1 9
1— Ve ? + -7

Wir finden somit fiir 0 <9 <1

8,(@) = 0< A )
Vioge. (log 2) *

Dies ist aber gerade die Abschatzung, welche bewiesen werden

sollte.
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Berlin. Im Sommer 1907 studierte ich an der Technischen Hoch-
schule in Charlottenburg, von wo ich mich zur Berliner Univer-
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