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Die  Frage ,  der  sich die f o l g e n d e n  O b e r l e g u n g e n  un t e ro rdnen ,  ist das  

Hom~iomorph iep rob lem d re id imens iona le r  gesch lossene r  Mannigfa l~ igkei ten .  Wie-  

viele ~opologisch n i ch t  a u f e inande r  abb i ldbare  zweid imens iona le  M a n n i g f a l t i g k e i t e n  

v o r h a n d e n  sind, dar i iber  g i l~  der  F u n d a m e n t a l s a t z  der  Fl~ichentopologie  Auf-  

schluss.  Die  Ver fah ren ,  die m a n  zu se inem Beweise  benutz t ,  h a b e n  sich b isher  
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nicht auf drei und mehr Dimensionen fibertragen lassen. Dem dreidimensiona- 

len Probleme n~herzukommen, bieten sich uns zwei Wege dar. Der erste be- 

steht in der Untersuchung der Diskontinuit~itsbereiche dreidimensionaler metrischer 

Bewegungsgruppen. W~ihrend aber in zwei Dimensionen jede geschlossene Fl~che 

als Diskontinuit~itsbereich einer fixpunktlosen Bewegungsgruppe auftritt, gibt 

es dreidimensionale Mannigfaltigkeiten, ffir die das nicht gilt. Die Diskontinui- 

t~itsbereiche der dreidimensionalen sph~trischen Bewegungsgruppen erscheinen nun 

mit einer bestimmten Faserung versehen; die Fasern sind die Bahnkurven einer 

kontinuierlichen Bewegungsgruppe der Hypersph~re, woffir Beispiele in w 3 der 

vorliegenden und in der Arbeit DB I I  gegeben werden. 1 Diese Tatsache ffihrt zum 

zweiten Wege: start das vollstfindige Invariantensystem dreidimensionaler P u n k t -  

m a n n i g f a l t i g k e i t e n  gegen t o p o l o g i s c h e  A b b i l d u n g e n  zu untersuchen, er- 

mitteln wir dasjenige dreidimensionaler g e f a s e r t e r  R~iume gegen f a s e r t r e u e  

A b b i l d u n g e n .  Diese Aufgabe wird in der vorliegenden Arbeit vollstiindig erledigt. 

Freilich beziehen sich die so erhaltenen Invarianten nicht auf eine gegebene 

Punktmannigfaltigkeit,  sondern auf ihre Faserung, so dass bisweilen die Frage 

of[en bleibt, ob zwei verschiedene gefaserte R~iume als Punktmannigfaltigkeiten 

nicht topologisch aufeinander abbildbar sind. (~berdies gibt es Punktmannig- 

faltigkeiten, die sich fiberhaupt nicht fasern lassen (w I5). Dennoch dienen die 

Faserinvarianten der Topologie der Mannigfaltigkeiten, da sie die Entscheidung 

fiber deren HomSomorphie in vielen F~illen zu treffen gestatten. Beispiele hier- 

ffir finden sich in w I2 bis I4 sowie in D B I I .  

An Vorkenntnissen setzt die Arbeit die Fl~tchentopologie und den Begriff 

der Fundamental- und Homologiegruppe mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten 

voraus. Einffihrende Beispiele bieten die R~ume aus Linienelementen. ~ Ferner 

sind Beispiele in der Arbeit selbst angegeben. 

w i. Gefaserter Raum. 

Folgender Mannigfaltigkeitsbegriff wird zugrundegelegt. 3 Eine Mannigfal- 

tigkeit ist eine Punktmenge, in der zu jedem Punkte Teilmengen, Un~gebungen, 
definiert sind, die den Axiomen I) bis 4) genfigen. 

1 Vergl. W. Threlfall u. H. Seifert, Topologische Untersuchung der Diskontinuit~tsbereiche 
endlicher Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sph~irischen Raumes; Math. Ann. IO7, im fol- 
genden zitiert mit  D B II, der erste  Teil, Math. Ann. IO4, mit D B I. 

2 W. Threlfall, R~iume aus Linienelementen, Jahresber. d. D. Math. Ver. 42 (I932). 
Vergl. hierzu H. Kneser, Topologie der Mannigfaltigkeiten. Jahresber. d. D. Math. Ver. 34 

(I926), S. I. 



Topologie dreidimensionaler gefaserter R~ume. 149 

i) ttausdorffsche Umgebungsaxiome: 

a) Jeder Punkt  P hat wenigstens eine Umgebung Up; jede Umgebung yon 

P enth~lt P; 

b) Sind Up und V• Umgebungen yon P, so gibt es eine Umgebung Wp, 

die im Durchschnitt beider enthalten ist; 

c) Liegt Q in der Umgebung yon Up, so gib~ es eine Umgebung Ue yon 

Q, die ganz in Up enthalten ist; 

d) Fiir zwei verschiedene Punkte gibt es zwei Umgebungen ohne gemein- 

same Punkte. 

Ein Umgebungssystem, das diesen Axiomen geniigt, definiert einen topo- 
logischen Raum. Zwei ~quivalente Umgebungssysteme derselben Punktmenge be- 

stimmen denselben topologischen Raum. _&quivalent heissen dabei zwei Umge- 

bungssysteme, wenn es zu jeder Umgebung 5~ des einen Systems eine Umge- 

bung U'p des anderen Systems gibe, die in Up enthal~en ist, und umgekehrt. 

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heisst o f fen ,  wenn mit jedem ihrer 

Punkte eine ganze Umgebung zu ihr gehSrt. Das System aller offenen Punkt- 

mengen des topologischen Raumes ist selbs~ ein Umgebungssystem, das zu allen 

anderen Umgebungssystemen dieses topologischen Raumes ~quivalen~ ist. Wir  

legen im Folgendcn stets dieses Umgebungssystem zugrunde. 

2) Zu jedem Punkt  der Mannigfaltigkeit gib~ es eine Umgebung, die sich auf 

das Inhere einer dreidimensionaleu euklidischen Vollkugel topologisch abbilden 

l~sst. Eine Abbildung heisst topologisch, wenn sie umkehrbar eindeutig und 

umkehrbar stetig ist. 

3) Ist  jedem Punkt  eine beliebige Umgebung zugeordnet, so geniigen ab- 

z~hlbar viele, die ganze Mannigfaltigket zu iiberdecken. Geniigen schon endlich 

viele, so heisst die Mannigfaltigkeit geschlossen, andernfalls often. ~ 
4) Die Mannigfaltigkeit ist zusammenhSugend, d .h .  je zwei ihrer Punkte 

lassen sich durch eine Kurve verbinden, oder was dasselbe ist, die Mannigfaltig- 

keit l~sst sich nicht in zwei offene punktfremde Mengen zerlegen. 

In der kombinatorischen Topologie stellt man an die Mannigfaltigkei~ noch 

die weitere Forderung, triangulierbar, d.h.  aus abz~hlbar vielen Tetraedern zu- 

s~mmensetzbar zu sein. Von dieser Forderung kann hier abgesehen werden, da 

4 Anstelle von 3) kSnnte man auch das zweite Hausdoritsche Abz~hlbarkeitsaxiom z u  I)  und 
2) hinzunehmen: es gibt ein ~quivalentes Umgebungssystem, das nur aus abz~hlbar vielen ver- 
schiedenen Punktmengen besteht. Denselben Dienst wfirde auch das folgende Axiom tun: man 
kann die Mannigfaltigkeit mit abz~ihlbar vielen Teilmengen fiberdecken, deren jede sich auf das 
Innere einer dreidimensionalen euklidischen Kugel topologisch abbilden liisst. 
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von den gefaserten R~umen auf Grund der Forderungen 5) bis 7) in w 4 gezeigt 

wird, dass sie triangulierbar sind. 

Eine iVIannigfaltigkeit wird man als gefasert bezeichnen, wenn ihre Punkte 

sich auf eine Menge yon Kurven, Fasern, so verteilen, dass durch jeden Punk~ 

genau eine Faser geht und eine Umgebung jeden Punktes sich auf die Umge- 

bung eines Punktes eines euklidischen Raumes so topologisch abbilden l~sst, dass 

die Fasern in die Geraden-Stiicke eines Parallelgeradenbiindels iibergehen. Diese 

Forderung bezieht sich nur auf die Umgebung eines Punktes. Aber auch wenn 

wir sie an alle Punkte der Mannigfaltigkeit ohne Ausnahme stellten, so w~ire 

doch dieser Begriff der gefaserten Mannigfaltigkeit uns noch zu allgemein. 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir nur solche gefaserte Mannigfal- 

tigkeiten, die ausser den vier Mannigfaltigkeitsaxiomen noch den drei folgenden 

Axiomen geniigen, welche Eigenschaften der Faserung im Grossen fordern. Solche 

Mannigfaltigkeiten nennen wir kurz gefaserte Ra'ume. 
5) Die Fasern, auf die sich die Punkte der Mannigfaltigkeit verteilen, sind 

geschlosse~e Kurven. 

6) Durch jeden Punkt  geht genau eine Faser hindurch. 

7) Zu jeder Faser H gibt es eine Faserumgebung, das ist eine solche H 

enthaltende Teilmenge yon Fasern, die sich fasertreu auf einen >>gefaserten Voll- 

ring>) abbilden liisst, wobei H in die >>mittlere Faser>> iibergeht. 

Unter einem gefaserten Vollring verstehen wir einen geraden Kreiszylinder 

des euklidischen Raumes, der durch die zur Achse parallelen Geraden gefasert 

ist, und dessen Grundfl~iche und Dachfl~iche, um einen rationalen Winkel 

2:71~  --- 

~t 

gegeneinander verschraubt zur Deckung gebracht sind. it und v sind teilerfremde 

ganze Zahlen. Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit daft  

<~ t t > o  und o - - < v - - t t  
2 

angenommen werden. Denn wenn man v durch v+ktt oder durch --v ersetzt, 

so l~isst sich der neue Vollring auf den alten fasertreu abbilden. 

Fasertreu wird dabei eine Abbildung genannt, wenn sie I) topologisch ist 

und 2) Fasern in Fasern iiberfiihrt. Zwei fasertreu auf einander abbildbare 
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Vollringe gelten als nicht verschieden. - -  Bei der Schliessung des Zylinders zum 

Vollring setzen sich je tt achsenparullele Strecke zu einer einzigen Faser anein- 

under, nur die Achse bildet eine Faser ffir sich allein. - -  Wenn Grund- und Dach- 

fl~che-unverschraubt einander zugeordnet sind, die charakteristische Zahl # also 

I ist, so heisst tier Vollring ein gew6hnlicher Vollring. 
Die Faserumgebungen sind im Gegensutz zu den Punktumgebungen abge- 

s c h l o s s e n e  Punktmengen: zu jeder Fuserumgebung gehSrt die berundende Ring- 

fl~che hinzu. 

Ein Meridiankreis M eines Vollringes ist eine doppe]punktfreie geschlossene 

orientierte Kurve der Randringfl~iche, die nicht auf der Randringfl~che, wohl 

aber im u (durch das Inhere hindurch) auf einen ~ - ~  

:-. :--:.~.--..=.'-~.=:ii!i~.:..:~.; 
Punkt zusammenziehbar (nullhomotop) ist. Eine topo- :(::':'.:i"!:/~"~.:~:.~:'~-." .: 

logische Selbstabbildung des Vollringes ~ndert einen ~ . : . ~ ~ : ! ' ? : ~  ~ 

~r wieder in einen Meridiankreis ab. Sieht / 

"1 

man yon der Orientierung ab, so k~nn man jeden / 

Meridiankreis durch eine stetige Deformation der Rand- 

ringfl~che in jeden undern iiberffihren. In Fig. I ist 1 
z.B. der orientierte Randkreis der Grundfl~iche ein ' / ~  : / |  [ - .  

Meridiankreis. Ein Breitenkreis B des Vollringes ist 

ein doppelpunktfreier zu M konjugierter Riickkehr- 

schnitt der Randringfl~che, d.h. eine doppelpunktfreie ~" 
Fig. L 

geschlossene Kurve, die M nur in einem Punkte iiber- 

kreuzt. Er ist abgesehen yon Deformationen der Randringii~che bis auf die 

Orientierung und bis auf u yon M bestimmt. Jedes Paar yon bleridian- 

und Breitenkreis kann in jedes andere durch eine topologische Selbstabbildung 

des Vollringes iibergefiihrt werden; w~thrend aber jeder Meridiankreis in jeden 

andern durch eine Deformation auf  der  R i n g f l ~ c h e  iibergeht, ist dies fiir zwei 

Breitenkreise nicht mehr notwendig der Fall. Die Selbstubbildung des Voll- 

ringes, die zwei auf der Randringfl~ehe nicht homologe Breitenkreise in einan- 

der iiberfiihrt, l~sst sich nicht durch eine Deformation aus der identischen Ab- 

bildung gewinnen. - -  Auch einer Fuser H wird eine bestimmte Orientierung 

zuerteilt, die mit dem gefaserten Vollring noch nicht gegeben ist. Wenn also 

ein gefaserter Vollring vorliegt und wenn wir auf seiner Randringfl~che eine 

Fuser H, einen Meridiankreis M und einen Breitenkreis B ausgew~hlt haben, so 

kSnnen wir start H, M, B ebenso gut das beliebige andere System H', M', B' 
benutzen, das mit dem ersten durch die Transformationsformeln zusammenh~ngt: 
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H ~  ~i H i ,  ( i )  

MN %M',  (2) 

B ~ e3B '+xM' .  (3) 

Darin sind die ~= • t und x ist eine beliebige ganze Zahl. Start des Gleich- 

heitszeichens haben wir das Homologiezeichen benutzt, das hier H o m o l o g i e n  

au f  der  R a n d r i n g f l ~ i c h e  bezeichnet. Es kommt uns n~mlich nur auf Homo- 

logiebeziehungen an, und wir lassen z.B. zu, dass H '  eine mit H punktfremde 

Faser und dass M' ein durch Deformation auf der Randringfl~che aus M her- 

vorgegangener Meridiankreis ist. - -  Ein fiir allemal sei bemerkt, dass wir die 

Verkniipfung yon Elementen der (abelschen) Homologiegruppe additiv, solche 
�9 5 zwischen Elementen der Fundamentalgruppe multiplikativ schrelben." 

Durch die Zahlen # und v ist nicht nur der gefaserte Vollring bestimmt, 

sondern umgekehrt bestimmt der gefaserte Vollring die Zahlen /~ und v eindeu- 

rig, d.h.  zwei gefaserte Vollringe sind dann und nur dann fasertreu aufeinander 

abbildbar, wenn sie in den definierenden Zahlen ~t und v iibereinstimmen. W~hlt 

man den Breitenkreis B geeignet (kiirzeste Verbindungslinie eines Randpunktes 

der Grundfl~iche und seines ~iquivalenten der Dachfl~iche auf dem Mantel des 

euklidischen Zylinders, gestrichelte Linie in Fig. I) und orientiert man M und H 

geeignet, so besteht zwischen H, M, B auf der Randringfl~iche die Homologie 

H ~ v M + tt B, (H) 

die nichts anderes besagt, als dass .u und v die definierenden Zahlen des gefa- 

serten Vollringes sind. H~itte man start H, 2;I, B ein beliebiges System H' ,  M', B' 

des gegebenen gefaserten Vollringes zugrunde gelegt, so wiirde zwischen diesen 

Kurven eine Homologie gelten: 

H '  N ~ M'  + roB', (H') 

well M" und B' ein fundamentales Kurvensystem 6 der Ringfl~che ist, durch das 

sich jede andere Kurve ausdriickt, t t ierin sind m u n d  n relativ prime Zahlen,  

well die Faser voraussetzungsgem~ss doppelpunktfrei ist, und es ist m ~ o, weil 

sie nicht dem Meridiankreis homolog ist. Anderseits l~isst sich die Homologie 

Vergl. B. L. v.d. Waerden, Moderne Algebra I (Berlin I93 o) S. 19. 
6 Meridian- und Breitenkreis heissen auch ein kanonisches Kurvensystem oder ein Paar 

konjugierter Riickkehrschnitte. 
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System H' ,  M' ,  B' zufolge der Transformationsformeln (I) bis (3) 

~fH' ~ (~,~v + x # ) M '  + ~3!tB'. 

~ ( ( ~  + ~ ) M '  + ~ , B ' }  ~ n ~ '  + roB'. 

Koeffizientenvergleichung lehrt, dass durch die Zahlen m u n d  n die Zahlen tt 

und v eindeutig bestimmt sind: es ist [#] = [m[, also weft tt > o, t t -~ [m[ und 

I I 
v gleich dem absoluten Betrage der rood m auf das Intervall - - -  m bis + - m  

2 2 

reduzierten Zahl n. Damit sind die Zahlen tt und v als charakteristisch fiir den 

gegebenen Vollring erwiesen. 

W~hrend Meridian- und Breitenkreis schon auf einem ungefaserten Voll- 

ringe definier~ sind, setzt die vierte ausgezeichnete Kurve, deren wir sparer be- 

diirfen, der Querkreis Q, die Faserung voraus. Er ist eine geschlossene Kurve 

der Randringfl~che, die jede Faser der Randringfl~tche genau einmal durchsetzt, 

wofiir man auch sagen kann: er ist ein zu jeder Faser H konjugierter Riick- 

kehrschnitt der Randringfl~che. Daher ist er bis auf seine 0rientierung und bis 

auf Vielfaehe der Faser durch die Faserung der Randringfl~tche bestimmt, d.h. 

sind Q und Q' zwei Querkreise, so besteht zwisehen ihnen die Beziehung: 

Q - ~ Q' + y H ' ,  (4) 

eine Formel, die zu den Transformationsformeln (I) bis (3) hinzutritt. 

Wie Meridian- und Breitenkreis, so bilden auch Faser H und Querkreis Q 

auf  der 0berfl~che eines gefaserten Vollringes ein fundamentales Kurvensystem, 

d.h. jede andere geschlossene Kurve der Randringfl~che ist homolog einer linearen 

Kombination yon H und Q. 

Die 0berfl~che eines beliebigen gefaserten Vollringes ist eine gefaserte Ring- 

fl~che. Daher lassen sich die 0berfl~chen je zweier gefaserter Vollringe faser- 

treu auf einander abbilden. Bestimmt ist der gefaserte Vollring durch die gefaser~e 

Raudringfl~che erst dann, wenn auf ihr eine geschlossene Kurve M als Meridian- 

kreis gegeben ist. M muss natiirlieh der Bedingung geniigen, auf der Rand- 

ringfl~che doppelpunktfrei, nicht nullhomolog und nicht der Faser homolog zu 

sein. Ha t  man auf einer gefaserten Ringfl~che die Faser H orientiert und einen 

Querkreis Q ausgew~hlt, so driickt sich also M mit zwei teilerfremden Zahlen 

,~ (~  o) un4  fl so aus: 
2 0 - - 3 2 5 1 1 .  Acta mathematica. 60. Imptim~ le 14 d6cembro 1932. 
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M ~ a Q  + I'~H. 

Dass durch 21I, also durch die Zahlen a, fl der  gefaserte  Vollring eindeut ig  be- 

s t immt ist, zeigen wir durch Berechnung seiner charakter is t ischen Zahlen/~, ~. I s t  

B ~ Q Q + a H  

ein Brei tenkreis  auf der gefaserten Ringfl~iche, so kann man bei geeigneter  Orien- 

t ie rung von B 

annehmen,  weil sowohl Q und H als M und B ein fundamenta les  Kurvensys tem 

auf der Ringfl:,iche sind. Dann ist 

H~ccB- -QM.  

Durch ce und fl ist 0 vermSge Gleichung (5) bis auf  Vielfache von c~ bestimmt. 

Wie  fri iher aus Gleichung (H') erh~ilt man je tz t  aus der letzten Gleichung die 

charakter is t ischen Zahlen fe und v eindeu- 

tig: ~ l a I, v gleich dem absoluten Be- 

t rage der rood a auf das In terval l  - -  ~c bis 
2 

I 
+ a reduzier ten Zahl Q. Is t  insbesondere 

2 

der Meridiankreis ein Querkreis, so handel t  

es sich um einen gewShnlichen gefaser ten 

Vollring. 

Das einfachste Beispiel eines gefaser- 

ten Raumes ist das t o p o l o g i s c h e  P r o -  

d u k t  aus Kreisl inie und Kugelfl~iche. Es 

Fig. 2. ist der Raum, der aus einer  Hohlkugel  ent- 

steht,  wenn man je zwei Punl~e  der inne- 

ren und ~usseren Randkugelfl~iche, die auf gleichem Radius liegen, identifiziert.  

Fig. 2 stellt einen Schnit~ durch den Mit te lpunkt  der t toh lkuge l  dar. Die Fasern  

werden yon den Radien aus der t toh lkuge l  ausgeschnit ten.  Es l iegt  ein gefa- 

ser ter  Raum vor, denn zu jeder  Faser  gibt es eine Faserumgebung,  die sich auf  

einen gefaser ten Vollr ing mit  den Zahlen Fe :  I, ~ 0  abbilden l~isst. 
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w 2. Zerlegungsfl~iche. 

Der wichtigste Begriff fiir die Untersuchung der gefaserten R~ume ist der 

der Zerlegungsfldche. Jeder gefaserte Raum F hat  eine Zerlegungsfl~che f. Dies 

ist aber keine Punktmenge des Raumes F, und sie l~sst sich im allgemeinen 

gar nicht  als Fl~iche in den Raum hineinlegen 7, sondern sie ist als abstrakte 

Mannigfaltigkeit so definiert: jeder Faser yon F entspricht umkehrbar eindeutig 

ein Punkt der Zerlegungsfl~che fls Damit hat  zugleich jeder Punk~ yon F auf 

der Zeriegungsfl~che einen bestimmten Bildpunkt, denn durch jeden Punkt  F 

geht genau eine Faser hindurch. Die Umgebungen auf f sind definiert als Bil- 

der der r:s Umgebungen in F. Man kann dann beweisen: 

I) Die Umgebungen von f erfiillen die Hausdorffschen Umgebungsaxiome; 

z) Es gibe zu jedem Punkte auf f eine Umgebung, die sich auf das Innere 

eines euklidischen Vollkreises topologisch abbilden l~isst; 

3) Ist jedem Punkte yon f eine beliebige Umgebung zugeordnet, so genii- 

gen abz~hlbar viele, ganz f zu iiberdecken. Mit F i s t  auch f eine offene oder 

geschlossene Mannigfaltigkeit; 

4) f i s t  zusammenh~ngend. 

Beim Beweise von (2) wird wesentlich die Abbildbarkeit jeder Faserumge- 

bung auf einen Vollring benutz~. Es ist ferner zu beachten, dass wir als Um- 

gebungssystem das System aller offenen Teilmengen yon F zugrunde legten. 

Aus I )  bis 4) folgt naeh einem von T. Rad6 bewiesenen Satze 9, dass die 

Zerlegungsfl~che t r i a n g u l i e r b a r  ist. Man kann daher alle S~tze der Fl~chen- 

topologie auf sie anwenden. Ist /~ geschlossen, so ist also die Zerlegungsfl~che 

f eine orientierbare Fl~che yore Geschlechte (Henkelzahl) p oder eine nichtorien- 

tierbare yore Geschleehte (Kreuzhaubenzahl) It. In dem Beispiele des r 

Produktes aus Kreislinie und Kugelfi~che (S. I54) ist die Zerlegungsfl~che seibst 

eine Kugel, die man hier ausnahmeweise in den Raum, etwa als die ~tussere 

Randkugelfl~che der Hohlkugel so hineintegen kann, dass sie yon jeder Faser 

genau in einem Punkte, ihrem Biidpunkte, getroffen wird. - -  Dass .]ede belie- 

Unser Begriff der Zerlegungsfl~che ha t  niehts  mi t  dem der surface of section zu tun, den 
G. D. Birkhoff benutzt ,  Dynamical systems with two degrees of freedom, Trans. Am. Math. Soc. 
I8 (I917) S. 268; vergl, auch L. Bieberbach, Differentialgleichungen (Berlin I923) S. I36. 

s Die Zerlegungsfl~iche gibt  also gewissermassen an, wie die Mannigfal t igkei t  in Fasern 
,,zerlegt,, ist. Vgl. Enc. Math. Wiss. I I I  AB I3, S. I78 (Tietze-Vietoris). 

T. Rad6, Uber den Begriff der Riemannschen F1/iehe, Acta litt.  scient. Szeged I I  (1925) 
S. lOI. 
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bige geschlossene oder offene, orientierbare oder nichtorientierbare Fl~che als 

Zerlegungsfl~che eines gefaserten Raumes auftreten kann, zeigt das topologische 

Produkt aus einer beliebigen Fl~iche f u n d  einer Kreislinie C. Die Punkte des 

topologischen Produktes sind bekanntlich die Punktepaare, die aus einem Punkte 

a yon f and einem Punkte b yon C bestehen. Eine Faser wird in dem topo- 

logischen Produkt yon allen Punktepaaren a, b gebildet, fiir die a ein und der- 

selbe feste Punkt  yon f i s t ,  w~ihrend b den Kreis C durchl:,iuft. Die Zerlegungs- 

fl~che ist offenbar die Fl~che f ,  die man auch hier in den Raum so hineinlegen 

kann, dass .~ede Faser sie genau einmal in ihrem Bildpunkte trifft. Ein Beispiel, 

in dem das nicht mehr mSglich ist, werden wir in w 3 kennen lernen. 

Als B e z e i c h n u n g s r e g e l  setzen wit ein fiir allemal fest, dass der tiber- 

gang vom gefaser~en Raum F zur Zerlegungsfi~iche f sich im ~bergang von 

grossen zu kleinen Buchstaben ausdriickt. So entspricht der Faser H des Rau- 

mes F auf der Zerlegungsfl~iche der Punkt  h. 

Ist  dann t]H eine Faserumgebung der Faser H, so bezeichnen wir ihr Bild 

wh als Zerlegungsumgebung des Bildpunktes h yon H. Die Zerlegungsumgebung 

erh~l~ man aus der Meridianschnittfl~iche der Faserumgebung, also aus der Grund- 

fl~iche des euklidischen Zylinders Fig. x, indem man Punkte, die derselben Faser 

angehSren, identifiziert. Die Zerlegungsumgebung ist also ein Kreissektor vom 

0ffnungswinkel 2S, dessen Randradien identifiziert sind, wofiir man auch sagen 
tt 

kann: Diskontinuitiitsbereich einer zyklischen Drehgruppe der Ordnung t t d e r  

Kreisscheibe um ihren Mittelpunkt. Also ist die Zerlegungsumgebung topolo- 

gisch abbildbar auf eine Kreisscheibe mit Rand. Das topologische Bild einer 

solchen Kreisscheibe heisst E l e m e n t a r f l ~ c h e n s t i i c k .  Die Zerlegungsumge- 

bungen sind somit ebenso wie die Faserumgebungen a b g e s c h l o s s e n e  Punkt- 

mengen. Die Umgebungsaxiome gelten fiir sie nur, nachdem man die abge- 

schlossenen Zerlegungsumgebungen durch Entfernen ihrer Randkreise in offene 

Umgebungen abge~indert hat. 

Von den Zerlegungsumgebungen gilt der folgende 

Hilfssatz I: Is t  wh Zerlegungsumgebu~g des Pu~ktes h u n d  e ein ganz in wh 

enthaltenes ElementarflSche~stiic]c, d a s h  uicht a ~  seinem Rande euthh'It, so ist e 

ebenfalls Zerlegungsumgebu,g u , d  zt~'ar a) yon h, fal ls  h ~nnerer Pu~kt  von e ist, 

b) yon jedem beliebigen in~eren Pu,l~te yon e, fal ls  h ausserhalb e liegt. Die in e 

bez. cob abgebildeten Faserumgebu~gen E bez. ~QH sind im Falle a) faser treu auf- 

einander abbildbar, im Falle b) ist E ei~z ge~eShnlicher gefaserter Volb'ing. 
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B e w e i s :  a) Die Fase rn ,  die sich 

in die P u n k t e  yon e abbi lden ,  machen  

e inen gefaser ten  Tei lbere ich  E von 

t2H aus, der  die Fase r  H i m  Inne rn  

enth~lt .  Denken  wir  uns  t~tr als ge- 

f a se r t en  Zy l inde r  mi t  ve r sch raub t  zu- 

geordne ten  Randfi~chen,  so erh~l t  man  

aus dem Mer id i anschn i t t  wZ yon Y]H 

(Fig. 4) die Ze r l egungsumgebung  Oh 

(Fig. 3), wenn man  solche P u n k t e  

von ~ ident i f iz ier t ,  die h ins ich t l i ch  

der  auf  ~Z ausgei ib ten  zykl i schen 

Drehgruppe  der  O r d n u n g  tt ~quivalent  

sind. Die P u n k t e  yon wZ, die sich 

dabei  in P u n k t e  von e abbi lden ,  machen  

ein in Fig.  4 schraff ier tes  E lementar -  

fl[ichenstiick ~ aus,  das  den Mittel-  

Topologie d re id imens iona le r  gefaser te r  R~ume. 

Fig. 3. 
p u n k t  h yon ~ im Inne ren  en th~ l t  

und  alas bei der  zykl i schen  Dreh- 

gruppe  ebenfal ls  in sich i ibergeht .  Der Tei lbere ich  E yon ~ H  bes teh t  dann  gerade  

aus den achsenpara] le len  St recken des Zy l inde r s  t2H, die durch  P u n k t e  yon ~ hin- 

durchgehen.  Man kann  nun,  wie wir  zeigen werden,  ~ auf  w~ du tch  eine topolo- 

gische A b b i l d u n g  5 mi t  E rha l t ung  der  Or i en t i e rung  so abbi lden,  class h fes tb le ib t  und  

l 
Fig. 4. 

dass  je  tt  Punkte ,  die h ins ich t l ich  der  

zyk l i schen  Drehgruppe  ~quiva lent  s ind,  

wieder  in tt solche P u n k t e  i ibergehen.  

(~bt m a n  auf  die achsenpara l l e len  

St recken yon E und  Y]H die ent- 

sprechende  A b b i l d u n g  aus, so erh[ilt  

m a n  eine topologische A b b i l d u n g  yon 

E auf  ~H, die Fase rn  in Fase rn  iiber- 

f i ihr t  und  die  mi t t l e re  Fase r  H fest- 

l~sst, wie es tier Hi l fssa tz  behaupte t .  

Die verwendete  A b b i l d u n g  5 er- 

hlilt  man  fo lgendermassen :  sei a eine 

topologische Abb i ldung  mi t  E r h a l t u n g  

der  Or ient ie rung,  die  e in Wh i iber- 

f i ihr t  und  h festl~sst ,  re eine doppel-  

punkt f re ie  Kurve  yon h nach dem 

Rande  yon e und  r~ ihr  Bild,  das 

ebenfal ls  doppe lpunk t f re i  i s t  und  yon 
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h nach dem Rande yon ~0h l~iuft. Durch die # Bilder von re bez. rr wird ~ bez. 
~ in u aufeinander folgende Sektoren 

zerlegt, die yon der Drehgruppe zyklisch vertauscht werden. Durch die Abbildung 
a wird eine Abbildung des Sektors ~*: auf den Sektor (~)i vermittelt  nnd damit eine 
Abbildung ~7 yon ~ auf w~ yon der verlangten Beschaffenheit. 

b) Dem Elementarfl~ichenstiick in wh entsprechen jetzt  in w~/~ getrennt lie- 
gende Elementarfl~ichenstficke ~1, ~ , . . .  ~.,,, die sich bei der zyklischen Dreh- 
gruppe vertauschen. Die e entsprechende Fasermenge E wird in dem Zylinder ~H 
Yon ,u kongruenten gefaserten euklidischen Zylindern gebildet, die iiber ~ bis ~ 
liegen. E wird aus diesen u Stiicken erhalten, indem man sie der Reihe nach 
aneinandersetzt und Grundfl~iche und Dachfl~iche unverschraubt  zuordnet. Die Faser- 
menge E ist daher ein gewShnlicher Vollring, in dem man jede innere Faser als 
mittlere Faser auffassen kann. 

Aus dem Hi l fssa tz  I fo lg t  

Hilfssatz I I :  Sind .Q'H und D~ zwei Faserumgebungen der Faser H, so si~d 

sie fasertreu mit fester _Faser H aufei~ander abbildbar. 

Beweis:  Es gibt auf der Zerlegungsfl~iche ein Elementarfl~iehenstiick e, d a s h  
1 iiberdeekt und im Innern des Durchsehnittes der Zerlegungsumgebungen wa und oJ~ 

liegt. Nach Hilfssatz I i s t  e Bild einer Faserumgebung E der Faser H, und E ist 
sowohl auf Q~ als auf .Q~ fasertreu mit fester Faser H abbildbar. 

H ie rnach  sind fiir alle F a s e r u m g e b u n g e n  einer fes ten  Fase r  H die Zahlen 

!t, v dieselben, also sind sie der Faser  H eigentiimlich. I s t  tt > I, so heisst  die 

Fase r  eine I~-fache Ausnahmefaser des gefaser ten  Raumes ,  fiir t l :  I eine gewShn- 

liche Faser. L~sst  m a n  eine Nachba r f a se r  einer  ~-fachen Ausnahmefase r  in die 

A us nahm efa s e r  hineinri icken,  so ist ihre Grenzlage die #-fach durchlaufene  Aus- 

nahmefaser .  I n  einem gefaser ten  Vollringe sind alle Fasern,  hSchstens mi t  Aus- 

nahme  der mi t t l e ren  gewShnliche Fasern.  Die /~-fache Ausnahmefase r  ist, # mal  

durchlaufen,  einer gewShnlichen Faser  in der F a s e r u m g e b u n g  homolog.  Die 

P u n k t e  der Zerlegungsfl~che, in die sich Ausnahmefase rn  abbilden,  heissen Aus- 

nahmepunkte; als P unk t e  der Zerlegungsfl~iche sind sie vor den gewShnlichen 

Punkt.en nicht  ausgezeichnet .  

Satz 1: In einem geschlossene~ gefaserte~. Raume gibt es h6chstens endlich 
viele Ausnahmefasern. 
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Denn andernfal ls  g~be es einen P u n k t  des Raumes,  durch dessen jede Um- 

gebung unendl ich viele Ausnahmefasern  h indurch  gingen. Die Faser  dieses 

Punktes  h~tte  dann keine Faserumgebung.  

w 3- F a s e r u n g e n  der Hypersphitre. 

Ehe wir die allgemeine Untersuchung der Faserungen fortsetzen, geben wir 

als Beispiel fiir Faserungen  mit  Ausnahmefasern  die Faserungen der Hypersph~tre 

an. Die Hypersph~re  denken wir uns zun~chst im euklidischen vierdimensiona- 

len Raum gelegen. Sie ist da eine Hyperfl~iche mit  der Gleichung 

2 2 2 2 
X l - ~ ' X  2 + X s + X 4 - -  I ,  

worin x l , . . ,  x~ kartesisehe Koord ina ten  sind. Die F a s e r n  sind die B a h n k u r -  

y e n  yon best immten eingliedrigen Gruppen s tarrer  Bewegungen der Hypersph~ire 

in sich. Sie sind als Hypersph~renkurven  des R~ durch die Gle iehungen gegeben '  

x'~ ~ x~ cos m t + x.~ sin m t 

x'e ~ ~x~  sin m t §  cos mt  
t 

x a ~ x 3 cos n t +  x~ sin n t 
! 

x~ = --x~ sin n t + x ~  cos nt. 

m und n sind darin te i ler f remde ganze positive Zahlen; t ist ein stet iger  Para-  

meter.  Die Bahnkurven sind geschlossene Kurven,  die einmal durchlaufen  wer- 

den, wenn t yon o bis 2 z l~uft. 

W i r  machen Uns yon der Hypersph~re  ein ansehauliches Bild, indem wir 

sie s tereographisch yore Nordpol,  etwa dem Punk te  (o, o, o, I) aus in die -~qua- 

torhyperebene  x4~-o projizieren. Die ~qua to rhype rebene  ist ein dreidimensiona- 

ler euklidiseher Ramn mit  den kartesischen Koord ina ten  x, y, z, den wir durch 

einen einzigen uneigent l ichen Punk~, d e n  Bi ldpunkt  des Nordpoles zum konfor- 

men Raume schliessen. TM Jeder  yore ~o rd p o l  verschiedene P u n k t  (xl, x~, x3, x~) 

ha t  dann einen bes t immten Bi ldpunkt  mi t  den Koord ina ten  x, y, z; die x-, y- 

z-Aehse lassen wir mit~ der Xl- , x~-, x3-Achse des R~ zusammenfal[en. Der  eukli- 

dische Raum tr~gt  dana  ausser der euklidischen Metrik,  die er yon dem ein- 

be t tenden euklidischen R~ bezieht, eine sph~rische Metrik,  die ihm kiinstlieh 

lo Vergl. DBII  w 7, w I nnd w 2. 
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durch die stereographische Projektion yon der Hypersphiire her aufgeprfigt wird. 

Bei der Projektion gehen die starren Bewegungen tier Hypersph:,ire fiber in solche 

konforme (oder sph~risch-starre) Bewegungen, die Diametralkugeln der Einkeits- 

kugel x ~ + y~ + z-%~ I untereinander vertauschen. Die angegebene kontinuierliche 

Gruppe bildet sich insbesondere in eine Gruppe ab, die die z-Achse und den 

dazu senkrechte Einheitskreis x~+y~=I, z-~o in sich fiberffihrt. Es werden 

damit zugleich die ~r Ringfl~ichen einzeln in sich abgebildet, die die z-Achse 

zur Rotationsachse haben und das durch den Einheitskreis gehende Kugelbiischel 

or~hogonal durchsetzen. In  der Fig. 5 ist der SchnRt der Ringfi~iche mit der 

xz-Ebene wiedergegeben. Jede der Ringfl~ichen berandet einen Vollring, tier den 

Fig. 5- 

Einheitskreis im Innern enth~lt und der yon Bahnkurven der Bewegungsgruppe 

gefasert wird. Denn yon einer Bewegung der Gruppe wird eine yon der z-Achse 

berandete galbebene um die z-Achse gedreht. Der kreisfSrmige Schnit~ der 

Halbebene mit einem Vollringe (in der Figur schraffiert) wird gleichzeitig sph~- 

risch starr um seinen sph~rischen Mittelpunkt M in sich gedreht und zwar durch 

27rn 
den Winkel - - ,  wenn die Halbebene sich einmal um die z-Achse herumbewegt 

m 

hat. Die charakteristichen Zahten it und ~ des gefaserten Vollringes sind daher 

I 
u = m  und ~ gleich dem absoluten Betrage der rood m auf alas Intervall -- m 

2 

bis + I - m reduzierten Zahl n. Der ausserhalb der betrachteten Ringfl~che gelegene 
2 
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Tell der Hypersph~re ist ebenfalls ein yon Bahnkurven gefaserter Vollring, der 

die z-Achse zur mittleren Faser hat. Denn durch die starre Bewegung x'l=x3, 
x '~x4,  x'a~xl, x'~=x~, vielmehr durch die entsprechende sph~rische Bewegung 

des konformen Raumes, werden Einheitskreis and z-Achse miteinander vertauscht. 

Die charakteristischen Zahlen dieses Vollringes sind Ft=n und v gleich der mod ~ 

! I 
auf das Intervall - - - ~  bis Jr . . . . .  reduzierten Zahl m. Der Einheitskreis ist 

2 2 

daher eine m-fache, die z-Achse eine n-fache A u s n a h m e f a s e r .  Jede andere 

Bahnkurve ist eine g e w S h n l i c h e  F a s e r ,  da sie sich in einen der um den Ein- 

heitskreis gelegten gefaserten Vollringe einfangen l~sst. Jede gewShnliche Faser 

schlingt sich m real um die z-Achse und n real um den Einheltskreis herum, sie 

ist daher verknotet und zwar ein Torusknoten 11, wenn nicht gerade eine der 

Zahlen ~n und n den Wert  I hat. 

Die Z e r l e g u n g s f l ~ c h e  der Hypersph~renfaserungen ist stets die Kugel. 

Denn in der HypersphEre kann m~n .~ede geschlossene Kurve in einen Punkt  

deformieren~ also gilt dasselbe auf der Zerlegungsfl~che. Weil die Hypersph~ire 

geschlossen is~, ist es auch die Zerlegungsfl~che (w 2); damit ist sie aber als Ku- 

gelfl~tche charakterisiert, Wir wollen dies Ergebnis fiir den Fall re=n=1, in 

welchem 5berhaupt keine Ausnahmefasern vorhanden sind, best~tigen. In die- 

sem Falle sind die Bahnkurven Kre i se ,  zu denen auch die z-Achse und derEin- 

heitskreis gehSren. Jeder Kreis durchsetzt genau einmal das Innere des Einheits- 

kreises, ausgenommen der Einheitskreis selbst. Fiihrt man einen Punkt  aus dem 

Innern der Einheitskreisfl~che an den Rand heran, so n~hert sich der hindurch- 

gehende Bahnkreis immer dem Einheitskreise. Man muss also das Innere des 

Einheitskreises durch einen einzigen Punkt, den Bildpunkt des Einheitskreises 

schliessen, um zur Zerlegungsfl~che zu kommen. Diese Schliessung fiihrt aber 

zur Kugelfl~che. - -  Die Zerlegungsfl~che l~sst sich nicht so in die tIypersph~re 

legen, dass sie yon jeder Faser in ihrem Bildpunkte durchsetzt wird, denn eine 

Kugelfl~che der Hypersph~re hat  mit jeder geschlossenen Kurve eine gerade 

Anzahl yon Schnittpunkten gemein. 12 

In w I I wird gezeigt werden, dass die Faserungen durch die hier angege- 

benen Bahnkurven die einzig mSglichen der Hypersph~re sind, d.h.  jede Fase- 

rung der Hypersph~re l~sst sich fasertreu auf eine dieser Faserungen abbilden. 

~ K. Reidemeister, Knoten und Gruppen, Abh. Math. Sere. Hamburg 5 (I927) S. 19. 
~ Da sich jeder Hypersph~renpunkt in einen Punkt  der Zerlegungsfi~iche abbildet, so liegt 

eine Abbildung der Hypersphare auf die Kugel vor. Es ist dieselbe, die It. Hopf, (~ber die Ab- 
bildungen der dreidimensionalen Sphere auf die Kugelfl~che, Math. Ann. Io4 w 5 untersucht. 

21--325[1. Acta mathematicxt. 60. Imprlm6 1o 14 d~cernbre 1932. 
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w 4. T r i a n g u l i e r b a r k e i t  de r  ge fa se r t en  R,~tume. 

Die gefaserten R~iume sind ihrem Wesen nach k o n t i n u u m s t o p o l o g i s c h ,  

d .h .  als Punk~mengen definiert;  ausser dieser Definit ion gibt es bekanntl ich eine 

rein k o m b i n a t o r i s c h e  Mannigfal t igkeitsdefini t ion,  die zum Aufbau der Mannig- 

fa l t igkei t  Dinge verschiedener  Art, n~imlich Zellen der Dimensionen o bis 3 be- 

nutzt .  Von der kombinator ischen Definition kann man durch Ausfiillen der - -  

immer  als Simplices w~,ihlbaren - -  Zellen mit  P u n k t en  zu einer kont inuumstopo-  

logischen Mannigfal t igkei t  iibergehen. In  zwei Dimensionen l~sst sich nun jede 

Punl~menge,  die durch Axiome wie sie in w I un te r  I) bis 4) fiir drei Dimen- 

sionen gegeben wurden, t r iangul ieren - -  nach dem auf  S. 155 angef i ihr ten  Satze - -  

und man kann daher  S~itze iiber zweidimensionale Mannig~faltigkeiten je nach 

Bequemlichkei t  auf  die kont inuumstopologische oder auf  die kombinatorisch- 

topologische Definition sttitzen. In  drei und ruehr Dimensionen dagegen ha t  es 

sich auf Grund  der Axiome I) bis 4) yon w I bisher n icht  beweisen" lassen, dass 

die Mannigfa l t igkei t  einer simplicialen Zerlegung (in Tetraeder)  fiihig ist. Es ist 

daher  yon Wichtigkeit ,  dass fiir g e f a s e r t e  R~ume die Tr iangul ierbarkei t  fest- 

steht,  sodass wir auf diese R~tume sowohl die Methoden der Kont inuums-  wie 

der kombinator ischen Topologie anwenden diirfen, da wir sicher sind, zu jedem 

gefaser ten Raum einen Aufbau aus Te t raedern  angeben und ihm damit  ein kom- 

binatorisches Schemu zuordnen zu kSnnen, durch dessen Ausfiil lung mi t  Punl~en  

wir zur Punk tmannigfa l t igke i t  zuriickkehren kSnnen. Den Beweis der Triangu- 

l ierbarkeit ,  sowie einen daftir  zwar n icht  notwendigen,  aber  niitzlichen Itilfs- 

satz bringen wir je tz t  vor. 

Hilfssatz I I I :  Jedes Eleme~tarfldchenstiick w a~lf der Zerlegungsflh'che f ,  das 

auf  sei~em Rande keinen und im Innern hSchstens einen A usnahmepunkt hat, ist 

Zerlegu~,gsumgebu~g des AusnahmepunJ'tes, oder wen~ der Ausnahmepunkt fehlt, 

jeden innere~ Punktes. 

Beweis: Sei l~ der Ausnahmepunkt, oder wenn er fehlt, eiu beliebiger innerer 
Punkt  yon co. Wir triangulieren w so fein, dass jedes Dreieck der Triangulation 
ganz yon einer Zerlegungsumgebung iiberdeckt wird. Uberdies soll h im Innern eines 
Dreiecks liegen. Um die MSglichkeit einer solchen Triangulation zu zeigen, bilden wir eo 
auf eine Kreisscheibe der euklidischen Ebene ab. Es gibt dann einen positiven Radius 
e so, dass tier Kreis um einen beliebigen Punkt  p yon eo mit dem Radius e ganz 
von eiuer Zerlegungsumgebung (die nicht notwendig zu p gehSrt) fiberdeckt wird. 
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Sollte der  e-Kreis fiber die Kre isscheibe  h inaus ragen ,  so be t r ach ten  wir  n u t  das  zu 

to gehSrige Stiick. Aus  der  Annahme ,  dass ke in  solches e vo rhanden  ist,  wi i rde 

folgen, dass es eine Folge yon Kre isen  gibt ,  deren  Radien  nach  o und  deren Mittel-  

punk te  nach e inem Punk te  Po konverg ie ren  und  deren ke iner  sic:h mi t  e iner  Zerle-  

gungsumgebung  f iberdecken l~sst. Um P0 .kann m a n  einen Kre is  m i t  dem Radius  

> o schlagen,  der  yon der (zu Po gehiirigen) Ze r l egungsumgebung  f iberdeckt  wird .  

In  ihm l iegen fas t  alle Kreise  tier Folge,  die sich somi t  ebenfa l l s  fas t  alle mi t  e iner  

Ze r l egungsumgebung  i iberdecken lassen,  Die A n n a h m e  f i ihr t  daher  zu e inem Wider -  

spruch,  und  es muss  somi t  ein e der  behaup te t en  Beschaffenhei t  vo rhanden  sein. 

Die Tr iangu la t ion  yon to haben  wir nun nur  so fein zu w~ihlen, dass j edes  Dreieck 

sich yon e inem Kreise vom Radius  e f iberdecken l~isst. Dann  kSnnen wi t  Hi l f ssa tz  I 

(S. I56 ) auf  die e-Kreise anwenden  und  wissen,  class al le Dreiecke der  Tr iangula-  

t ion Zer l egungsumgebnngeu  sind. Die zugehSrigen F a s e r u m g e b u n g e n  sind gewShn- 

l iche gefaser te  Vollr inge,  h~ichstens bis  auf die  F a s e r u m g e b u n g  J H  der  Fase r  H, die 

sich in d a s h  en tha l t ende  Dreieek ~h abbi ldet .  Nun g ib t  es bekann t l i ch  eine Folge 

yon Elementar f l~chens t i icken tol=(~h, to~, . . .  toa=to,  die al le aus Dre iecken  tier Tri-  

angu la t ion  yon to bes tehen und  deren  jedes  aus dem vorangehenden  durch  Hinzu-  

nahme  eines einzigen,  nur  l~ings einer  oder  zweier K a n t e n  angrenzenden  Dreiecks 

ents teh t ,  e ine Tatsaehe ,  die in drei  Dimens ionen  nebenbe i  be me rk t  n ich t  mehr  zu 

ge l ten  braucht .  Die en t sp rechenden  F a s e r m e n g e n  . Q I = J H ,  ~ ,  . . .  ~ = . Q  s ind siimt- 

l ich F a s e r u m g e b u n g e n  yon H. Denn wie toi aus toi-1 hervorgeht ,  i ndem m a n  an 

toi-1 ein Dreieck ~ liings e iner  e inzigen Strecke s (die aus e iner  ode r  zwei K a n t e n  

yon ~ bes tehen  kann)  ansetz t ,  s o geht  ~Qi aus ~Qi-1 hervor,  i ndem man  einen ge- 

wShnl ichen gefaser ten  Vol l r ing  z/  lfings eines gefaser ten  Kre i s r inges  S a n - Q i - 1  

fase r t reu  ansetzt .  Dabei  en t s t eh t  aber,  wie m a n  le icht  beweist ,  wieder  ein gefaser te r  

Vollr ing.  

Es  f o l g t  n u n m e h r  

Satz 2: Jeder gefaserte Raum ist triangulierbar. 

Beweis: Wir t r i angu l i e ren  die Zerlegungsfl i iche so, dass  die A u s n a h m e p u n k t e  

al le im Inne rn  der  Dreiecke l iegen und  dass  kein  Dreieck mehr  als e inen Ausnahme-  

p u n k t  enthi~lt. Nach Hi l fssa tz  I I I  i s t  j edes  Dreieck Zer legungsumgebung .  Der ge- 

faser te  Raum zerfiillt  somi t  in endl ich  oder  abz~hlbar  unend l i ch  viele gefaser te  Voll- 

ringe. Zwei benachbar te  solehe Vol l r inge  haben  e inen gefaser ten  Kre i s r ing  gemein-  

sam, der  sich in eine Strecke der  Zer legungsf l~ehen t r iangula t ion  abb i lde t  und  den 

man  naeh Aufschne iden  dutch  eine Querl in ie  auf  ein Reehteck  der eukl id i schen  Ebene  

abb i lden  kanni  Man kann  danach  in j edem sol~chen Kre i s r ing  von geraden  Lin ien  

reden.  Das s ind  n~imlich solche, die sich in dem Bi ldrechteek  ge rad l in ig  abbi lden .  

Jede r  der  gefaser ten  Vol l r inge  wi rd  nun t r i angu l i e r t  und  zwar  so, class die Tr ian-  

gu la t ion  der  drei  Kreisringfl~iehen, aus denen  der  Rand  des Vol l r inges  besteht ,  ~>ge- 
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radlinig~> wird. Auf jeder solcher Kreisringfliiche liegen dann zwei Triangulationen, 
die von den Triangulationen tier beiden angrenzenden Vollringe herriihren und die, 
da sie geradlinig sind, durch eine gemeinsame Unterteilung ersetzt werden k5nnen. 
Damit  ist eine Einteilung des gefaserten Raumes in Zellen gewonnen. Aus ihr kann 
man durch Normalunterteilung eine simpliciale Zerlegung ableiten. 

w 5. Ausbohrung und Verschlussring. 

Ein wesentl iches Hi l f smi t te l  fiir die Klass i f ikat ion der  gefaser ten  Ritume 

bes teh t  in der Au~bohrung der Ausnahmefase rn  und im Erse tzen  der Bohrkerue 

durch gewShnliche Vollringe. Eine Fase r  H aus e inem gefaser ten  R a u m e  F 

ausbohren  heisst  die inneren  P u n k t e  einer F a s e r u m g e b u n g  .O.H Yon H aus dem 

R~ume entfernen.  Dadurch  en ts teh t  ein gefaserter bera~deter Raum F.  Der  

R~nd ist eine gefaser te  Ringfliiche. Die Zerlegungsfliiche f yon F en t s teh t  aus 

der  Zerlegungsfliiche f yon F durch En t f e rnen  der inneren P u n k t e  der Zerlegungs-  

um gebung  oh, in die sich die F a s e r u m g e b u n g  .O.H abbildet .  

Unsere  Aufgabe  besteh~ zuniichst darin zu zeigen, dass der  R a u m  F erstens 

unabh~ngig  yon der Auswahl  der F a s e r u m g e b u n g  der Faser  H und zweitens, 

falls H e i n e . g e w S h n l i c h e  Fase r  ist, unabhi ingig  yon der Auswahl  dieser Faser  

ist. Sodann gewinnen wir aus e inem beliebigen gefaser ten  berande ten  l~aume ~ '  

durch Schliesslo~g mit  geeigneten  gefaser ten  Verschlussringen gefaser te  l~gume F 

zuriick. 

Hilfssatz IV: Si~d ~ u~d ~2' zwei Faserumgebungen einer _Faser H eines 

gefaserten Raumes _F, so gibt es ei~e fasertreue Deformation des Raumes F, die ~2 

in g]' iibe~fiihrt u~d H fest l~st. 

Beweis:  Wir schalten zwischen ~ und ~ '  eine Faserumgebung ~21 von H, die 
ganz im Innern von ~ und .Q' liegt, und zeigen, dass es eine fasertreue Deforma- 
tion yon F gibt, die bei fester Faser H ~Q in ~Q1 iiberfiihrt. Dann gibt es, da ~Q' 
nicht vor ~Q ausgezeichnet ist, eine ebensolche Deformat!on, die o '  in -QI iiberfiihrt. 
Die erste Deformation, gefolgt yon der reziproken der zweiten, ist die gesuchte. - -  
Dass es eine solche Faserumgebung ~Q1 gibt, folgt aus Hilfssatz I, da man zu zwei 
Zerlegungsumgebungen eo und w' yon h immer eine Zerlegungsumgebung ~o 1 yon h 
angeben kann, die im Innern yon w und w' liegt. 

Wir nehmen eine weitere Zerlegungsumgebung Wa yon h hinzu, die co ganz im 
Innern enth~ilt. Das ist mSglich; man braucht n~mlich fiir Wa nur ein Elementar- 
fliichenstiick zu w~ihlen, das w ganz im Innern enth~ilt und ausser etwa h keine 

weiteren Ausnahmepunkte iiberdeckt. Dieses existiert, well die Zerlegungsumgebungen 
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abgeschlossen sind und Hiiufungspunkte yon Ausnahmepunkten nicht vorhanden sind, 

und ist Zer]egungsumgebung naeh Hilfssatz III. 
Um eine bestimmte Vorstellung zu haben, denken wir uns (Oa auf eine Kreis- 

fliiche einer euklidischen Ebene abgebildet mit dem Bildpunkte yon h als Mittelpunkt. 

~o und w 1 mSgen dabei - -  so kann man die Abbildung immer einrichten - -  in 

konzentrische Kreise iibergehen (Fig. 6). Nunmehr iiben wir auf die Kreisfliiche 
eine Deformation aus, die eo 1 in eo iiberfiihrt, etwa indem wir die Punkte der Kreis- 

fl~che auf Radien nach aussen wandern lassen. Dieser Deformation der Zerlegungs- 

umgebung yon h entspricht eine fasertreue Deformation der Faserumgebung ~a von 

H, bei der H und der Rand v o n  ~Qa punktweise festgelassen werden. Man erh~ilt 
diese Deformation yon ~a, indem man -(2 zum 

euklidischen Zylinder aufschneidet und die 
Deformation yon eOa auf alle Meridianschnitt- 

fl~ichen, welche #-fach verzweigte Uberlage- 

rungsfliichen yon Wa sind, iibertriigt. 

Aus  Hilfssatz IV  folgt, dass der ge- 

faser~e berandete Raum ~', der aus F durch 

Ausbohrung  einer Faser  H entsteht,  unab- 

h~ngig da.von ist, welche der unendlich 

vielen Fase rumgebungen  yon H man aus- 

bohr~. 

Hilfssatz V: Der gefaserte berandete 

Raum ~', der aus F dutch Ausbohru~g einer 
Fig. 6. 

gew6hnliehen Faser H entsteht, ist unabhiingig davon, welche gewShnliche Faser H 

man ausbohrt. 

Beweis: Sind H und H '  zwei gew5hnliche Fasern yon F, h und h' ihre Bild- 
punkte auf der Zerlegungsfi~iche f, so gibt es ein Elementarfl~ichenstiick w, d a s h  

und h' zu inneren Punkten hat un4 das keine Ausnahmepunkte enthiilt. Es gibt 

dann eine Deformation yon co, bei der h in h' iibergeht, w~ihrend der Rand yon eo 

punktweise festbleibt. ~o ist nach Hilfssatz III  Zerlegungsumgebung eines jeden 

inneren Punktes und somit Bild eines gewShnlichen gefaserten Vollringes ~. Der 

Deformation yon ~ entspricht eine fasertreue Deformation yon t], die H in H '  

iiberfiihrt und die Randringfl~che von ~Q punktweise festl~isst. 

Die gleiche (~berlegung kann man auf  den ausgebohrten Raum F anwen- 

den und damit  zeigen, dass der l~ngs einer beliebigen Anzahl  gewShnlicher 

Fasern ausgebohrte Raum F unabh{ingig yon tier Auswahl  der ausgebohrten 
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Fasern  ist. Nur  hat  man dafiir  zu sorgen, dass die ausgebohr ten Faserumge- 

bungen punkt f remd sind. 
_ 

Aus dem gefaserten berandeten  Raum F,  der aus F durch Ausbohrung 

einer Faser  erhal ten wurde, kann man neue (unbemndete) gefaserte  R/iume ablei- 

ten, indem man die Randringfl~iche H yon f f  durch einen gefaser ten Vollring, 

den Verschlussring V, schliesst. Das geschieht  durch faser t reues  Aufkleben der 

Randringfl~iche H yon V auf  die Ringfl~che 1L Bei gegebenem Verschlussringe 

V kann diese Schliessung noch auf unendlich viele wesentlich verschiedene 

Weisen erfolgen. Doch ist die Schliessung vollkommen bestimmt, wenn man 

das Bild M eines Meridiankreises M yon V auf der Ringfl/iche H kennt.  M 

kann offenbar auf / /  weder nul lhomolog noch der Faser  homolog sein, weil sonst 

M a u f  H es w~re; ausserdem ist M doppelpunktfrei .  Wei t e ren  Einschr~nkungen 

unter l iegt  M nicht.  Es gil t  n~mlich 

Hilfssatz VI:  Wird der gefaserte berandete Raum ~" yon der Ringfldehe 

berandet, auf  der eine doppelpunktfi'eie, auf  i i  weder ~ull- ~wch der Faser homo- 

loge Kurve M gezogen ist, so gibt es genau einen gefaserten Vollrinfl V, dessen 

Randringfldehe H fasertreu so auf  11 abgebildet werden kann, dass M in V uull- 

homotop wird. Der so entstehende (unberandete) gefaserte Raum F 1 ist dutch F 

und die zu M gehSrige Homologieklasse yon 1I eindeutig beztimmt. 

Beweis: a) Wir beweisen zuniichst, dass es einen und nur einen gefaserten 
Vollring V gibt, der die Bedingungen des Satzes erffillt. Ist Q ein Querkreis, H 
eine orientierte Faser auf / / ,  so ist 

Nach S. i54 gibt es dann genau einen gefaserten Vollring V mit einem Meridian- 
kreis M, einer Faser H und einem geeignet gew~ihlten Querkreis Q, auf dessen Rand- 
ringfliiche H die Beziehung 

M ~  aQ + f lH 

besteht, n kann man auf 11 fasertreu abbilden, sodass Q mit Q und H mit 
zusammenf~illt. Denn man kann H 1/ings Q und H, H 1/ings Q und H zu zwei 
durch die Fasern schraffierten Rechtecken aufschneiden und diese Rechtecke faser- 
treu miteinander zur Deckung bringen. Dabei geht M in M fiber, wird also Meri- 
diankreis von V. 

b) Wir beweisen zweitens, dass der gefaserte Raum F 1 eindeutig bestimmt ist 
durch F und die Homologieklasse yon M. Alle mSglichen fasertreuen Abbildungen 
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yon /1 auf  H,  bei  denen  M nu l lhomotop  in V wird,  erh~l t  m a n  aus e iner  e inzigen 

solchen durch  nachtr~gl iche  Ausf ibung e iner  fase r t reuen  S e l b s t a b b i l d u n g  AlL yon 

H,  bei  der  der  Mer id iankre i s  M oder v ie lmehr  seine Kurvenk lasse  in sich oder  ihr  

Negat ives  i ibergeht .  Die Ur~abh~ingigkeit der  en t s t ehenden  F a s e r u n g  F 1 yon der  A r t  

tier A b b i l d u n g  is t  bewiesen,  wenn gezeigt  ist ,  dass  A~x sich zu e iner  fase r t reuen  

Se lbs t abb i ldung  Av yon V erwei te ren  l~isst, die / /  ebenso abb i lde t  wie All. W i r  

sehen zuers t  naeh,  wie sich die Kurvenk la s sen  auf  / /  bei AI~ t rans formieren .  H,  Q 

und  M mSgen Faser ,  Querkre is  und  Mer id iankre i s  auf  / /  m i t  be l iebiger  aber  fes ter  

Durch laufung  versehen bezeichnen,  und  es sei 

Auf  G r u n d  der  T rans fo rma t ion  (4) yon S. ~53 k6nnen  wir  uns  Q yon vornhere in  

so gew~hl t  denken,  dass  ~ ~ o u n d o  ~ ~ ~ a is t ;  nat f i r l ieh  s ind wegen der  Dop- 

pe lpunk t los igke i t  yon M a und  ~ re la t iv  pr im.  H ' ,  Q', M'  mSgen die Bi lder  d ieser  

Kurven  un te r  A~I sein. Wegeu der  Fase r t r eue  yon Ali  is t  naeh w i 

H ' ~ e l H  , Q'~eeQ-k)~H. (e 1,e2-~=k I) (1) 

Der Mer id iankre i s  M geht  durch  Ali  fiber in 

M'~ aQ' + flH'~ e2aQ + (elfl +a,~)H. 

Nun muss  M ' N  e3M sein also 

e~aQ + (el~ + a~.)H~ e3(a Q + ~H). 

Durch  Koef f iz ien tenverg le ichung  folgt  e2 = e3 und  

~ + , , $  = ,.~$. (2) 

I s t  a > 2, so folgt  daraus  g ~-~ o, und  es g ib t  ffir (I) nur  die be iden  MSgl ichkei ten  

a > 2  
2) H ' ~ - - H ,  Q'~ -Q.  

Ffir a = 2  kann  nur  ~ =  + ~, - -  I oder  o s e i n w e g e n  o ( ~  a. D e m e n t s p r e c h e n d  

gibt  es folgende vier  MSglichkei ten 

~ 2  / , ) H ' ~  H, e '~  Q, 
~ ) H ' ~ - - H ,  q ' , - - q ,  

3) H ' ~ - - H ,  Q'~ Q+ H, 
4) H '  H, Q ' ~ - Q - H .  
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F i i r  a~---i  wird  wieder  ).~o, und  es ergeben sich ebenfal ls  v ier  MSgl ichkei ten  

a = I  H ' ~  -t- H,  Q'~ +_ Q 

mi t  al len vier  Vorze ichenkombina t ionen .  

Die zu kons t ru i e rende  A b b i l d u n g  A v  zer legen wir  in zwei faser t reue  Tei lab-  
b i ldungen  is: 

A v  ~ J y "  B v .  

Bv 
t r an s fo rmie r t  wie Air. 

Wi r  sehneiden  V zum 

is t  eine bel iebige  faser t reue  Abb i ldung ,  die die Kurvenk la s sen  auf  H ebenso 

Bei J v  geht  dann  jede  Kurvenk lasse  yon / /  in sich fiber. 

ge raden  Kre i szy l inde r  auf. F i i r  Bv nehmen  wir im Fal le  

/4 '  ~ -  H,  Q ' ~  - - Q  eine U m k l a p p u n g  um eine zur  

Zy l inde rachse  senkrechte  Gerade.  Sie is t  faser t reu  

und  ff ihrt  j ede  Kurvenk la s se  auf  / /  in die  nega t ive  

fiber. Im Fal le  a - ~  x er re icht  man  die gewfinschte  

T rans fo rma t ion  B v  durch die eben erw~ihnte Umklap-  

9ung  oder  durch  eine Spiegelung an e iner  zur Zyl in-  

u ~  derachse  senkrech ten  oder  an  e iner  du tch  sie h indurch-  
H A gehenden  Ebene.  Im Fal le  a : 2  wird  die Fase r  im- 

mer  yon zwei d i ame t r a l  zur  m i t t l e r en  Fase r  gelege- 

nen Mante l l in ien  (bez. inneren  Linien) gebi ldet .  Da 

M ~  2 Q + H ist,  ha t  der  Querkre is  die in Fig.  7 

gezeichnete  Lage. Eine T rans fo rma t ion  3) wi rd  er- 

hal ten,  i ndem man  den Zy l inde r  an der  durch  se inen 

Mi t t e lpunk t  gehenden,  zur Achse  senkrech ten  Ebene  

spiegel t ,  eine T rans fo rma t ion  4) dagegen durch  Spie- 

Fig. 7. ge lung an e iner  durch  die Achse  gehenden  Ebene.  

Es i s t  also nur  noch zu zeigen, dass  es zu e iner  

be l iebigen faser t reuen  Se lbs t abb i ldung  JH yon / / ,  die j ede  Kurvenk la s se  yon H in 

sich i iberf i ihr t ,  eine fase r t reue  Se lb s t abb i ldung  J v  yon V gibt ,  d ie  / /  ebenso abbil-  

de t  wie J~s. W i t  beweisen zuniichst,  dass  man  JH faser t reu  in die Iden t i t i i t  defor- 

mie ren  kann.  Man kann  diesen Beweis z .B .  so ffihren, dass  man  zuers t  d i e  ein- 

zelne F a s e r  so in sich s ta r r  verschiebt ,  dass  der  Bi ldkre is  Q~ yon Q mi t  Q im Gan- 

zen zur Deckung  kommt .  Eine solche Deformat ion  is t  m(iglicb, well  nach  Voraus- 

se tzung  Q~ homolog zu Q auf der  Randfl~iche ist.  Da ran  schl iess t  sich eine faser t reue  

Deformat ion,  die die e inzelnen Fase rn  un t e r e inande r  ve r t ausch t  und  die Q' mi t  Q 

punktweise  zur  Deckung  br ingt .  Die so deformier te  A b b i l d u n g  .]}t e rsche in t  in  dem 

gefaser ten  Rechteck,  das  man  aus  der  Ringfliiche durch  Aufschne iden  liings e iner  

Faser  H und  liings Q gewinnt ,  als eine faser t reue  Abb i ldung  C, bei der  die beiden 

1~ Jv" Bv ist die Abbildung, die entsteht, wenn man e r s t  Bv, dann  Jv ausiibt. 
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parallelen Seiteu Q punktweise festbleiben und die inneren Punkte  nur  je auf ihrer 

Faser verschoben werden. Um diese Abbi ldung des Rechtecks fasertreu in die Iden- 

titiit iiberzufiihren, gehen wir iihnlich vor wie Alexander beim Beweise des Tietzeschen 
Deformationssatzes.  Wir ergiinzen das Rechteck zu einem Halbstreifen durch das in 

der Fig. 8 schraffierte Gebiet und definieren eine Abbi ldung C' dieses Halbstreifens,  

die im Rechteek mit  C i ibereinst immt und im schraffierten Gebiet die Identi t i i t  ist. 

T(t) set eine Streckung des Streifens nach oben, die den unteren  Rand Q des Strei- 

fens fest]~isst: die Ordinate ~ eines Punktes  des Streifens gehe 
dabei, tiber in t~. Dann ist T(t) - l  C'T(t)=C'(t) eine topo]o- ~ _ _ 

gische Abbi ldung des Halbstreifens, die fiir t ~ ~ das Recht- 

eck fasertreu in sich iiberfiihrt. Fiir t ~ 1  s t immt  diese Ab- 

bi ldung im Rechteck mit  C iiberein. Mit unendlich wachsen- F 

dem t n~ihert sie sich s t e t i g  der Identit~it. Dami t  ist C, also 
.Tj+ fasertreu in die Identi t i i t  deformiert.  

Diese Deformation denken wir uns auf einen Parameter  

bezogen, der yon I bis ~ abnimmt.  Die zum Werte �9 ge- 
2 

h5rige Abbi ldung heisse Jzt(~). Um dann JH zu tier gewiinsch- 

ten Abbi ldung Jy  zu erweitern, schneiden wir V zum eukli- 
dischen Zyl inder  (vom Radius i) auf  und  fiihren Zylinder- Or ~ , .  

koordinaten z, 9 ,  Q ein. Q = c o n s t .  liefert eine konzentr ische Fig. 8. 

Ringfliiche vom Radius Q. Die Ringitiichen werden jetzt  ein- 

zeln in s~ch fasertreu abgebildet. Die Randringfl~iche erleidet die Abbi ldung J+l~J+~(I). 
Wenn  die Abbildung J~+(~) in den Koordinaten z, q~ lautet  

z' ' )1  =z(z,  9,~ 
9 '  ' (]"(~)) 

= 9  (z, 9, ~))  

so wird die Abbi ldung Jv  je tz t  fiir ~ _~ •--> I durch 
2 

z' = z'(z, 9, e) ] 
9 '  = 9 ' (  z, 9, e) 

t 

(:v) 

gegeben, wiihrend sie fiir -~ ~ q >--o die Identit~it ist. Mit der Konstrukt ion tier 
2 

Abbildung A v  ist der Beweis yon Hilfssatz VI beendet.  

Man h~itte, s tat t  Av  wie soeben geschehen zu konstruieren,  diese Abbi ldung 

auch direkt in zy l inderkoord ina ten  angeben kSnnen. Bezeichnet niimlich 

22--32511. Aeta mathematica. 60. I m p r i m f i  le  14 d 6 c e m b r e  1932. 
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= ~ (~, ~) [~- ~'  (~, 7, ~)] J 
(J,,) 

die Abbildung .TH auf der Ringfliiche / /  in Zylinderkoordinaten, so ist die gesuchte 

Abbildung Av im Gebiete i >-- o ___ ~ durch 
2 

z, :)z- I 

I ,o = o  

(A,-) 

gegeben, w~hrend sie fiir ~ ~ ,o--> o die Identitiit ist. Es ist aber nicht ganz ein- 
2 

fach zu beweisen, dass die Abbildung A v topologisch ist, und wir sind deshalb den 
obigen Weg gegangen. 

w 6 Klassen  g e f a s e r t e r  Ritume. 

I s t  w ein Weg  der Zerlegungsfliiche f ,  der  yon einem Punk te  h 1 nach einem 

~Punkte h~ fiihrt,  so kann man in dem gefaser ten Raume die Faser  H 1 in die 

Faser  H.~ so deformieren,  dass sie immer  Faser  bleibt und ihr  Spurpunkt  auf  

der Zerlegungsfiiiche den Weg w durchliiuft.  Durch den W e g  w ist nicht  schon 

eine punktweise  Abbildung der Anfangsfaser  auf die Endfaser  bestimmt, sondern 

unterwegs kann sich die Faser  noch beliebig in sich verschieben. W o h l  aber ist 

die Abbi ldung der Anfangsfaser  auf  die Endfaser  bis auf  eine Selbstabbildung 

y o n  d e r  e r s t e n  A r t  bestimmt. Is t  also die Anfangsfaser  orientiert ,  so iiber- 

t r~gt  sich die Orient ierung liings des Weges  w eindeutig auf  d i e  Endfaser .  - -  

Auf  den genauen Sinn dieser ~)bertragung werden wir am Schluss des Para-  

grapheu zuriickkommen. 

Is t  w' ein zweiter Weg yon hj nach ]2.2, so kann die For t se tzung ein und 

derselben Orient ierung yon h~ li~ngs w' zu einem ~ndern Ergebnisse f i ihren als 

diejenige l~ings w. Dagegen s t immem die Endor ien t i e rungen  iiberein, wenn sich 

w in w' auf  der Zerlegungsfliiche deformieren liisst. Is t  insbesondere w eine 

geschlossene Kurve  der Zerlegungsfliiche, so sind die beiden F~lle mSglich, dass 

die Or ient ierung der Faser  bei Durch laufung  von w erhal ten  bleibt oder sich 

umkehrt .  Je  nachdem der erste oder zweite Fall  eintr i t t ,  ertei len wir der Kurve 
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w den W e f t  + I oder - - I .  Da sich der Wer t  einer geschlossenen Kurve bei 

Deformation nieht ~ndert, so kommt jeder Wegeklasse, d.h. jedem Element der 

Fundamentalgruppe ein bestimmter Wert  zu. Bei einander folgender Durch- 

laufung zweier Wege a und b, d.h. bei Produktbildung a .  b der den Wegen 

entsprechenden Elemente der Fundamentalgruppe, multiplizieren sich die zuge- 

hSrigen Werte; bei Umkehrung der Durchlaufung, d.h. bei Reziprokenbildung 

bleibt der Wert  erhalten, t t ieraus folgt, dass der ~Tert einer Kurve sogar schon 

durch die H o m o l o g i e k l a s s e  bestimmt ist. Denn jede nullhomologe Kurve hat 

den Wer t  + I, well alas ihr entsprechende Element der Fundamentalgruppe der 

Kommutatorgruppe dieser Gruppe angeh6rt, also Produkt yon Kommututoren ist, 

und jeder Kommuta~or a b a - l b  -1  den Wer t  + I  hat. Man kenn~ daher die 

Bewertung aller Kurven, wenn man sie ftir ein fundamentales Kurvensystem 

(Erzeugenden-System der Fundamentalgruppe), ja sogar sehon, wenn man sie fiir 

eine Basis der Homologiegruppe kennt. 

Zwei gefaserte Ri~ume /" und F '  werden zur selben Klasse  gereehnet, wenn 

ihre Zerlegungsfl~tchen f u n d  f '  sich so aufeinander topologisch abbilden lassen, 

dass jede Kurve in eine gleich bewertete iibergeht. Die Klasse eines gefaserten 

I~aumes ist also durch seine >>bewertete Zerlegungsfldche>> gegeben. Zwei gefaserte 

Ri/ume gehSren sieher d a n n  verschiedenen Klassen an, wenn ihre Zerlegungs- 

fliichen nicht homSomorph sind. Dagegen kSnnen zur selben Zerlegungsfliiche 

verschiedene Klassen gehSren. Die Klassen werden wit in w 7 u n d w  8 voll- 

stiindig aufzKhlen. Z .B .  geh5ren zur pr.ojektiven Ebene zwei Klassen, je nach- 

dem die Faserorientierung ls der projektiven Geraden erhalten bleibt oder 

sich umkehrt. Zu e ine r  einfach zusammenhiingenden Fl~tche geh5rt dagegen 

nur eine Klasse, well jede geschlossene Kurve auf ihr nullhomolog ist, also den 

Wer t  + I  hat. 

Bohrt man eine Faser des l~aumes aus und ersetzt man den Bohrkern durch 

einen neuen Versehlussring nach w 5, so iindert sich die Klasse des gefaserten 

R~umes nicht .  Denn die Klasse ist bereits bestimmt, wenn man den Wer t  

e i n e r  Kurve i n  jgder Homologieklasse kennt. Die repriisentierenden Kurven 

der Homologieklassen kann m~n stets so w~hlen, dass sich die Ausbohrung und 

neue Schliessung nicht in ihrer ]Nithe abspielt, der Abitnderungsprozess des Raumes 

also die Kurvenbewertung so wenig wie die Zerlegungsfliiche iindert. 

Bohrt man in einem gefaserten Raume F alle Ausn~hmefasern aus und 

ersetzt die Ausbohrungen durch gew5hnliche Vollringe, so erhiilt man dadurch 

aus dem R~ume F (aber nicht auf eindeutige Weise)e inen anderen $o, der 
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keine Ausnahmefaser enth~ilt und zur selben Klasse wie F gehSrt. Umgekehrt 

kann man F aus 1, o zuriickgewinnen. Man wird daher zun~ichst alle R~ume 

ohne Ausnahmefasern in einer Klasse bestimmen. Zu diesem Zwecke wird die 

Zerlegungsfliiche f eines Raumes I'o zum Fundamentalpolygon v aufgeschn~tten, 

was voraussetzt, dass f eine geschlossene Fl~iche, also 1" eiu g e s c h l o s s e n e r  

R a u m  ist, e ine  B e s c h r ~ n k u n g ,  die wir  yon h i e r  an e in~ re t en  l a s sen .  

Das Fundamentalpolygon wird durch Abstumpfen der Ecken in ein Polygon 

iibergefiihrt, was darauf hinauskommt, die Fl~iche f durch Ausschneiden eines 

den Eckpunkt h yon v enthaltenden E[ementarfliichenstiickes zu einer gelochten 

Fl~che f zu machen. In Figur 9 ist das gelochte Fundamentalpolygon der 

orientierbaren Fl~che yore Geschlechte p = 2  gezeichnet, f kann man als Zer- 

legungsfl~che eines Raumes T o 

Fig. 9. 

auffassen, der aus F o durch Ausbohrung einer 

l%ser H entsteht. F o i s t  durch F 0 eindeutig 

bestimmt, da dieser Raum nach Hilfssatz V 

(w 5) nicht yon der Auswahl der ausgebohrten 

gewShnlichen Faser abh~ingt, f wird jetzt mit 

Benutzung der Kanten des Polygons V ~rian- 

guliert (gestrichelte Linien der Figur 9). Die 

Fasern yon To, die sich in die Punkte eines 

Dreiecks der Triangulation abbilden, machen 

nach Hilfssatz I I I  (w 4) einen gewShnlichen 

gefaserten Vollring aus. Naeh dem Verfahren, 

das zum Beweise yon Hilfssatz I l I  benutz~ 

wurde, kann man das Polygon ~ schrittweise 

aus Dreiecken aufbauen derart, dass bei jedem 

Schritte ein Elementarfl~chenstiick entsteht. Diesem Aufbau entspricht ein Auf- 

bau yon T o aus gewShniichen gefaserten Vollringen, der zu einem gewShnlichen 

gefaserten Vollringe V fiihrt. Den Kanten yon '~ entsprechen in V gefaserte 

Kreisringe. Wenn zwei Kanten a' und a" in '~ zu einer Strecke a yon j iden t i -  

fiziert sind, so sind die entsprechenden Kreisringe A' und A'. in V fasertreu 

zu einem gefaserten Kreisringe A yon F0 zu identifizieren. Identifiziert man so 

a l le  paarweise z u g e o r d n e t e n  berandenden Kreisringe yon V, so schliesst sich 
- -  _ _  p !  

V zu 1%. Weiss man, wie zwei Kanten a' und a von ~ einander zugeordnet 

sind (ob nach der ersten oder zweiten Art) und ob sich l~ngs einer geschlossenen 

Kurve yon J~ die yon den Kanten des Fundamentalpolygons nur die Kante a 

einmal durchsetzt, also eine Kante des zu v reziproken Fundamentalpolygons ist, 
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die Faserorientierung umkehrt oder nicht, so ist die Zuordnung der Kreisringe 

A' und A" bis auf eine fasertreue Selbstabbildung erster Art des einen Kreis- 

ringes, etwa A', festgelegt. Diese Selbstabbildung yon A' kann aber durch eine 

fasertreue Selbstabbildung des Vollringes V, welche alle iibrigen paarweise zu- 

geordnetea Kreisringfl~ichen unge:,tndert l~sst, bewirkt werden. Die Selbstab- 

bildung yon A' hat also auf das Ergebnis der Schliessung yon V keinen Ein- 

fluss. Alle so entstehenden gefaser~en berandeten R~iume sind fasertreu auf x~ o 

abbildbar. 

Damit ist gezeigt, dass alle geschlossenen gefaserten R~ume I~ o ohne Aus- 

nahmefasern, die derselben Klasse angehSren, durch Ausbohrung einer beliebigen 

Faser in ein und denselben gefaserten berandeten Raum F 0 iibergehen. W.iirde 

man aus d iesen  R~umen /?o start e i n e r  Faser r +  I ausbohren, so wiirde man 

ebenfalls immer ein und denselben yon r +  I Ringfl~chen berandeten Raum er- 

halten, n~mlich den l~ngs r Fasern ausgebohrten Raum /~'0- Welche der Fasern 

yon F o man ausbohrt, ist gleichgiiltig, wie aus dem Beweise yon Hilfssatz V 

(w 5) hervorgeht. 

Wi t  fassen das Ergebnis zusammen: 

Satz 3: Jede Klasse geschlossener gefaserter Riiume bestin~mt umkehrbar ein- 

deutig ei nen gefaserten berandeten Raum Yo, den K lassenraum.  Der Klassen- 

raum ist der einzige gefaserte berandete Raum ohne Ausnahmefasern, der zur Zer- 

legungsfldche die einmal gelochte, der Klasse charakteristisehe bewertete Zerlegungs- 

fliiche hat. Aus F o erhh'lt man alle Rh'ume der Klasse dutch Ausbohren einer end- 

lichen Anzahl r von Fasern und Sehliessen aller r+ I Randringflh'chen mit beliebi- 

gen Verschlussringen. Die Aufz~hlung aller Klassen geschieht in Satz 7 w 8. 

Bisher sind wir yon einem gegebenen gefaserten Raume F ausgegangen 

und haben seine Klasse, d.h.  seine bewertete Zerlegungsfl~che definiert. Jetzt 

wollen wir umgekehrt von eiuer beliebigen bewerteten geschlossenen Fl~che 

zeigen, dass sie als bewerte~e Zerlegungsfl~che einer Klasse a u f t r i t t . -  Die 

gegebene Fl~che f wird wie oben zum Fundamen~alpolygon v aufgeschnitten und 

dann geloeht, wodurch die Ecken des Polygons v abgestumpft werden und v in 

tibergeht. Der gewShnliche gefaserte Vollring V, der V zum Meridianschni t t  

hat, kann zu einem gefaserten berandeten Raum ~o gemacht werden, indem man 

je zwei Kreisringfl~chen A' und A" auf dem Rand yon V, die sich in zugeord- 

nete Kanten a' und a" yon ~ abbildenl fasertreu identifiziert und zwar so, dass 

immer zwei Fasern yon A:' und A" zusammenfallen, wenn die entsprechenden 
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v ,p ~vv  
Punk te  yon a und a zugeordnet  sind. Die Abbi ldung von A' u n d :  ist dann 

noch auf zwei wesentl ich verschiedene Arten mSglich. Denkt  man sich n~mlich 

die Fasern  yon V gleichm~issig orientiert ,  d .h .  so, dass je zwei or ient ier te  Fasern  

A' yon V homolog sind, so kann man auf  A"  einmal mit  Erha l tung ,  das andere 

Mal mit  Umkehrung  der Faseror ien t ie rung abbilden. Im ersten Fa l le  bleibt die 

Or ient ierung der Faser  1/ings einer  Kurve, die yon einem Punk te  yon A' durch 

das Innere  yon V nach dem iiquivalenten Punk te  yon _4" fiihrt,  erhalten,  im 

andern  Falle kehr t  sie sich urn. Identif iziert  man so je zwei Seitenfliiehen yon 

V, die sich in zwei zugeordnete Kanten  yon ,~ abbilden, auf eine der beiden 

mSgliehen Weisen,  so erh~lt man einen berandeten Raum, dessen Randfl~che Ho 

aus Fasern gebildet wird. Diese Randfasern  bilden sieh in den Lochrand  yon 

'~ ab. H 0 kann  also nur  eine or ient ierbare  oder niehtor ient ierbare  Ringfl~tche 

sein. Urn nachzuweisen, dass H o eine orient ierbare Ringfl/iche ist, bemerken wir, 

dass man beim Umlaufen  des Loches yon J~ jede Kan te  des Polygons v genau 

zweimal iiberschreitet.  Beidemale bleibt die Faser r ich tung  erhalten,  oder  sie wird 

beidemale umgekehrt ,  sodass beim einmaligen Umlaufen des Loches die Faser -  

r ich tung erhal ten  bleibt; das ist aber  nur  bei der or ient ierbaren Ringfliiche der 

Fall. Der  durch Schliessung yon V ents tehende Raum ist also ein gefaser ter  

berandeter  Raum ohne Ausnahmefasern.  Seine Zerlegungsfl~iche ist die gelochte 

Fl~iche f ,  deren Bewer tung durch willkiirliche Bewer tung  der Kan ten  eines 

Fundamenta lpo lygons  (n~imlich des zu v reziproken Fundamenta lpolygons)  erhal- 

ten wurde. 

Das Ergebnis  ist 

Satz 4: Zu jeder beliebig bewerteten geschlosse~en FlYche gehb'rt eine Klasse 

gefaserter R&t~ne. Eine Bewertul~g der Fliiche erhYlt man dutch willkiirliche Be- 

wertu~g eines kanonischen Systems fu~damentaler Kurve,n, also der Kanten eines 

Poincardsche~ Fundame~talpolygo~s der Fliiche. 

Die letzte Bemerkung haben wir damit bewiesen, dass wir zu willkfirlicher 
Bewertung der fundamentalen Kurven einen Raum ~'o angaben, dessen Zerlegungs- 
fli~che die gelochte gegebene Fl~iche ist; die durch F o gegebene Bewertung der Zer- 
legungsfi~che stimmt in den fundamentalen Kurven mit der willkiirlich vorgegebenen 
iiberein. Man hiitte ebenso leicht unmittelbar zeigen kSnnen, class willkiirliche Be- 
wertung der fundamentalen Kurven, d .h .  der Erzeugenden der Fundamentalgruppe 
zu einer widerspruchlosen Bewertung tier ganzen Fundamentalgruppe fiihrt, da in 
der einzigen Relation der Fundamentalgruppe jede Erzeugende genau zweimal auf- 
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tritt, durch willkiirliche Bewertung der Erzeugenden also die einzige Relation und 
damit jede Relation zwischen Elementen der Fundamentalgruppe wiederspruchlos 
bewertet ist. 

Mit Satz 3 und 4 sind die Mittel zur Bestimmung des vollen Invarianten- 

systems gefaserter R~ume gegen fasertreue Abbildung gewonnen. Es bleibt noch 

iibrig, die zur Definition der Klasse benutzte Fortsetzbarkeit der Faserorientierung 

l~ngs eines Weges  der Zerlegungsfl~che einwandfrei darzutun. Zu Anfang des 

Paragraphen haben wir diese Fortsetzbarkeit nur auf die anschaulich nahelie- 

gende Faserdeformation l~ngs w gestiitzt. Ist  w ein Weg der Zerlegungsfl~iche, 

der yon einem Punkt  h 1 nach einem Punkt  h2 fiihrt u n d s  ein stetiger von o 

bis I wachsender Parameter  auf w, so gehSrt zu jedem Parameterwerte s ein 

Punkt  h(s) yon f u n d  damit eine Faser H(s). Jede Faser H(s)soU beliebig 

orientiert sein. Sollte zu verschiedenen Werten s dieselbe Faser H gehSren, was 

dann eintritt, wenn w mehrfache Punkte hat, so erh~lt H ebensoviele yon ein- 

ander unabh~ngige Orientierungen. Eine Faserumgebung yon H(s)oder  viel- 

mehr die entspreehende Zerlegungsumgebung auf f schneider ans w eine Um- 

gebung des Punktes h(s) heraus. Wenn fiir jeden Wert  yon s alle Fasern 

des den Punkt  h(s) umgebenden Wegstiickes in der Faserumgebung yon H(s) 
homolog sind, wobei eine tt-faehe Ausnahmefaser #-fach zu z~ihlen ist, so heissen 

die Fasern lh'ngs w gleichmSssig orientiert. Dass es eine gleichm~ssige Orientie- 

rung der Fasern l~ngs w gibt, ist klar, sobald sich w ganz von e i n e r  Zerlegungs- 

umgebung co iiberdecken l~sst; denn dann braucht man nur alle Fasern, die sich 

in die Punkte von w abbilden, so zu orientieren, dass sie in ~ homolog wer- 

den. 14 Im andern Falle kann man w in endlich viele Stficke zerlegen, sodass 

jedes Teilstiick ganz im Innern einer Zerlegungsumgebung liegt. Die Fasern 

der einzelnen Stiicke lassen sich gleichm~ssig so orientieren, dass jede Faser, in 

der zwei  Stiicke aneinanderstossen, yon beiden Stiicken die gleiche Orientierung 

bezieht. Dann sind auch die Fasern l~ings ganz w gleichm~ssig orientiert. Die 

Fasern lassen sich l~ngs w offenbar nur auf zwei entgegengesetzte Weisen gleich- 

m~ssig orientieren; die Orientierung l~ngs, w ist durch die Orientierung einer 

einzigen Faser, z.B. der Anfangsfaser festgelegt. Durch eine gleichm~ssige 

~4 Wir sagen daffir auch, dass die Fasern yon ~(2 gleichm/issig orientiert  sind. Allgemeiner 
sprechen wir von einer gleichm~ssigen Orientierung aller Fasern eines gefaserten Raumes dann, 
wenn innerh~lb jeder Faserumgebung je zwei Fasern homolog sind, wobei wieder eine ~u-fache 
Ausnahmefaser /z-fach zu z~hlen ist. Nicht in jedem gefaserten Raum ist eine gleichm~issige Fa- 
serorienterung mSglich (sondern nur in den R/iumen der Klassen Oo und N n  I yon S. I88). 
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Orientierung der Fasern von w wird die Orientierung der Anfangsfaser l~ings w 

bis in die Endfaser fortgesetzt. 

Sind w und w'  zwei ineinander deformierbare Kurven der Zerlegungsfi~che, 

die beide yon ]h nach h~ fiihren, und ist die Faser //1 orientiert, so liefert die 

Fortsetzung der Orientierung l~ings beider Kurven nach H~ das gleiche Ergebnis, 

d.h. die Faserorientierung bleibt bei Fortsetzung l~ings des geschlossenen Weges 

w w  ' - ~  erhalten, w w  ' -1  begrenz~ n~imlich ein unter Umst~nden singu|~ires Ele- 

men~arfl~ichenstiick auf f ,  das ist das eindeutige und stetige, aber unter Um- 

sts nicht umkehrbar eindeutige, also nicht topologische Bild eines Elemen- 

tarfls e. e wird so fein trianguliert, dass das Bild eines jeden Drei- 

ecks ganz in einer Zerlegungsumgebung von f e n t h a l t e n  ist. Das Dreieck braucht 

dabei nicht schlicht auf f zu liegen. Da sich der Weg ww '-J aus Uml~ufen 

yon Dreiecken zusammensetzen l~isst, wenn hin und zuriick durchlaufene Strecken 

fortgehoben werden, und da die Faserorientierung l~ings eines geschlossenen, ganz 

in einer Zerlegungsumgebung gelegenen Weges immer erhalten bleibt, so bleibt 

sie auch ls ww '-~ erhalten. 

Es soll noch die Frage beantwortet werden, ob und auf wieviele Weisen 

sich die Zerlegungsfl~iche fo in den Klassenraum Fo so hineinlegen l~isst, dass sie 

yon jeder Faser genau in ihrem Bildpunkt durchsetzt wird. Zu dem Zwecke 

schneiden wir fo zu einem Fundamentalpolygon ~ auf, das im Gegensatz zu dem 

oben benutzten Fundamentalpolygon ~ das Loch yon J~o im Innern enth~lt. ~. ist 

also ein gelochtes Elementarfliichenstiick. Dem entspricht eine Aufschneidung 

yon ~o zu einem gefaserten Hohlring U. Die >>innere~> Randfl~iche H o dieses 

ttohlringes bildet sich in den Rand des Loches yon ~ ab, w~hrend die ~>~ussere~ 

Randfl~che ~ in eine gerade Anzahl 2?' yon paarweise einander zugeordneten 

gefaserten Seitenfl~ichen (Kreisringen) zerfiillt, die sich in die Seiten des Poly- 

gons ~ abbilden. Angenommen, es sei gelungen, f0 in /~o hineinzulegen dann 

erscheint fo in U notwendig als ein kreisringf5rmiges Fl~chenstfick, das auf 

mi~ einem Querkreise Q, auf .//o mit einem Querkreise Q0 aufsitzt. Sind 

Q'I, Q'~,.- .  Q'J, Q[, Q'~' . . . .  Qy die 2 j  orientierten Strecken, in die Q zerfiilR 

und die sich auf die 2 j  Seitenfl~ichen von ~ verteilen, so miissen bei Zuordnung 

zweier solcher Seitenfl~ichen A ' i  und A~' auch die beiden darin liegenden Strecken 

Q'i und Q~' mReinander zur Deckung kommen mit Erhaltung oder Umkehrung 

ihrer Orientierung. Einen Querkreis Q mit dieser Eigenschaft kann man auf 

immer finden man w~ihlt zu diesem Zwecke die Querlinien Q'I, Q'2, . --  (t)'J belie- 
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big, nur so, dass ihre Endpunkte bei Zuordnung der Seitenfl~chen in ein und 

denselben Punkt  fallen. Damit l~sst sich auch die Zerlegungsfl~che f~ in-Fo 

hineinlegen. Man braucht z.B. nur U zum euklidischen ttohlzylinder aufzu- 

schneiden und yon den Punkten yon Q aus Radien zu ziehen, die senkrecht auf 

der Zylinderachse stehen. Diese Radien, soweit sie in U verlaufen, bilden 

die verlangte Zerlegungsfl~che. 

Sei j~ noch auf eine weitere Art in /~o hineingelegt, wobei jetzt die Quer- 

kreise Q* und Q* die Rolle yon Q und Qo iibernehmen mSgen. Die Strecken 

Q'~ und Q'* des Querkreises Q bez. Q*, die in derselben Seitenfl~che A'i yon 

liegen, haben dann, nachdem man ~ irgendwie orientiert hat, elne bestimmte 

Schnittpun ktzahll~ 7'i (sollten zuf~llig Q'i und Q'$ gemeinsame Endpunkte haben, 

so kann man sie immer durch eine kleine Deformation der eingelagerten Zer- 

legungsfl~chen yon einander trennen). Da nun bei der Identifizierung der zuge- 

ordneten Seitenfl~ichen A'i und A~' die Strecken Q'i und Q'~ mit den Strecken 
r! pr~ t t  Qi und Q~ , bez. mit - Q i  und -Q; '*  zur Deckung kommen, so ist die Schnitt- 

punktzahl 7'/:--7'i oder : +7'i, je nachdem A~ und A~' nach der ersten oder 
J 

zweiten Art ~6 zugeordnet sind. 7 : ~ 7i + 7~', das ist die Schnittpunktzahl yon 
4 = 1  

Q und Q*, ist dann o, falls alle Seitenfl~chen yon Z nach der ersten Art zuge- 

ordnet sind, d.h. wenn -fro orientierbar ist. Sonst kann man Q* immer so w~h- 

len, dass 7 eine vorgegebene gerade Zahl ist. Bei orientierbarem ~o ist also Q 

in Q* und dami~ Qo in Q* deformierbar, d.h. es gibt dann auf der Randring- 

fl~che H 0 yon F o einen bis auf die Orientierung und natiirlich bis auf eine 

Deformation festliegenden Querkreis Q0, in dem die in /"0 hineingelegte Zerle- 

gungsfl~che 3~0 an H o angrenzt. Ist  dagegen h~o nichtorientierbar, so gibt es 

ausser Q0 noch unendlich viele Querkreise Q*, l~ngs denen a~ an H o angrenzen 

kann. Sie unterscheiden sich alle yon Q0 durch ein g e r a d e s  Vielfaches der 

Faser. - -  Schneider man den gefaserten Hohlring U l~ngs der darin liegenden 

Zerlegungsfl{iche 3~ auf, so erh~lt man ein ausgebohrtes gefasertes Prisma, in 

dem Grund- und Dachfl~che einander und die Seitenflfichen paarweise zugeord- 

net sind. Von dieser Darstellung des Klassenraumes werden wir bei der Be- 

stimmung der Fundamentalgruppen in w IO Gebrauch machen. 

15 O. Veblen,  Anal .  s i tus ,  2 n d e d . ,  Amer .  Math .  Soc. Coll. Pub l .  V, 2 (New York I93I ). 

1~ H. Tietze,  Topologische  Inva r i an t en ,  Mona t sh .  f. Math .  u. Phys .  19 (I9o7). 

23--32511.  Acta raathematica. 60. Imprim6 le 15 d~cembre 1932. 
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w 7. Die orientierbaren gefaserten Riiume. 

Unsere Aufgube, alle gefaserten Riiume zu ermitteln und durch Invarianten 

zu charakterisieren, zerf~llt nunmehr in zwei Teile: erstens alle Klassen zu be- 

stimmen, zweitens die R~ume innerhalb einer Klasse anzugeben. Wir 15sen diese 

beiden Aufgaben zuerst fiir die orientierbaren R~iume. 

Sei zun~ichst die Z e r l e g u n g s f l i i c h e  o r i e n t i e r b a r  vom Geschlechte p. 

Da der Raum orientierbar ist, kann sich alsdann liings keiner Kurve der Fl~che 

die Faserorientierung umkehren. W~re n~imlich ein geschlossener Weg w vom 

Werte --I  auf der Zerlegungsfl~iche vorhanden, den wir frei yon Ausnahmepunk- 

ten annehmen diirfen, so g~be es eine fasertreue Deformation des ganzen Rau- 

rues, die die Faser H l~ngs des Weges w herumfiihrt. Denn die Kurve w liisst 

sich mit endlich vielen Zerlegungsumgebungen, sogar mit solchen ohne Ausnahme- 

punkten iiberdecken, nach dem Heine-Borelschen tJberdeckungssatz. Innerhalb 

jeder Zerlegungsumgebung kann man die fasertreue Deformation, die im Beweise 

von Hilfssatz V benutzt wurde, anwenden und so die Faser H schrittweise l~ngs 

w in ihre Ausgangslage zuriickfiihren. Insbesondere kann man die Deformation 

so leiten, dass schliesslich eine ZerIegungsumgebung oJ des Punktes h mit sich 

zur Deckung kommt, da sich l~ings w wegen der Orientierbarkeit der Zerlegungs- 

fl~che die Fl~chenorientierung nicht umkehrt. Der zugehSrige gefaserte Voll- 

ring .(2. hat dann eine Selbstabbildung mit Umkehrung der Orientierung erfahren. 

Bei einer Deformation kehrt sich aber in einem orientierbaren Raume die Raum- 

orientierung nicht um nach einem bekannten Satze. Somit haben alle Kurven 

den Wert  + I, und es gibt daher zu jeder orien~ierbaren Zerlegungsfl~che eine 

einzige Klasse yon orientierbaren gefaserten R~iumen. Nun ist das nach S. I54 

gefaserte topologische Produkt aus der gelochten Fliiche vom Geschlechte p und 

einer Kreislinie ein orientierbarer gefaserter berandeter Raum, dessen Zerlegungs- 

fl~che die gelochte Fliiche vom Geschlechte p ist und auf der alle Kurven den 

Wert + I haben. Da iiberdies Ausnahmefasern nicht auftreten, so vereinigt 

dies topologische Produkt alle Eigenschaften des Klassenraumes in ~sich. Der 

Klassenraum F o ist also das topologische Produkt aus gelochter Fl~iche yore 

Geschlechte p und Kreislinie. 

Auch wey~n die ZerleguugsflSche n i c h t o r i e n t i e r b a r  ist, gibt es zu  ihr nur 

eine Klasse orientierbarer RSume. Wie im Falle der Orientierbarkeit der Zer- 

legungsfl~iche, sieht man zun~ichst, dass liings eines Weges w der Zerlegungs- 
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fl~che, auf dem sich die Fl~chenorientierung erh~ilt, sich auch die Faserorientierung 

erhalten muss. Kehrt sich aber die Fl~tchenorientierung l~ings eines Weges w 

urn, so ist der Raum nur dann orientierbar, wenn sich auch die Faserorientierung 

umkehrt, sodass also die Bewertung durch die Fl~che festgelegt ist. Der Klas- 

senraum ist hier nicht das topologische Produkt der gelochten Fl~iche vom Ge- 

schlecht k und einem Kreis, sondern ist nach dem Verfahren yon S. I73 zu kon- 

struieren. Fig. Io zeigt ihn ffir den Fall k=3 .  In dem Prisma sind Grund- 

und Dachfl~che durch eine Translation zuzuordnen. Die beiden Seitenfl~ichen, 

in die eine Faser H eingezeichnet ist, siud so zu identifizieren, dass die Kante 

aA der einen mit der Kante a l d e r  anderen zur Deckung kommt. Entsprechendes 

gilt fiir die 4 iibrigen nicht schraffierten Seiten- - - 

fl~chen des Prismas. Die 6 schraffierten Seiten- a 3 ~  

fl~iehen werden dureh die Zuordnung zur Rand- . " ' v ~  ~._ 

ringfl~ehe des Klassenraumes, die Grundfl~che 

wird zur Zerlegungsfl~che geschlossen. I ~ I 

Die Klassenbestimmung ist damit erledigt, I ~ I 

und wir gehen jetzt dazu fiber, die Invarianten "$H ~ I 

eines beliebigen orientierbaren gefaserten Rau- I ~ I 

mes F zu bestimmen. Dem Raume F wird eine I ~ ~H 

bestimmte O r i e n t i e r u n g  erteilt, and die Inva- I ~ l -  

rianten beziehen sieh auf den mit der Orientie- ..N ~ ~ . ~  ~ 

rung versehenen Raum. Die Herstellung der ~ ~ 
f . - - -% ~ 2  Invarianten geschieht so, dass die Ausnahmefa- ct..~ ~ --  

sern yon F ausgebohrt und durch gewShnliche Fig. io. 

Vollringe ersetzt werden, deren Meridiankreise 

e i n d e u t i g  bis auf die Orientierung dureh den orientierten Raum F bestimmt 

sind. So entsteht auf eindeutige Weise aus dem orientierten Raum F ein eben- 

falls mit einer bestimmten Orientierung versehener Raum F 0 ohne Ausnahme- 

fasern. - -  Sei C~ eine Ausnahmefaser yon 17 und ~ eine Faserumgebung yon C1. 

Der Vollring t~ bezieht yon F eine bestimmte Raumorientierung, die ihrerseits 

auf der Randringfl~ehe //1 yon t~ eine bestimmte Fl~tchenorientierung o indu- 

ziert. Auf H t wird ein orientierter Querkreis Q und eine orientierte Faser H 

gew~hlt. Durch diese beiden Kurven ist eine Orientierung o' auf H~ bestimmt. 

Man schneide n~mlich //1 l~ngs Q and H zum Rechteek auf; auf dessert Rand 

wird durch die Reihenfolge Q H Q - 1 H  -1 ein bestimmter Umlaufsinn und damit 

eine 0rientierung des Rechteckes selbst festgelegt. Kehrt  man die 0rientierung 
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einer der beiden Kurven Q und H um, so ist dadurch zugleich die Orientierung 

o' umgekehrt. Dagegen bleibt o' erhalten, wenn man beide Kurven zugleich 

umorientiert. Wir wollen nun Q und H yon vornherein so orientieren, dass 

o' mit 0 iibereinstimmt. Man kann dafiir auch sagen: Bei Benutzung der 0rien- 

tierung o sollen Q und H die Schnittzahl + I  haben. Ein zweites Kurvenpaar 

Q~ und //1, das auf //1 die gleiche Orientierung o '=o fesflegt, h~ingt mit Q und 

H durch die gomologien (auf H,) zusammen: 

H ~  ~H~, Q~ ~QI+yH~ (~= _+ I, y beliebige ganze Zahl). (I) 

Denn damit (~1, //1 dieselbe 0rientierung wie Q, H bewirkk muss die Trans- 

formationsdeterminante den Wert  + I haben. Daraus folgt abet, dass in den 

Transformationsformeln (I) und (4) yon w I e l = e l ( = ~ )  isls. Der Meridiankreis 

) i  1 des Vollringes -Ql driickt sich nun folgendermassen durch Q und H aus: 

M~ - . Q  + # H  

~ ~aQ, + (ay + ~fl)H~ = (2) 

= as Q~ + fl, H1. 

Man kann Q1 und H 1 so w~ihlen, dass 

a i >  I und o < f l l < a  I (3) 

wird, wodureh ~ und y bestimmt sin& H~tte man start M 1 den entgegengesetzt 

orientierten Meridiankreis gew~ihlt, so brauehte man nur gleiehzei~ig die Orien- 

tierungen yon QI und H 1 umzukehren, um zur Homologie M 1 -  ctLQI+tYIH1 zu- 

riiekzugelangen. Mithin sind dureh den niehtorientierten Meridiankreis yon 121 

die Zahlen al, fll vollst~ndig eindeutig, und es ist der Querkreis Q1 bis auf seine 

Orientierung bestimmt. Man bohre nun ~ aus und sehliesse mit einem neuen 

Versehlussringe Vt, der Q~ zum Meridiankreis hat. V 1 ist dann ein gew6hnlieher 

Vollring, da nur auf einem solehen der Meridiankreis zugleieh Querkreis ist. 

Man hat also auf F einen orientierten gefaserten Raum F 1 abgeleitek der ein- 

deutig dureh F, die Orientierung von F und die ausgebohrte Ausnahmefaser be- 

stimmt ist. F~ ist n~imlich unabh~ngig davon, welche Faserumgebung ~1 der 

Faser C1 man ausgebohrt hat. Denn nach Hilfssatz IV (w 5) kann man eine 

beliebige Faserumgebung der Faser C~ durch eine fasertreue Deformation yon F 

in eine beliebige andere iiberfiihren. 

Mit dem gefaserten Raum F~ verf~thrt man wie soeben mit F.  Man bohrt 

also eine Ausnahmefaser C~ aus, wobei man das Zahlenpaar ~ ,  fi~ als weitere 
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Invarianten des orientierten Raumes F gewinnt. So fortfahrend erh~lt man 

schliesslich einen orientierten Raum F o ohne Ausnahmefasern, der durch den 

Raum F u n d  seine 0rientierung bestimmt ist. F o ist unabh~ngig yon der Rei- 

henfolge, in der man die Ausnahmefasern yon F ausgebohrt hat, denn man darf 

alle zugleich ausbohren, da man die Faserumgebungen beliebig klein w~hlen kann. 

Aus F o wird nun eine beliebige Faserumgebung Vo ausgebohrt, wodurch 

der Klassenraum F o yon F entsteht. Die gegebene 0rientierung yon F iiber- 

tr~gt sich auf ihn. Auf der Randringfl~che //o yon F o ist wegen der 0rien- 

tierbarkeit von ~o ein Querkreis Qo bis auf Orientierung und stetige Deforma- 

tion ausgezeichnet, nihnlich derjenige Querkreis, in dem die in -~o hineingelegte 

Zerlegungsfl~che ~ an H o angrenzt (vergl. S. I77 ). Qo und eine Faser H o yon 

//o werde so orientiert, dass sie zusammen auf H o die gleiche Orientierung be- 

stimmen, die H o yon dem ausgebohrten Vollringe V o bezieht. Der Meridiankreis 

M o yon Vo, der zugleich Querkreis ist, hat  in dem System Qo, Ho die Form 

Mo~ Qo+ b H  o. (4) 

b ist eine ganze Zahl, die durch den orientierten Raum Fo, also auch durch 17 

und die 0rientierung yon F bestimmt ist. 

Mit b ist, wie wir zeigen werden, das System der Invarianten yon F voll- 

sti~ndig geworden. Es gilt ni~mlich der 

Satz 5- Ein orientierbarer gefaserter Raum F saint eim~" gegebenen Orien- 

tierung ist umkehrbar eindeutig durch ein System yon Invarianten bestimmt, die 

wir, je nachdem die Zerlegu~gsfldche orientierbar ist oder nicht, in das Symbol 

oder 
(0  o; p l b ;  e~l, ~1; a2, fu; . . .  c~,, ~,) 

(On; klb; if1, f l ;  g],  ~2; . . .  (~r, fir) 

zusammenfassen. Darin weist 0 auf die Orientierbarkeit des Baumes, o bez. n 

auf  die Orientierbarkeit bez. Nichtorieutierbarkeit der Zerleguugsfldche hin. p und 

k bedeuten das Geschlecht (Henkelzahl bez. Kreuzhaubenzahl) der orientierbaren bez. 

nichtorientierbaren Zerlegungsfldche. Die drei Zeichen links vom Sb'ich bestimmen 

also die Klasse des gefaserten Raumes. b legt die Schliessung des Klassenraumes 

~o zu dem yon Ausnahmefasern noch freien Raume F o umkehrbar eindeutig lest. 

Die Zahlen at, fit bestimmen umkehrbar eindeutig die in F vorhandenen Ausnahme- 

f a8err~, 
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Der Satz gestattet, yon zwei orientierbaren gefaserten R~iumen mit vorge- 

gebenen Orientierungen zu entscheiden, ob sie mit Erhaltung der Orientierung 

aufeinander fasertreu abbildbar sind. Von der Anderung der Invarianten bei 

Umorientierung handelt Satz 6. 

Wie man zu gegebenem orientierten Raum 1"' das Invariantensystem ermit- 

felt, haben wir gesehen. Um die Vollst~ndigkeit des Systems zu beweisen, kon- 

struieren wir umgekehrt zu gegebenen Invarianten auf eindeutige Weise den 

orientierten Raum F. Durch p bez. k ist die Klasse (S. I78 ) und damit nach 

Satz ] (S. i73 ) zugleich der Klassenraum 1'o gegeben. Die Orientierung yon/~o 

kann beliebig vorgenommen werden, da F0 eine fasertreue Selbstabbildung mit 

Umkehrung tier Orientierung gestattet (Spiegelung des Vollringes V yon S. I73  

an einer Meridianebene). Der Querkreis Qo der Randringfl~iche Ho yon F o u n d  

eine Faser Ho sind dadurch bis auf gleichzeitige Umkehrung ihrer Orientierung 

eindeutig bestimmt. Durch b ist i ] Io -  Q o + b H  o ebenfalls bis auf seine Orien- 

tierung und damit die Schliessung yon T 0 zu I' o vollst~indig eindeutig bestimmt. 

Aus ~'o sind r beliebige Fasern auszubohren; ihre Auswahl ist nach Hilfssatz V 

(S. I65) fiir den entstehenden, yon r Ringfl~chen berandeten Raum gleichgiiltig. 

Auf jeder der Randringfliichen liegt ein ausgezeichneter Querkreis Qi, n~mlich 

tier :Meridiankreis des eben ausgebohrten Vollringes bis auf seine Orientierung 

fest, und durch die Orientierung yon F 0 ist damit ein Kurvenpaar Qi, Hi bis 

auf gemeinsame Umorienterung bestimmt. Damit ist aber der Meridiankreis 

] [ i ~  ai Qi+l~iH~ des neuen Verschlussringes ebenfalls bis auf die Orientierung 

eindeutig und die Schliessung yon F o zu F vollst~indig eindeutig gegeben. 

Zur iibersichtlichen Bestimmung eines orientierbaren gefaserten Raumes ~' 

ist folgendes ~Diagramm~ V o niitzlich, das mit dem Klassenraum l~ o zu- 

sammen den Raum festlegt. In F seien die Faserumgebungen Y2~ der Aus- 

nahmefasern punktfremd gew~hlt. Dasselbe gilt dann in F o yon den gewShn- 

lichen Verschlussringen V~, dutch die die Bohrkerne o~ ersetzt sind. Man kann 

die Faserumgebung l/0, die wir aus ~o ausgebohrt hatten, uIn zum Klassenraum 

1~ o zu gelangen nach Hilfssatz I I I  (S. I62) so w~ihlen, dass sie alle Verschluss- 

tinge ~ im Innern enth~lt. Der gefaserte berandete Raum V o, der aus Vo 

durch Ausbohrung aller V~ entsteht und der das topologische Produkt aus einem 

r-faeh gelochten Elementarfl~ichenstiick und der Kreislinie ist, bildet das Din- 

gramm des gefaserten Raumes F,  wenn auf der Randringfl~che Ho yon Vo noch 

der ausgezeichnete Querkreis Qo yon 1% und auf den iibrigen r Randringfl~chen 

H~ die Meridiankreise ,]Ii der Bohrkerne ~i eingezeichnet sind. Durch Qo ist 



Topologie dreidimensionaler gefaserter Riiume. 183 

offenbar festgelegt, wie man den durch p bez. k best immten Klassenraum / ~  an 

die Ringfl~che H o unsetzen muss. Durch Mi ist nach Hilfssatz VI die Schlies- 

sung durch den Bohrkern $2i bestimmt. Gibt man Vo iiberdies eine Orientierung, 

was wir tun wollen, so ist auch F orientiert. 

Um aus dem Diagramm Vo die Invarianter~ b; a 1, ill; a_~, f i e ; . . ,  at, fir yon 

F abzuleiten, orientieren wir alle Fasern yon V o gleichm~issig, d. h, so dass sie 

homolog in Vo werden. Dann  sind die Orientierungen der Fasern Ho, / /1 ,  . .  �9 Hr 

auf den Randringfl~chen Ho, H a , . . .  Hr festgelegt. Dami t  sind auch die oben 

mit  Q1, Q2 , . . .  Qr bezeichneten Querkreise auf diesen Ringflgchen einschliesslich 

ihrer Orientierung bestimmt, ngmlich durch die Forderung,  dass die Orientierung, 

die Qi mit  Hi auf der Ringfl~che Hi bewirkt, der yon Vo induzierten Orientie- 

rung entgegengesetzt  sein soll und dass die Zahlen a,., ~,, die in der Homologie 

M, - ~ Q~ + fi, H,  (5) 

(giltig auf /L') auftreten,  der Bedingung ai > I, 

o < fli < at geniigen. Die Qi sind die Meridiankreise 

der Verschlussringe Vi. Schliesst man V mit  ihnen, 

so ergibt sich der gew5hnliche Vollring ~o mit  dem 

Meridiankreis 

21/o ~ Qo + b/to (~uf no) (6) 

leieht, dass in Vo die t tomologie  und man beweist 

besteht 

und damit  
Mo ~ Q~ + Q~+ . . . .  + Q: (in 17o), 

- Q o +  QI+ Q, + . . .  + Q~ ~ b Ho (in Vo). (7) 

In  Fig'. I I ist Ko, zum Vollring aufgeschnit ten,  mi t  

r = 3  und b ~ 4  gezeichnet. 

Hc 

Fig. I I .  

Wir  wollen jetzt  zusehen, wie sich die Invar ianten  ~ndern, wenn sich die 

O r i e n t i e r u n g  y o n  ~' u m k e h r t .  In  dem Diagramm V o ~nder~ sich dann nur  

die Orientierung, w~i.hrend die Kurven Mi und Qo erhalten bleiben. Es ist zweck- 

m~ssig, die Fasern yon V o jetzt  alle gleichm~ssig umzuorientieren; die so urn- 
t f t 

orientierten Fasern Ho, H ~ , . . .  H,. mSgen H o, H 1 , . - .  H ~ heissen: 

H',  ~ -  H,. (~uf U~, i = o ,  , , . . .  r). (8) 
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Die Q1, Q~ . . . .  Q~ sind jetzt  durch die Querkreise Q'I, Q ' ~ , . . .  Q'r zu ersetzen. 

Zwischen den al ten und neuen Querkreisen bestehen die Homologien 

Q'i - Qt + yt Hi  (auf IF/i, i =  I,  2 ,  . . .  r). (9) 

In  dieser Gleichung t r i t t  Qi mit positivem Vorzeichen auf; denn die Transforma- 

t ionsdeterminante eines Paares yon Transformat ionen (8) und  (9) ha t  den Wer t  

- - I ,  weft sich mit  der Orientierung yon V o zugleich die auf Hi induzierte Orien- 

t ierung umkehrt .  Aus dem gleichen Grunde lautet  die Transformation fiir Qo: 

Q'o ~ Qo (auf / /o) .  (i o) 

Fiir den Meridiankreis M t  ergibt sich dann 

M ~ ~ at Qt + f i  H i  

" ' ' ' H" at Qi + (at y i - f l i )  H i =  ai Qt + ~ i. 

Wegen der Forderung a~ > I und o < ~ < a'~ ist a~ = ai und fl~ = ai - -  f i t ,  also 

y i =  I. b' bestimmt sich, wie friiher b aus der Homologie (7), jetzt  aus der 

Homologie 
- Q'o + Q'I + Q'~ + " + Q'~ ~ b' U 'o .  ( I l ) 

Fiihrt  man darin die ungestr ichenen GrSssen ein und benutzt  die Homologie (7), 

so ergibt sich 
b ' :  - - r - - b .  

Satz 6: D e r  orientierte gefaserte R a u m  F m i t  den Invar ian ten  

bez. 
(o o; rib; -1, f,; . . .  -~, f~) 

( o , ;  k l b ;  a 1, f l ;  . . .  a r ,  fir) 

geht du tch  Umorient ierung in  den orientierten gefaserten R a u m  m i t  den Invar ian ten  

bsz.  

iiber. 

(Oo;  p l - - r - b ;  al, ~ 1 - - f l ;  . . .  {7"r, a r - - f r )  

(On; kl--r--b; a l ,  a l - - f l ;  . . .  ~r, a r - - f r )  

H~tten  wir die Zahlen flit start  durch Gleichung (3) auf das 

o < ~i < ai auf  das IntervaU 

Interval l  

I I 
- -  - a~ < fli < - -  + - ai 

2 2 
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normiert ,  so wiirden bei Umor ien t ie rung  die Invar ian ten  b, fla, ~ . . . .  fir nur  ihr  

Vorzeichen wechseln, falls keine zweifachen Ausnahmefasern  vorhanden,  also alle 

a~ > 2 sind. Haben  dagegen s un te r  den Zahlen a,:, e twa die s ers ten den Wer t  2, 

so wiirden sich bei Umor ien t ie rung  zwar nur  die letzten r - - s  Invar ian ten  fl [tn- 

dern und sie wiirden einfach ihre Vorzeichen umkehren,  b dagegen w~tre auch 

je tz t  durch - - s - - b  zu ersetzen, sodass durch Wahl  der neuen Normierung  keine 

wesentliche Yere infachung bei Umor ien t ie rung  erre icht  w~re. 

w 8 Die n i c h t o r i e n t i e r b a r e n  gefase r ten  Ritume. 

Um alle n i c h t o r i e n t i e r b a r e n  gefaser ten R~ume zu iiberblicken, stellen 

wir wie im Falle der Orient ierbarkei t  zuerst  aUe K l a s s e n  auf. W i r  nehmen 

wieder zun~chst den Fall  einer o r i e n t i e r b a r e n  Zerlegungsfl~che f daran. I h r  

Geschlecht  /9 ist grSsser als o, weft ein Raum, der die Kugel  zur Zerlegungs- 

fl~che hat,  notwendig  or ient ierbar  ist (S. I7I und S. I78 ). W i r  beweisen: .Zu 

j eder  orientierbaren Zerlegungsflh~he vom Geschlechte p ~ o gibt  es genau eine Klasse  

nichtorientierbarer RSume.  Der  Satz ist r icht ig  fiir p ~- I. Sind n~mlich a und 

b zwei konjugier te  Ri ickkehrschni t te  der Ringfl~che, so hat  einer von beiden, 

etwa a, den W e r t  - - I ,  da sonst der Raum or ient ierbar  wtirde. Von b kann 

man den gleichen Wer~ annehmen,  da man sonst b durch ab ersetzen kann. 

Angenommen,  der Satz sei bewiesen fiir das Geschlecht  p -  I (>-- I), dann beweisen 

wir ihn fiir p, indem wir zeigen, dass es auf  der Fl~iche vom Geschlechte p > I 

immer  einen Henkel  gibt, auf  dem alle Kurven  den W e f t  + I haben.  Schnei- 

der man  diesen f tenkel  ab, so bleibt eine gelochte Fl~che vom Geschlechte p - - I ,  

auf  der e s  Kurven  des Wer tes  - - I  gibt und die nach der Indukt ionsvorausse tzung 

dadurch eindeutig best immt ist. Um die Existenz eines solchen Henkels  zu be- 

weisen, wghle man ein kanonisches Kurvensystem,  durch das die Fl~iche zu einem 

Fundamenta lpo lygon  mi t  der Kantenfo lge  a 1 bl a11b-~ 1 �9 �9 �9 ap bp a~ l b~ 1 aufgeschnit-  

ten wird. Es kann sein, dass es darun te r  ein P aa r  konjugier te r  Ri ickkehrschni t te  

ai, bi des Wer tes  + I und damit  einen Henkel  gibt, auf  dem alle Kurven  den 

Wer t  + I haben. Im andern  Falle gehen wir so vor. Es gibt unter  den Kur- 

yen des kanonischen Systems wenigstens eine, e twa al, vom Wer te  - - I .  Von 

b 1 kann man annehmen,  dass sie den W e r t  + I hat,  da man  sie sonst durch alb ~ 

ersetzen kann. Ausserdem ha t  noch eine Kurve aj oder by (j > I) den W e r t  - -  I ; 

eine der Kurven  ala  j oder alb~ ~ hat  also den Wer t  + I und bildet mit  ba zu- 

2 4 -  32511. Acta mathematica. 60. I m p r i m ~  le 15 d~cembro  1932. 
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sammen ein Ri ickkehrschni t tpaar ,  das einen Henkel  mit  lauter  Kurven  des Wer- 

tes + i aufspannt .  

Wegen  der Einzigkei t  der Klasse kann man auf  der Fliiche yore Geschlecht  

p ~  i immer  ein kanonisches Kurvensys tem wiihlen, dessen Kurven  alle den W er t  

- -  I haben.  

Ist  die Zerlegungsfliiche f n i c h t o r i e n t i e r b a r  vom Geschleehte k, so kann 

man sie als Kugel  mit  k Kreuzhauben  zl, z.~ . . . .  z~ darstellen, d. h. als eine Kugel  

mit  k LSchern,  auf deren Riindern Diamet ra lpunkte  zu identifizieren sind. Der  

Rand  eines solchen Loches ist dann auf der Fliiche eine zweimal durchlaufene  

Kurve  a~ (Fig. I2). ai selbst ist eine 

~ / / ~  Kurve,  die die Kreuzhaube  •  

~ff//ff~/ einmal durchsetzt ;  l~ings ai kehr t  
/ sich also die Flf ichenorient ierung um. 

al, a_~ . . . .  ak erzeugen die Homokogie- 

gruppe, deren einzige wesentliche Re- 

lat ion 
2 a l + 2 a ~ q -  " -  + 2 a k ~  0 (I) 

ist. Die Bewer tung  der Fliiehe F i s t  

also dureh die Bewer tung  yon al, a 2, 

. . .  a~. festgelegt.  Von dem Falle, dass 

alle a,. den W e r t  - - i  ha ben, kSnnen 

wir absehen, da er die im vorigen 

Fig. I2. Pa rag raphen  behandel te  einzige Klasse 

or ient ierbarer  Riiume liefert .  Es ha t  

also wenigstens ein a~ den W e r t  + I. Nun  sind folgende Fiille denkbar:  

A) Alle ai und dami t  i iberhaupt  alle Kurven  der Fli~che haben den W e r t  

+ I. Ein Raum mit  dieser Eigenschaf t  ist das topologische P roduk t  aus der 

Fliiche vom Geschlechte k und der Kreislinie. Durch  Ausbohren  einer beliebi- 

gen Faser  erhiflt man daraus den Klassenraum l~o, der nach  S. I73 durch die 

bewerte te  Zerlegungsfliiche eindeutig bes t immt ist; er ist somit das gefaserte 

topologische P roduk t  aus gelochter  Fliiche vom Geschlechte /c und Kreislinie. 

B) k 1 un te r  den a~ haben den W e r t  + I, die iibrigen /c~=k--]c~ den W e r t  

- -  I (]c~ > o, k 2 > o). Hie r  scheidet die projekt ive Ebene wegen k~- I aus. E b e n s o  

kann  man die n ichtor ient ierbare  Ringfliiche als erledigt  betrachten.  H ie r  ist 

notwendig  k~=]c2= ~. In  den iibrigen Fiillen kann  man annehmen,  dass k~= I 
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oder ~-2 ist. Fiir k ~ 3  ist das klar. Ffir k > 3 wird diese Anzahl durch fol- 

gendes Reduktionsverfahren erreich~: wenn nicht schon k~=I oder = 2  ist, so 

gib~ es wenigstens drei ai, etwa a2, aa, a~, mi~ dem Werte + I und eines, etwa 

a~, mit dem Werte - - t .  Durch eine Kurve l, die die Kreuzhauben z~, z~, zs, • 

yon den tibrigen trennt, wird die Fl~iche in zwei Teile ~ und ~p zerlegt. ~ ist 

eine Kugel mit den Kreuzhauben z l , . . ,  z~ und einem Loch mit dem Rande 1. 
v P Es gibt auf ~ zwei punktfremde Rtickkehrschnitte a ~ ~ a~ + a 2 + a  3 und a ~ ~ a~+ 

p ! 

+ a 3 + a ~  yore Werte --I .  Ausserdem gibt es einen zu a ~ und a e punktfremden 

Riickkehrschnitt c, l~ngs dessen sich die Fl~tchenorientierung umkehrt (vergl. 

Fig. I3) , sodass die Fl~che ~, die man aus ~0 durch Aufschneiden l~ngs a' 1 
t 

und a ~ erh~lt, immer noch nicht- 

orientierbar is~. ~ kann also dar- ~ ~ ~  

gestellt werden als eine Kugel mi~ 

zwei Kreuzhauben und drei LSchern 
t 2  ; 2  mi~ den RKndern l, a ~, a 2. Identifi- 

I / / I ' ' ziert man auf den l~ndern  der 

letzten beiden LScher Diametral- ~ . ~  \ ~  

punkte, so erh~l~ man q9 zuriick, 

d.h.  9~ ist dargestell$ als eine Kugel 
/ 

mi~ vier Kreuzhauben und einem \ ~ (l~ / 
\ 

Loch. Setzf, m~n ~p unver~indert \ / 

an / ~n, so erh~lt man eine neue 

Darstellung von f als Kugel mit k Fig. ~3. 

Kreuzhauben. Da aber a'~ und a'~ 

den Wert --I  haben, so hat jetzt die Zahl der negativen Kreuzhauben minde- 

stens um ~ zugenommen. Das Verfahren kann so lange wiederhol~ werden, bis 

k~=I oder = 2  geworden ist. Es ist noch zu zeigen, dass diese beiden Bewer- 

tungen yon einander verschieden sind. Sei d eine Kurve auf f ,  die erst zweimal 

durchlaufen nullhomolog wird, d.h.  es soll sein 

d -  r, + o, (2) 

~ o (3 )  

(Dass es ein solches d i m m e r  gibt, zeig~ das Beispiel einer doppelpunktfreien 

Kurve, die jede der k Kreuzhauben gerade einmal durchsetzt. In diesem Falle 



188 H. Seifert. 

ist d ein orientierbar mache~Mer Riickkehrschnitt auf f, d.h.  bei Aufschneiden yon 

f l~ngs d erhiilt man eine orientierbare Fl~iche mit einem oder mit zwei LSchern, 

je nachdem k ungerade oder gerade ist.) Die Relation (3) muss eine Folgerela- 

tion der einzigen Relution (I) der Homologiegruppe sein. Daher kann sich 

27iai yon der linken Seite yon (I) nur durch einen Faktor unterscheiden 

und alle 7~ sind gleieh und ungerade, weil sonst schon d ~ o wgre. Die Kurve 

d hat also den Wert (--I) ~. Also sind die Bewertungen yon f mit geradem k~ 

verschieden yon denen mit ungeradem k~, insbesondere liefern die Fiille k1"-I 

und k~=2 versehiedene Bewertungen yon fl Damit  ist die Ermittelung aller 

Klassen gefaserter Riiume beendet. Ergebnis: 

Satz 7: Zu jeder orientierbaren Zerlegungstta'che f yore Geschlechte p gibt es 

genau eine Klasse orientierbarer, u~d falls p > o ist, ei ne Klasse ~icht orientier- 

barer gefaserter RYume. Z u jeder ~ichtorientierbare,n Zerlegungsflh'che vom Ge- 

schlechte ]c gibt es genau ei ne Klasse orientierbarer gefaserter Riiume, und .falls 

k > 2 ist, genau drei Klassen nichtorie~tierbarer; f i ir k =  I gibt es ei~e Klasse, 

f i ir  k = 2  zwei Klassen nichtorie~tierbarer B&~me. 

5Iachstehende Tafel gibt eine t~bersicht fiber die verschiedenen Klassen mit 

ihren charakteristisehen Eigenschaften. O, N bezeichnen Orientierbarkeit oder 

5Iichtorientierbarkeit des gefaserten Raumes F, o, ~z seiner Zerlegungsfl~che f ,  

deren Geschleeht gegeben sein muss, damit die Klasse festliegt. Wir  erinnern 

daran, dass eine geschlossene Kurve w der Zerlegungsfl~che den Wert  + I be- 

kommt, wenn sich die Faserorientierung liings ihrer erhglt, andernfalls --x, und 

dass die Klasse und damit der Klassenraum I% durch die Bewertung aller Kur- 

yen der Zerlegungsfl~iche eindeutig bestimmt ist. 

00 

0 ~ 

No 

N n  I 

N n  I I  

N~ I I I  

Alle Kurven haben den Wert  + I ;  F o topologisches Produkt aus ge- 

lochter Zerlegungsfliiche vom Geschlechte p und Kreislinie; 

Alle einufrigen Kurven haben den Wert  --x; 

Es gibt Kurven vom Werte - - I ;  

Alle Kurven haben den Wert  + I; l' o topologisches Produkt; 

Es gibt einufrige Kurven vom Werte + I  und solehe vom Werte - - I ;  

.ieder orientierbar machende Riickkehrschnitt hat  den Wert  - - I ;  

Es gibt einufrige Kurven yore Werte + I  und solche vom Wer~e - - I ;  

jeder orientierbar machende Rfickkehrschnitt hat den Wert  + I. 

Ffir p---~o gibt es nur die Klasse 0o, fiir k=1  nur On und N n  I, 

fiir k = 2  ausserdem N n  II.  
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Wo in der Tabelle ~o nicht angegeben ist, 1Ksst es sich nach dem auf 

S. I73 angegebenen Verfahren durch kanonische Zerscheidung der Zerlegungs- 

fl~che aufbauen. 

Es bleibt noch iibrig, die nichtorientierbaren gefaserten R/iume F, deren 

Klassen wir ermiftelt haben, durch Invarianten zu charakterisieren. Gib~ es 

in F eine Ausnahmefaser C 1 und ist ~l eine Faserumgebung yon C1, so besteht 

auf der Randringflis H l yon Y21 zwischen einem Meridiankreis M l, einem be- 

liebig gew~hlten Querkreis Q und einer Faser 11 die t tomologie 

Mit Hilfe der Transformationsformeln (!) und (4) v o n w  I: 

1 t ~  ~111, q ~ ~ 9 l  + yH1 

kann man einen neuen Querkreis Q1 und eine neue Faser H 1 so finden, dass 

wird, worin 
M1 ~ cq Q~ + fl~ H 1 (4) 

I 

2 

ist. Durch die erste Forderung ist n~imlich e~ bestimmt. Durch geeignete Wahl  

yon y l~ss~ sich dann ~ auf das Intervall -- I ai bis + I al bringen und schliess- 
2 2 

lich dutch Wahl  yon e~ auf das angegebene Intervall. Die Abweichung yore 

FMle der orientierbaren gefaserten R~ume besteht darin, dass jetzt auf der 

Ringfl~che keine ausgezeichnete Orientierung gegeben ist, weft man F nicht 

orientieren kann; e I u n d  e 4 sind daher unabh~ngig yon einander w~hlbar (vergl. 

S. I8o). Die Zahlen a~ und ~ sind durch Y2~ und damit dutch die Ausn~hme- 

faser C~ eindeutig bestimmk Dasselbe gilt, sobald a 1 > 2 is~, v0n Q~ und Hi 

bis auf gleichzeitige Umorientierung, welche erlaubt ist, da die 0rientierung yon 

M 1 durch t2 L nicht gegeben wird. Is~ dagegen a~ :2 ,  so gibt es ausser Q1, Hi 

noch das System 

Q'~ ~ 91 + / / 1 ,  11', ~ - / / 1 ,  (5) 

in dem M 1 ebenfalls die Normalform (4) annimmt: 

Ms ~ 2 Q'I + H ' I .  (6) 
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W e n n  a~ > 2 is[, so soil die Fase rumgebung  P.~ ausgebohr~ und mi~ einem 

gewShnlichen Verschlussringe V~ geschlossen werden, der QI zum Meridiankreis 

hat.  Das gleiche Verfa.hren wird auf alle mehr  als Zweifachen Ausnahmefasern  

angewendet.  Aus F ents teht  dadurch in eindeutiger Weise ein nichtorientier- 

barer gefaserter  Raum 1'~, der nu t  noch die zweifachen Ausnahmefasern  yon F 

enth~ilt; deren Anzahl sei s >--o. Zur weiteren Untersuchung yon 1"~ bedarf  es 

des folgenden tIi lfssatzes:  

Hilfssatz V I I :  Ein nichtorientierba~'er gefaserter beraudeter Raum F, de," aus 

einem gefaserten Ba~r F dutch Ausbohren einer endliche~, An~ahl yon Aus~,ahmefasern 

entsteht, ldsst sich so auf  sich fasertreu abbilde~, dass alle Bandringflh'chen his auJ 

eine, 11, punktweise lest bleibeu, u'dhrend 1I ei~e fasertreue Selbstabbildung e~fh'hrt, 

die einen vorgegebenen Querkreis Q in eine~, beliebigen Querkreis der Form 

(2'~ + (Q + 2 z H )  ode," mwh Q ' ~ - - ( Q  + 2zH)  (7) 

iibe~fiihrt. Hieri~ ist z eine vorgebbare ga~ze Zahl u~,d H e i n e  orientierte ~aser 

auf  11. Ob die Selbstabbildung yon II  vo~z der ersten oder zweiten Art ist, d.h. 
die Orientierung von 11 erhdlt oder umgekehrt, kann dabei noch beliebig vorgeschrie- 

ben werdem 17 

Beweis. a) Wir fiihren den Beweis zuerst fiir z : o .  Eine Selbstabbildung, die 

/ /  nach der ersten Art abbildet, ist alsdann z.B. die Identit~t. Um eine Selbst- 
abbildung zweiter Art aufznweisen, setzen wir auf / /  einen gewShnlichen gefaserten 

Vollring V, sodass Q Meridiankreis in V wird. Der neue Raum heisse F +  V. Die 
gesuchte Abbildung erhalten wir als Endergebnis einer fasertreuen Deformation yon 

/~-~ V. Da F §  V nichtorientierbar ist, gibt es einen geschlossenen Raumweg IV, der 

yon einem iunern Punkte _P yon V ausgeht, alle Ausnahmefasern vermeidet und 

l~ngs dessen sich die Raumorientierung umkehrt. Man kann dann F +  V fasertreu 

so deformieren, dass dabei P diesen Weg durchl~iuft und V mit sich selbst zur 

Deckung kommt. Das Verfahren haben wir bereits auf S. I78 auseinandergesetzt. 
V, also auch die Randringfl[iche 11 hat dabei eine fasertreue Abbildung zweiter Art 

erfahren, und der Querkreis Q ist als Meridiankreis yon V in Q' - ~- Q oder ~ - -  Q 
iibergegangen, je nachdem sich die Faser l~ings des Weges W umkehrt oder nicht. 

Nach Beendigung der Deformation hat man nur V wieder zu entfernen, um die 

gewiinschte Selbstabbildung yon F allein zu erhalten. 

17 Der Satz sagt nicht aus, dass man in jedem Falle die Wahl fiber das Vorzeichen in (7) 
frei hat. 
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b) Nach a) gibt es eine fasertreue Selbstabbildung yon F, bei der der Quer- 
kreis Q+zH bis auf seine 0rientierung in sich fibergeht und / /  nach der zweiten 
Art abgebildet wird. Dabei geht Q in 

Q'~ + (Q + :zH) 

iiber. Sucht man eine Abbildung, die / /  nach der ersten Art abbildet und Q ebenso 
transformiert, so hat man nur noch eine Selbstabbildung yon F-folgen zu lassen, 
die Q' bis auf seine 0rientierung festliisst und / /  nach tier zweiten Art abbildet. 

Der  Hilfssatz dient  uns zum Naehweise,  dass der Raum F~ im Falle s > o 

eindeutig durch die Klasse und die Anzahl  s seiner zweifachen Ausnahmefasern  

best immt ist .  Wi r  bohren die s Ausnahmefasern  gleichzeitig aus, indem wir s 

punkf f remde  Faserumgebungen  aus T's enffernen.  Der  ents tehende Raum Fs is~ 

du tch  die Klasse yon F8 (die nach S. I7I mit  der yon F iibereinstimmt) und 

durch die Anzahl s bestimmt,  denn er ist entweder  der Klassenraum F o selbst, 

wenn n~imlich s =  I ist, oder der ( s , I ) - m a l  ausgebohr te  Klassenraum (vergl. 

S. 173 ). Aus 1,'~ gewinnt  man  Fs zuriick durch Schliessung mit  s Vollr ingen 

der charakter is t ischen Zahl re=2.  Dabei ist es fifi" das Ergebnis  der Schliessung 

gleichgiiltig, wie man einen solchen Verschlussring Y2 auf  eine Randringfl~iche 

H yon F ,  faser t reu aufsetzt.  Is t  n~mlich Q ein Querkreis und H eine Faser  

von H, so gilt fiir den Meridiankreis M yon t~ 

M ~ 2 Q + y H  

auf H. y ist ungerade,  weil M doppelpunkffrei  ist. I s t  je tz t  y ~ i (mod. 4), 

so nehmen wir eine faser t reue Selbstabbildung yon F~ vor, bei der alle Rand- 

ringfl$chen bis auf H festbleiben, w~hrend H eine Selbstabbildung ers ter  Art  

erf~hrt.  Diese Selbstabbildung wShlen wir so (nach Hilfssatz VII),  dass Q in 

also M in 
M ' - 2 Q ' + y H ' ~  _+ (2 Q + H )  

iibergeht. Is t  dagegen y ~ -  I (rood. 4), so gibt es eine faser t reue Selbstab- 

bi ldung yon /~, bei der / /  eine Selbstabbildung zweiter Ar t  erfiihrt, sodass Q in 

I + y  ) Q'~+ Q + 2 - - H  
4 
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also M in 
M ' ~  •  H) 

iibergeht. In jedem Falle kann man also anstelle yon 

den Kreis 
M ~ 2 Q + y H  

M ' ~  :l: (2 Q + U) 

als Meridiankreis des Verschlussringes benutzen. Das Ergebnis der Schliessung 

ist daher unabh~ingig yon y und h~tngt somit nur yon F 0 und der Anzahl s der 

anzubringenden zweifachen Ausnahmefasenl ab. 

Enth~lt F iiberhaupt keine zweifachen Ausnahmefasern, ist also s=o ,  so 

ist der Raum ~o, der durch Ausbohrung der mehr als zweifachen Ausnahme- 

fasern und Schliessung mit gewShnlichen Verschlussringen erhalten wurde, frei 

yon Ausnahmefasern und geht durch nochmalige Ausbohrung in den Klassenraum 

~o fiber. Umgekehrt entsteht F 0 aus Fo durch Schliessung mit einem gewShn- 

lichen Vollring, dessen Meridi~nkreis ein Querkreis Q auf der Randringii~che H o 

yon 1" o ist. Auf H o gibt es aber nur zwei wesentlich verschiedene Querkreise. 

Man kann n~imlich nach Hilfssatz VII  durch eine fasertreue Selbstabbildung yon 

~o Q in jeden Querkreis 

Q'~ + (Q + 2zH) 
fiberfiihren. 

Ist  also Qo ein Querkreis yon H o, etwa der, an den die in Fo hineingelegte 

Zerlegungsfl~iche J~ an //o angrenzt, so braucht man nur die beiden Fiille zu 

unterscheiden, dass Q mit Qo oder mit Qo+H zusammenf~llt. Diese beiden 

Querkreise sind nun insofern wesentlich verschieden, als es keine fasertreue 

Selbstabbildung yon 1, o geben kann, die Qo in + (Qo+H)fiberffihrt. Von S. I77 
wissen wir niimlich, dass man die Zerlegungsfliiche a~ nicht zugleich so in T o 

hineinlegen kann, dass sie einmal liings Qo und das andere Mal liings Qo + H an 

//o angrenzt. Somit sind auch die gefaserten Riiume 1' o und F'o, die man aus 

F o erh~lt, indem man das eine Mal Qo, das andere Mal Qo+H zum Meridian- 

kreis Q des Verschlussringes macht, verschieden. Eine fasertreue Abbildung yon 

Fo auf F '  o kSnnte man niimlich immer so einrichten, dass die Verschlussringe 
t yon Fo und F o, also auch ihre Meridiankreise einander entspriichen, sodass es 

eine fasertreue Selbstabbildung yon I"o giibe, bei der Qo in + (Qo+H) fibergeht. 

Die beiden verschiedenen Riiume ~o und F '  o sind also durch den Klassenraum 
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F o und die Zahl b : o  oder : I  charakterisiert,  die angibt, dass der Meridian: 

kreis des Verschlussringes ~ Qo+bH ist. 

I s t  aber F~ (s --> o) bekannt,  so ist F durch die Zahlen 

2 

eindeutig bes t immt;  i l~uft yon s +  I b i s  r. A u s  T'~ sind niimlich r - - s  beliebige 

Fasern auszubohren, wodurch auf  jeder Randringfl/iche H/ des so ents tehenden 

ausgebohrten gefaserten Raumes ein Querkreis Qi (bis auf seine Orientierung) 

ausgezeichnet ist, n~mlich der Meridiankreis des soeben ausgebohrten Vollringes. 

W~hl t  man noch eine orientierte Faser Hi  auf jeder Randringfl~iche, so ist der 

Meridankreis 3// des neuen Verschlussringes durch 

Mi ~ ~i Qi + fl~ Hi  

festgelegt, nach Gleichung (4) yon S. I8 0. Da abet  sowohl die Orientierung 

yon Qi als die yon H/ willkfirlich ist, erh~lt man ausser Mi noch einen weiteren 

mi~ 3/s gleichberechtigten Meridiankreis 

M'~ ~ ~ Qi - fli H i .  

Nach Hilfssatz V I I  gib~ es nun  eine fasertreue Selbstabbildung des berandeten 

Raumes, bei der alle Randringfliichen bis auf  //~ punktweise festbleiben, w~hrend 

/ / i  eine Selbstabbildung zweiter Ar t  erleidet, die Qi bis auf die Orientierung 

festlfisst. Dabei geht  dann Mi in _+ (ai Qi - ~?i H,.) ~ +_ M ' i  fiber, sodass es gleich- 

gfiltig ist, ob man Mi oder M'i zum Meridiankreis des Verschlussringes macht.  

F i s t  also eindeutig bestimmt durch seine Klasse und die Zahlen ai, ~8i, s und b. 

Entsprechend Sa~z 5 formulieren wir das Ergebnis in dem 

Satz 8: Fin nichtorientierbarer gefaserter Raum F i s t  umkehrbar ei~deutig 

dutch ein System yon lnvarianten bestimmt, die wir in das Symbol zusammevfassen : 

( - ~ ' 0 ; p  l b ;  r /~1; " " �9 ffS, ffS; (~ ,+1 ,  f l s + i ;  �9 �9 �9 f i r ,  ~ r )  

oder ( N n I ; k  [b; % , f l ~ ; . . . a , , f l ~ ;  a~+~,f l ,+~; . . .a~,f i r )  

oder (Nn I I ;  k I b; %, ill; . . .  a,, fl,; as+a, fls+a; . . . a~, fir) 

oder ( N n l I I ;  k[b; a~, fla; . . .  a.~, fl~; as+a, fl,+l; . . .  a~, fl,.). 

Hierin weist N auf  die Niehtorientierbarkeit des Raumes, o bez. n auf  die Orientier- 
2 5 - - 3 2 5 1 1 .  Ac ta  mathematlc, a. 60. I m p r i m 6  le 15 d 6 c e m b r e  1932. 
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barkeit oder Nichtorientierbarkeit der Zerlegungsfldche hi~2, sodass dutch die links 

yore Sb'ich stehende~ Zeiehe~ eindeutig die Klasse bestimmt ist. Die Zahle~paare 

ai, fl~ bestimmen fffr i<-s die z,'e~faehe~, .flit i > .~ (lie mehr als zweifaehen Aus- 

nahmefaser~, es ist also 

( i ~  8) " i =  2, i l l =  I ;  

"I 
(i > s) .z  > 2, o < ,3, < .~. 

2 

Die Zahl b ist nut ,:on Bedeutm~g, wem~ s = o  ist, und dann ist sie = o  oder I 

und setzt die zwei versehiede,en l]lb'gliehkeiten lest, a ,~  die man de~ Klassenraum 

Fo zu einem gefaserten Raume oh,e Ausnahn,efaser, schliessen kann. bn  andern 

Falle ist der Baum ohne A,gabe yon b .r eindeutig bestimmt und b dutch eig~en 

Strich zu ersetzen. 

Betrachten wir als Beispiel einen nichtorientierbaren gefaseI4en Raum mit 

einer einzigen dreifachen Ausnahmefaser, dessen Klassenraum ~o durch das 

Zeichen Nn I; k bestimmt sei. 1' o ist also das topologische Prdukt aus der 

einmal gelochten nichtorientierbaren Fliiche vom Geschlechte k und der Kreis- 

linie. Es entstehen aus ihm dutch Schliessung und Anbringung einer dreifachen 

Ausnahmefaser die beiden verschiedenen gefaserten Ritume: 

( N , I ;  k]o; 3, x) und (NnI;  k l I  ; 3, I). 

Fiigt man aber der dreifachen noch eine zweifaehe Ausnahmefaser hinzu, so 

gehen beide Riiume in den einzigen 

( N .  I ;  k l - - ;  2, I; 3, I) 
fiber. 

w 9. ~berlagerungsr i iume.  

I. Eine MannigfaltigkeR 17, heisst unverzweigte ~?berlagerungsmannigfaltig- 

keit yon F, wenn es eine eindeutige stetige Abbildung A yon /~ auf F gibt mit 

den folgenden Eigenschaften: 

I. 13ber jedem Punkt  P yon F liegt mindestens ein Punkt  /5 von F, d.h. 

bei der Abbildung A geht /5 in P fiber. 

I[. Sind /3t, / 3 o , . . .  die s~imtlichen fiber P liegenden Punkte, so gibt es 

Umgebungen U7"1, UI, . . , , . . . ,  die sich bei A topologisch auf ein und dieselbe 
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Umgebung Up yon P abbilden und die alle fiber Up liegenden Punkte er- 

schSpfen. 

Ist  F gefasert und P ein Punkt einer Faser H, /5 ein fiber P liegender 

Punkt yon F u n d  lfisst man P auf H wandern, so wird /5, da die Abbildung 

im Kleinen topologisch ist, ebenfalls eine Kurve /~ yon ~' durchlaufen. 17 a Die 

Kurve / / b i l d e t  sich dann vermSge der Abbildung A in H ab. Doch wird diese 

Abbildung im allgemeinen nicht topologisch sein, vielmehr wird H die Faser H 

mehrfach oder sogar unendlich oft iiberlagern. Ausser /~ werden sich im allge- 

meinen noch andere Kurven H ,  H " , . . .  in H abbilden. Dutch jeden Punkt  

yon F geht genau eine solche Kurve, u n d e s  erhebt sich die Frage, in welchen 

Fiillen diese Kurvenschar S e i n e  Faserung yon F ausmacht. 

2. Ist  ~o.c eine Faserumgebung einer Faser C yon •, P ein beliebiger aber 

fester Punkt  Yon t~c, fiber dem ein Punkt  P yon ~" liegt, P Q ein ganz in Y]c 

verlaufender, yon P nach Q ffihrender Weg, so entspricht diesem ein eindeutig 

bestimmter Weg /5 (2 in /~', dessen Endpunkt Q fiber Q liegt. H~tte man statt  

P Q einen andern Weg benutzt, der aus diesem durch Deformation innerhalb 

~c unter Festhaltung der Endpunkte P und Q hervorgeht, so w~re man zu dem- 

selben Punkt  (2 gelangt. Die Gesamtheit dieser Punkte Q, die man so yon /5 

erreicht, bilden offenbar eine Teilmenge ~5 yon T ~, die die Faserumgebung t2c 

iiberlagert. ~5 besteht ganz aus Kurven der Schar S u n d  enth~lt die Faser 

CY ganz im Innern. t25 ist durch Y2c und eine ganze Zahl a einschliesslieh 

bestimmt, die die Vielfachheit angibt, mit der ~qc yon ~ iiberlagert wird. a gibt 

also an, dass C in die a-mal durchlaufene Faser C abgebildet wird. 

3. Ist  a ~ o o ,  so sind alle Kurven yon ~(~ geschlossen, und sie sind alle 

often, wenn a = ~  ist. Da mit jeder Kurve der Sehar S e i n e  ganze Umgebung 

aus lauter offenen oder geschlossenen Kurven besteht, so zeff~illt ~ in zwei oftene 

punktfremde Teilmengen, n~mlich in die Menge der offenen und die der ge- 

schlossenen Kurven. Weil aber ~" zusammenh~ngend ist, so ist eine dieser bei- 

den Mengen die Nullmenge, d.h. die Schar S kann nicht zugleich off,he und ge- 

schlossene Kurven enthalten. Si~2d die Kurven yon S geschlossen, so bilden sie eine 

Faserung yon F;  denn die endliche unverzweigte Uberlagerung einer Faserum- 

gebung Y2c ist oftenbar wieder ein gefaserter Vollring. 

4. Wir nehmen im Folgenden immer an, dass die Kurvenschar S yon ~' 

eine Faserung ist. Da die (~berlagerung yon ~c durch t ~  durch die Zahl a 

17 a Die ausfi ihrl ichen Beweise fiir diese wie ffir ~hnliche Eigenschaf ten  der Uberlagerungs-  
mannigfa l t igke i ten  i ibergehen wir. 
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vollkommen bestimmt ist, so muss man die charakteristischen Zahlen fi, ; des 

gefaserten Vollringes ~ .  aus o und den charakteristischen Zahlen #, v von ~ .  

berechnen kSnnen. Schneider man ~ ,  zum gefaserten Zylinder auf, so sind 

dessen Grund- und Dachtl~che, um den Winkel 

r (#, ,~) 
! t  ,tt ! t  

(#, .) 

verschraubt, einander zugeordnet. (!t, o) bezeichnet den grSssten gemeinsamen 

Teiler yon ,u und a. Es ist somit nach Definition der charakteristischen Zahlen S. 15 ~ 

_ �9 �9 ( ~  Ft ~ + v  
= (!,, o) '  - ( ~ i  (mod  ~). ( , )  

W~ihrend in dem Zylinder _o.c je tt achsenparallele Strecken zu einer Faser ver- 

einigt werden, sind es in ~;, ~ -  (!e, ~)' sodass sich immer (~t, a)gewShnliche 

Fasern yon ~ in eine einzige gewShnliche Faser yon ~c abbilden. Dagegen 

liegt fiber der mittleren Faser C immer nur eine einzige Faser yon ~.~, n~m- 

lich (~. Das kann man auch so ausdriicken: VermSge der eindeutigen und ste- 

tigen Abbildung der Fasern yon 1 ~' auf die yon ~' wird aueh eine eiudeutige 

uild stetige Abbildung der Zerlegungsfliiche J'  yon ~' auf die Zerlegungsfl~che f 

yon ~" vermittelt. Sind c und 5 die den Fasern C bez. C entsprechenden Punkte 

auf f bez. j~ und ist. (!,, a) > I, so ist die (~berlagerung von f durch 27im Punkte c 

(u, a)-fach verzweigt. Die Vielfachheit der Verzweigung ist immer ein Teller 

der Vielfachheit der Ausnahmefaser C. Als Verzweigungspunkte kommen somit 

nur Ausnahmepunkte yon f in Frage. 

5. Da wegen (i) fi--< !t ist, so ist die iiberlagernde Faser C immer dann 

eine gewShnliche Faser, wenn C gewShnlich ist. Is t  aber C eine Ausnahme- 

faser (!e > I), so kann 0 gewShnlich oder eine Ausnahmefaser sein, deren u 

fachheit ein Teller derjenigen yon C ist. Zur Erl~iuterung diene folgendes Bei- 

spiel: Zwei kongruen~e gefaserte Vollringe mit je einer a-fachen Ausnahmefaser 

werden so aufeinander geklebt, dass Punkte der Oberfl~ichen, die vermSge der 

Kongruenz der Vollringe einander entsprechen, aufeinanderfallen. Es entsteht 

ein gefaserter Raum, der nebenbei bemerkt die Invarianten (00; o I --  I; c~, fl; 

a, a--fl) hat und das topologische Produkt aus Kreis und Kugel ist. Uberlagert 

man jeden der beiden kongruenten Vollringe a-fach und setzt die iiberlagernden 
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Vollringe mit ihren Oberfl~chen aufeinander, so entsteht ein a-facher Uberlage- 

rungsraum /~ yon F, der frei yon Ausnahmefasern ist. Denn die Zahlen der 

Gleichung (2) sind hier re=a, a~-c~, also f i = I  ffir beide Ausnahmefasern. 

Sind / I u n d  / t '  zwei Fasern yon ~', die zwei g e w S h n l i c h e  Fasern H bez. 

H' Q bez. •' mal fiberlagern, so ist Q=Q'. Man kann n~mlich /~r und H '  in /~' 

durch einen Weg verbinden, dessen Grundweg in F alle Ausnahmefasern ver- 

meidet. Da in einer hinreichend kleinen Umgebung einer gewShnlichen Faser 

sich die Vielfachheit der Uberlagerung nicht ~indert, so bleibt sie l~ngs des 

ganzen Weges konstant. 

Von der Betrachtung allgemeiner gefaserter i)berlagerungsr~tume wenden 

wir uns jetzt b e s o n d e r e n  Uberlagerungsr~umen zu. 

6. Der universelle Uberlagerungsraum F yon 2" ist der eindeutig bestimmte 

einfach zusammenh~tngende Uberlagerungsraum yon F. Ist H e i n e  Faser yon F 

und /~/ eine Kurve yon ~', die H fiberlagert, so ist nach 3. F dann und nur 

dann gefasert, wenn I /  geschlossen ist. Dann wird H yon/~/endlich oft, etwa 

e-real iiberlagert. Da /~r wegen des einfachen Zusammenhanges yon/~  nullhomo- 

top in /~' ist, so ist die Q-real durchlaufene Faser H in F ebenfalls nullhomotop. 

Die ~otwendige und hinreiche~de Bedingung dafi~;r, dass der universelle (;berlage- 

rungsraum F gefasert ist, besteht also darin, dass ein endliches Vielfaches der 

Faser von F nullhomotop in F i s t .  Weiss man yon einer einzigen Faser H, dass 

ein endliches Vielfaches nullhomotop ist, so gil~ dasselbe offenbar yon jeder 

beliebigen Faser yon F. 

7. F sei ein n i c h t o r i e n t i e r b a r e r  geschlossener Raum, ~" der zugehSrige 

zweifache o r i e n t i e r b a r e  Uberlagerungsraum. Da sich in /?' l~ngs einer Faser 

niemals die Orientierung umkehrt, so entsprechen jeder Faser H genau zwei 

gesehlossene Kurven / t  und / t ' ,  deren jede H einfach fiberlagert. Da f /  somit 

geschlossen ist , ist ~' nach 3. ein gefaserter Raum und die Zahl a, die die Viel- 

fachheit der (~berlagerung von H durch /71 angibt, ist ffir jede Faser ~ 2. Daher 

is~ die Faserumgebung ~h, die die Faserumgebung ~H fiberlagert, faser~reu auf 

~2H abbildbar. Sind /5 und /5' zwei Punkte yon 1~, die beide fiber demselben 

Punkte P yon F liegen, so erh~lt man durch Zuordnung yon /5 und /5, eine 

fixpunktlose involutorische Selbstabbildung von ~', die fasertreu ist und die 

Raumorientierung umkehrt. Durch die Zuordnung der Fasern /~ und t / '  erf~hrt 

zugleich die Zerlegungsfl~che J' yon /~ eine involutorische fixpunktlose Selbstab- 

bildung. Sei nun F etwa der Raum 

(~T0; ~9 I b;  {~1, ~1; �9 �9 �9 (~r, ~r). (2) 
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Da jede Ausnahmefaser H yon F von zwei Ausnahmefasern /7/und H '  der glei- 

chen Vielfachheit fiberlagert wird, so hat [ '  2 r Ausnahmefasern. Genauer: ist 

H die Ausnahmefaser, die zu den Invarianten a~,/~ gehSrt, so gehSren zu den 

Fasern / t u n d  /~' die Invarianten a 1, t~t bezw. al, ch--l'~ t nach Satz 6 S. I84. 

Denn die involutorische fasertreue Selbstabbildung yon ~' fiihrt /-I in /~' fiber 

und kehrt zugleich die Raumorientierung um. Da ferner 9 ~ eine unverzweigte 

zweifache i3berlagerung yon f ist, so ist ] orientierbar vom Gesehlechte 2 p - - I ,  

sodass /~ der Raum 

( 0 0 ;  2 p - - - I  ] b ;  f~l, l~[; . . .  g r ,  i~r; g l ,  " l - - t ~ ] l ;  " ' "  fir, " r - - [  ~r) (3) 

ist. Da /~' eine fasertreue Selbstabbildung zweiter Art gestattet, so kann sich 

das Symbol nicht iindern, wenn man die Orientierung von [ '  umkehrt. Nach 

Satz 6 geht der gefaserte Raum (3) bei Umkehrung der 0rientierung in den 

Raum fiber 

(0o; 2 p - - I  I - - 2 r - b ;  cq, [Y,; . . .  c6., [Jr; cq, al--~, ; . . .  a,., a,--(~,.). (4) 

Damit (3) und (4) fibereinstimmen, muss b : - - 2 r - - b  sein, also / ~ : - - r ,  unab- 

hi~ngig yon b. Ahnlieh verliiuft die Rechnung in allen fibrigen F~llen. Wir  

geben nur das Ergebnis an. F bezeiehnet immer den nieh~orientierbaren ge- 

faserten Grundraum, [ '  den zweifachen orientierbaren tJberlagerungsraum. 

I F (No; p I b; % A;  . . .  ,r,  ,~) 
I_k (00 ;  2 p - -  X I - - " ;  % A ;  " + ,  ~,'; " , ,  , , - - ,S , ;  . . .  , r ,  ~ - - ~ )  

/ V (:Vn I ;  k I b; ~,, ,~,; . . .  + ,  i~) 

[ ~ '  ( 0 0 ;  ~ - - I  I - - ' "  ; C~, t~l; . . . C/r, ~ r ;  Cr 1, U I - - i ~ I ;  �9 �9 �9 "r "r -~r)  

I X '  ( 0 ~ / ;  2 ~ - - 2 [  - - F ;  r A ; " " "  CZr, l~r; ,1 ,  C t l - - ~ l ;  . .  �9 Ctr, Ctr--l@r ) 

I F (_x,~ IH; k I b; %/~,; . . .  ~ ,  ~r) 

~" ( 0 ' t l ;  2 ] C - - 2 ] - - r ;  c~t, i~l; . . .  C~,.,ASr; Ctl, Cr  . . .  CG., Ctr--~r). 

In den letzten beiden Fifllen ist die Zerlegungsflitche d ~ nichtorientierbar, 

weil es auf f einufrige Rfiekkehrsehnitte gibL liings deren sieh die Faser um- 

kehl~, also die Raumorientierung erhalten bleibt. 

8. Zu einem gefaserten Raum F m i t  der Zerlegungsflitehe f kann man 

aueh folgendermassen t3berlagerungsriiume konstruieren. SeidCeine unverzweigte 

13berlagerungsflitehe von f ,  ~ ein fiber dem Punkt p yon f liegender Punkt  von 
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j~, P ein Punkt yon F, der sich in p abbildet, dann ist das Punktepaar (P, ~) 

ein Punkt des zu konstruierenden Uberlagerungsraumes ~', der aus der Gesamt- 

hei~ dieser Punktepa~re besteht. Eine Umgebung eines Punktes (Po, Po) besteht 

aus allen Punkten (P, ~), ffir die P in der Umgebung you Po, :~ in der Umge- 

bung yon Po liegt. Ordnet man jedem Punkt  (P, ~) yon _~" den Punkt  P yon F 

als Bildpunkt zu, so ist diese Abbildung offenbar eindeutig und stetig u n d e s  

sind die Bedingungen I uud l I  yon Nr. I erffillt. Die u dieser 

Uberlagerung stimmt iiberein mit der Vielfachheit der Uberlagerung yon f 

durch S Ist P ein auf einer Faser H yon /~' wandernder Punkt, so beschreibt 

der Punkt  (P, ~) bei festem :~ eine Kurve /~, die einfach iiber H liegt. I~ach 

Nr. 3. ist dann ~' ebenfalls gefasert, und eine Faserumgebung ~ yon -~' bildet 

sich fasertreu auf die Faserumgebung t~H ab, die sie iiberlagert. 

Zur Erl~iuterung sei F der orientierbare Raum (On; I Ib ;  a~, ~ ;  . . .  ar, #r), 

dessen Zerlegungsfl~che f also die projelctive Ebene ist, j~ sei die Kugel. Da 

mit F auch t7' orientierbar ist,  gehSrt /7' zur Klasse (0o; o). Orientiert man /5' 

so, class bei der Abbildung yon /~ auf F die Orientierung erhalten bleibt, so 

bilden sich die beiden Faserumgebungen ~h  und .(2ff, mit Erhaltuug ihrer Orien- 

tierung in ein und dieselbe Faserumgebung ~H ab, d.h. der Ausnahmefaser, die 

zu den Werten c~i, fi," gehSrt, entsprechen in /~ zwei Ausnahmefasern, denen bei- 

den die Zahlen c~., fli zukommen. Bohrt man nun die Ausnahmefasern yon T' 

aus und schliesst die Ausbohrungen durch gewShnliche Vollringe nach dem Ver- 

fahren yon S. I8o, und rut man dasselbe in F, so erh~ilt man die g~ume ~o 

bez. ~'0 ohne Ausnahmefasern, und ~'o ist zweifache 0berlagerung yon F 0. Zur 

Bestimmung der Faserinvariante b von /~', die der Invariante b von F entspricht, 

braucht man nur noch die R~ume F 0 und Fo gegeniiberzustellen. Durch eine 

~thnliche Betrachtung, wie wir sie soeben fiir die a~ und #i angestellt haben, findet 

man b = 2 b ,  sodass ~' der Raum (0o; o [ 2 b ;  a,, fl,; . . .  c:~, fir; %,/~; . . .  a~, fir) ist. 

w ~o. Die Fundamentalgruppen der gefaserten Ritume. 

Die Inwri~nten gefaserter R~ume gegen f~sertreue Abbildungen und die 

S~tze, die von ihnen gelten, benutzen wir von nun an, um Eigensch~ften der 

gefaserten R~ume zu untersuchen, die ihnen schon uls topologischen Punktmun- 
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nigfaltigkeiten, also unabh~ingig yon der Faserung zukommen. Wir  bestimmen 

zuerst die Fundamentalgruppen der gefaserten R~iume. 

Zu dem Zweck schneiden wir den Klassenraum fo  wie auf S. I77 zu 

einem gefaserten ausgebohr~en Prisma auf, wfihlen aber die Ausbohrung so, dass 

sie das Prisma l~ings einer Kante H beriihrt. Die r Ausbohrungen, die an /~o 

zwecks Anbringung der r Ausnahmefasern noch vorzunehmen sind, legen wir 

ebenfalls so, dass sie die Kante H beriihren. Die Grundfl~tche des Prismas schnei- 

der aus den r +  I Randflfichen Ho, II~, TL_,... fl,. die friiher angefiihrten Quer- 

kreise Q0, Q1, Q~ . . . .  Q~ aus. Die Fig. I4 zeig~ die Grundfli~che des Prismas fiir 

den Fall eines gefaserten Raums mit orienterbarer Zerlegungsfl~che yore Ge- 

schlechte p = 2  und zwei Ausnahmefasern. Die 

h l  

a -i . . .  a -x B;1 
/ t  1 

Fig. 14. 

Fnndamentatgruppe dieses l~aumes /~o, also 

des r-fach ausgebohrten Klassenraumes F 0 be- 

[~1 stimmt man nun durch Umlaufen der Fl~ichen- 

stiicke, is Die Relationen lauten im F a l l e  

einer orientierbaren Zerlegungsfl~iche vom Ge- 

schlechte p > o, die in I~o zum Fundamental- 

polygon mit der Kantenfolge 

aufgeschnitten ist, 

Fo, P > 0 

�9 A i H A T  1 = H `i, B i H B T i  ~ ~ H ' ~  (i= I ,  . . . p ; $ i ,  $~ = ~ I )  

QoQ1 . . .  Q,. ~-- A , B , A - u 1 B ~  1 . . .  A p B p A p I - ~ p  ~ 

Qj H Qj -1 = H ( j = o ,  I . . . .  10. 

( i )  

Darin ist ~i(e~)= +1 oder - - l ,  je nachdem die Faserorientierung l~ngs A~(B~) 
erhalten bleibt oder sich umkehrt. Fiir p = o  hat man die Relationen: 

[ QoQ  . . .  I; 
Fo, p = o  QjHQ-f-,-- H ( j=o ,  I , . . . r ) .  

(2) 

18 Vergl. H. Seifert, Konst rukt ion dreidimensionaler geschl. Riiume, Ber. Sgchs. Akad. Wiss. 

83 (I931) S. 33. Die Hilfswegc und damit  die ]r der Klasse I fallen bier fort, da ~ nnr  
eine einzige Ecke enth~ilt. 
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Fiir eine nichtor ient ierbare  Zerlegungsflis vom Geschlechte k heissen die Rela- 

t ionen entsprechend : 

~ ' ; ,  ]~ Qo Q~ . . .  Qr = A ~  . . . A~. 

Q~HQ.v~ =- H 

Von den 

(i----~, 2 . . . .  k; e;=_+ I) 

(3) 

(.i=o, ~ , . . .  ,'). 

Relat ionen yon 1% kommt  man zu den I~elationen yon F dureh Hin- 

zunahme yon r +  I wei~eren Relat ionen,  die den r +  I Verschlussringen der Rand- 

ringfl~chen H o , . . .  Hr entsprechen.  Sie heissen 

Qo Hb =: Q~, Hfl . . . . . .  Q~ H~r = I. (4) 

Z .B .  bedeutet  die Relat ion Q~,H?,~I ,  dass der Meridiankreis  21I 1 ~ a iQ 1 + / ~ ] H  

des Verschlussringes yon H I in dem Yerschlussring nul lhomotop ist. Die Funds-  

menta lgruppe  des Raumes 

(Oo; o lb ;  ~ , , f l , ;  . .  ~r, fl,) 

wiirde demnach die Rela t ionen haben:  

(s) 
Qj H Q-/-1 = H ( j = o ,  i , . . .  r). 

Die Fundamenta lg ruppen  der gefaser ten R~ume sind hiermit  bestimmt. 

Se~zt man  i n  der Fundamenta lg ruppe  yon F die Erzeugenden  Qo, Q1, . .  : Q,' 

und H =  1, so bleib~ eine einzige Relat ion 

A I B  1 A~-IBT 1 . . . A~-IB~-j~ l = i bez. A ~ . . .  Ai = I 

iibrig, die definierende Relat ion der Fundamen~algruppe der Zerlegungsfl~che. 

Die FundamentMgruppe  der Zerlegungsfli~che ist also eine Quot ien tengruppe  der 

FundamentMgruppe  yon F .  Ohne Benubzung der Rela t ionen folgt  dasselbe Er- 

gebnis auch so: Ordne~ man jeder  geschlossenen Kurve  auf  F ihr  Bild auf der 

Zerlegungsfl~iche f zu, so  ist dami~ eine homomorphe  ~9 Abbildung der Funda-  

mentMgruppe yon F auf die yon f hergestell t .  Nach  dem Homomorphiesa tz  fiir 

Gruppen ist~ le~z~ere eine Quot ien tengruppe  der ersteren.  Ebenso is~ die Homo- 

1~ Ffir den Terminus homomorph sagt man bisweilen >>ein- oder mehrstufig isomorph,,. Un- 
ter isomorph verstehen wir I-isomorph im Ansehluss an v.d.  Waerden, Moderne Algebra I (I93O), 
S. 3 2. 

2 6 -  32511. Acta mathematiea. 00. Imprim(f Io 16 d6cembro 1932. 
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[ogiegruppe yon f eine Quotientengruppe der Homologiegruppe von F. Diese 

Uberlegung gilt auch noch fiir offene gefaserte R~ume, wovon in w I4 Gebrauch 

gemacht wird. 

Von den dreidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten sind d i e  ein- 

gehend untersucht worden, die als Diskontinuit~tsbereiche dreidimensionaler 

sph~irischer Bewegungsgruppen auftreten und als solche endliche Fundamental- 

gruppen haben. Es interessiert uns daher die Frage, ob die gefaserten R~ume 

zu den Mannigfaltigkeiten endlieher Fundamentalgruppe neue beitragen, oder ob 

sie bereits alle unter den Diskontinuit~itsbereichen enthalten sind. In der 

Arbeit DB I I  (vgl. Fussnote x) werden wir zeigen, dass die gefaserten R~ume end- 

licher Fundamentalgruppe mit den Diskontinuit~ttsbereichen fixpunktloser sph~- 

rischer Bewegungsgruppen i i b e r e i n s t i m m e n .  Notwendige Bedingung fiir die 

Endlichkeit der Fundamentalgruppe eines gefaserten Raumes F i s t  die Endlich- 

keit der Fundamentalgruppe seiner Zerlegungsfliiche, da diese ja als Quotienten- 

gruppe jener auftritt.  Es muss also die Zerlegungsfl~tche entweder die Kugel 

oder die projektive Ebene sein. 

I s t  f d ie  Kugel ,  so sind (5) die Relationen der Fundamentalgruppe yon F. 

Indem man in (5) H = I  setzt, erh~lt man eine Quotientengruppe der Fundamen- 

talgruppe, nhmlich die Gruppe 

. . . . . . .  r . . . .  q r = I .  ( 6 )  

Fiir r >  3 sind dies die Relationen einer P o l y g o n n e t z g r u p p e .  Man nehme ein 

geradliniges r-Eck mit den Winkeln , -- ,  . . . . .  , das man, je nachdem 
('CI ~2  ~ r  

~ I  > ,  oder < r - - 2  (7) 
r 

i = 1  

ist, auf die Kugel, in die euklidische oder hyperbolische Ebene legen kann, und 

spiegele es fortgesetzt an seinen Seiten. Dadurch entsteht ein Polygonne~z, das 

die betreffende Ebene mit abwechselnd kongruenten und spiegelbildlichen (schwar- 

zen und weissen) r-Ecken parkettiert. Es gestattet eine Gruppe yon Deckbe- 

wegungen erster Art, deren Diskontinuit~tsbereich aus einem Doppelpolygon, d. h. 

einem weissen und einem angrenzenden schwarzen r-Eck besteht. Diese Gruppe 

hat gerade die Relationen (5) zu definierenden Relationen. ~~ Da fiir r > 3 das 

�9 2o Vergl. W. Threlfall, Gruppenbilder, Abh. S~iehs. Akad. d. Wiss. Bd. 4 t Nr. 6 (I932). 
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Polygon nicht auf die Kugel gelegt werden kann, so ist dann die Gruppe (6), 

also erst recht die Fundamentalgruppe (5) unendlich. F i i r r =  3 ist die Gruppe 

(6) nur endlich, wenn sie eine platonische Gruppe is~, d.h.  wenn cq, ae, ~ eines 

der Wer~systeme 2,  2, n; 2, 3, 3; 2, 3, 4; 2, 3, 5 ist (n ~ 2). Dass alsdann auch 

die Fundamentalgruppe (5) endlich ist, zeigen wir mit Hilfsmitteln, die dem 

Gegenst~nde der vorliegenden Arbeit fernliegen in DB II,  w 7- Ist  r--< 2, so 

is~ die Gruppe (5) zyklisch yon endlicher oder unendlicher Ordnung. 

Ist  die Zerlegungsfl~che f die p r o j e k t i v e  Ebene ,  so kann bei endlicher 

Fundamentalgruppe F nur ein Raum 

(s) 

sein, weil jeder nichtorientierbare dreidimensionale Raum unendliche Fundamen- 

talgruppe ha~. Auch ohne Benutzung dieser Tatsache kann man aus der Be- 

~rachtung der a ngegebenen Fundamentalgruppen der nichtorientierbaren gefaser- 

ten R~ume erkennen, dass sie alle unendliche Ordnung haben; denn die erste 

Bettische Zahl Pl dieser Gruppen ist immer > o. ~ Der Ruum (8) aber ha~ einen 

zweifachen (~berlagerungsraum (w 9 Nr. 8) n~mlich den Raum 

(0o ;  o ] 2 b ;  fl ; fl ; . . .  fir; -,., 

Dieser Raum hat unendliche Fundamentalgruppe, .wenn nicht ~'=I ist. Denn 

schon fiir r = z  hat der Raum vier Ausnahmefasern. Wir fassen das Ergebnis 

zusammen in 

Satz 9: Ein gefaserter Raum endlicher Fu~dameutalgruppe hat entweder 

die projektive Ebene oder die Kugel zur Zerlegungsflliche. Im ersteren Falle 

_ kann er hb'chstens eine Auf~ahmefaser, im letzteren h6chstens drei Aus~ahmefasern 

haben. Gibt es drei Ausnahmefasern, so miissen ihre ~elfachheiten eines der pla- 

tonischen Wertsysteme 2, 2, n; 2, 3, 3; 2, 3, 4; 2, 3, 5 bilden. Wie alie geschlossenen 

R~iume endlicher Fundament~lgruppe sind die gefaserten R~iume endlicher Funda- 

mentalgruppe orientierbar. 

Die Kenntnis der Fundamentalgruppen der gefaserten R~ume setzt uns in 

den Stand, weitere Schliisse auf die tIomSomorphie gefaserter R~iume zu ziehen, 

d.h. die Frage zu er5rtern, wann zwei gefaserte R~ume, die nicht durch eine 

~ Poincar6 hat die Zahl _P,=p~+ I als Bettische Zahl eingefiihrt. Wir folgen H. Weyl. 
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fasertreue Selbstabbildung ineinander  iiberfiihrbar sind, dennoch durch eine t.opo- 

logische Abbi ldung ineinander iibergehen. Wi r  beweisen den 

8ate. 10: E i n e  notwendige Bed ingu~g  f i i r  die Hom6omorphie zweier  gefaserter 

R d u m e  F ,ram F ' ,  die die K~gel  zur  Zerlegm~gsflSche und  mindestens  drei  Aus-  

nahmef~ 'er~  der IYel fachhei ten a j , . . .  a~ bez. d~, . . . ct'/ haben, besteht dari~,  dass 

a~, . . .  c~,. bis a u f  die Reihenfolge m i t  a'i, . . .  a'~, i ibereinstimmen. 

Beweis: Ist r : 3 ,  so ist das Zentrum der Fundamentalgruppe (5) die yon H 
erzeugte Untergruppe ~). W~ire nfimlich das Zentrum grSsser als ~), so miisste die 

Quotientengruppe (6) noch ein yon der Identitiit verschiedenes Zentrum besitzen. 

Das ist nun sicher nicht der Fall, wenn die Polygonnetzgruppe (6) eine Gruppe der 
euklidischen oder hyperbolischen Ebene ist. Ist (6) aber eine platonische Gruppe, so 

hat sie nur dann ein vom Einselement verschiedenes Zentrum, wenn sie eine Dieder- 

gruppe yon durch 4 teilbarer Ordnung ist. Doch kann man zeigen, (lass auch in 

diesem Falle das Zentrum yon (5) nieht grSsser als [} ist (vergl. DB II, w 6). In ]edem 

Falle ist also fiir r ~  3 (6) die Quotientengruppe der Fundamentalgruppe (5)nach  
ihrem Zentrum. Sind nun F und F '  horaSomorph, so miissen ihre Fundamental- 

gruppen, also auch deren Quotientengruppen nach dem Zentrum isomorph sein. Da- 

mit aber zwei Polygonnetzgruppen (6) isomorph sind, ist notwendig (und hinreichend), 

class die Polygone die gleichen Eckenanzahlen haben und dass ihre Winkel, abge- 

sehen yon der Reihenfolge, iibereinstimmen, d.h.  es muss die Bedingung des Satzes 

erfiillt sein. Um die Richtigkeit der letzten Behauptung einzusehen, kSnnen wir 

amlehmen, (lass keine der Poiygonnetzgruppen eine platonische Gruppe ist, denn eine 
platonische Gruppe fiihrt notwendig auf die Eckenzahl 3 und auf die Zahlentripel 

des Satzes 9. Die Elemente Q1 , . . .  ~)~ der Polygonnetzgruppe (6) sind Drehungen 

2 7 g  2 7 ~  
um die r Eeken eines bestimmten Polygons / /  durch die Winkel . . . .  --  Da 

a 1 (%r 

ein Element endlicher Ordnung der Gruppe (6) als Bewegung einer metrischen Ebene 
notwendig eine Drehung um einen Fixpunkt, also um eine Ecke des Polygonnetzes 

ist, so ist jedes yon der Identit~it verschiedene Element endlicher Ordnung yon (6) 
~ihnlich mit einer Drehnng um eine Ecke des Polygons / / ,  also mit einer Potenz 

-~'iQ~ (7i= i, . . . ,  c~i--l). Zwei solehe Potenzen Q~i und Q~J" sind aber, wie wieder aus 
der geometrischen Bedeutung hervorgeht, - -  die platonischen Gruppen hatten wir 

vorher ausgeschlossen - -  niemals einander ~ihnlich. Die Anzahl der Klassen konju- 
gierter Elemente von bestimmter endlicher Ordnung ist also durch die Zahlen 

cq, . . .  cr bestimmt, und umgekehrt best~itigt man leicht, dass die Zahlen al, . . .  C~r 

durch die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente yon bestimmter endlicher 
Ordnung festgelegt sind. 
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w ~ ~. Faserungen der Hypersphitre (vollstitndige Aufzithlung). 

In w 3 hat~en wir unendlieh viele verschiedene Faserungen der Hypersphiire 

aufgestellt. Die Fasera w~ren Bahnkurven gewisser kontinuierlicher Gruppen, 

und die Faserung war bes~immt durch zwei ganze teilerfremde positive Zahlen 

m u n d  n, die die Vielfachheiten der beiden Ausnahmefasern angaben. Wir  wol- 

len jetzt zeigen, dass diese Faserungen die einzigen in der Hypersph~re sind, 

d.h. dass jede Faserung der Hypersph~re in eine solche Bahnkurvenfaserung 

abbildbar ist. Zu dem Zwecke fragen wir allgemeiner nach allen geschlossenen 

gefaserten Ri~umen, deren Fundament~lgruppe die Identitiit ist, oder, was das- 

selbe besagt, nach allen geschlossenen gefaserten Ri~umen, in denen jede geschlos- 

sene Kurve nullhomotop ist. Wir sind dann sicher, darun~er alle mSglichen 

Hypersphiirenfaserungen anzutreffen. 

Erst recht muss r auf der Zerlegungsflitche eines solchen gefaserten 

l~aumes jede geschlossene Kurve nullhomotop sein, die Zerlegungsfliiche ist also 

die Kugel und der gefaser~e Raum ein Raum 

(0o; o I b; % ~'~; . . .  ,~, ~r). 

Daffir dass die Pundamentalgruppe dieses Raumes endlich sei, ist nach Satz 9 

r ~ 3 eine notwendige Bedingung. Nun gibt es fiir r =  3 zwar gefaserte R~ume 

endlicher Fundamentalgruppe, n~mlich dann, wenn die Vielfachheiten der Aus- 

nahmefasern, die in Satz 9 angegebenen Werte haben. Doch ist dann die Quo- 

tien~engruppe (6) yon S. 2o2 eine platonische Gruppe und nicht die Identit~t. 

Es kann also r hSchstens ~ 2 sein. Wir beh~ndeln der Reihe nach die F~lle 

r - - o ,  I, 2. Ffir r ~  o lautet/ die Fundamentalgruppe (5) Qo Hb= QO~ I, also 

H b -  I. Sie ist dann und nur dann die Identit~t, wenn b~- _+_ I ist. Es gibt 

somit nur zwei gefaserte R~ume ohne Ausnahmefasern, deren Fundamentalgruppe 

die Identit~t is~, n~mlich die R~tume (00; o]1) und (00; o l - - I  ). Sie unterschei- 

den sich nur durch die Orientierung nach Satz 6, S. I84 und stellen die Fase- 

rung der Hypersph~ire durch Kreise dar, denn diese ist ebenfalls frei yon Aus- 

nahmefasern. 

Fiir r = I  ist bat+ill=+__1 die notwendige und hinreichende Bedingung da- 

fiir, dass die Fundamentalgruppe (5) (S. 2oi) die Identit~it wird. Jetzt  ist 

a~ ( ~  2) beliebig w~hlbar. Fiir b und fll gibt es dann noch zwei LSsungen, b=o ,  

/ ~ = I  und b-~- - I ,  ~ l ~ a l - - I .  Die beiden Riiume 
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(00 ;010  ; CC1, I) und (Oo;ol--,; a,,a~--,) 

unterscheiden sich nach Satz 6 wieder nur durch die Orientierung, sodass der 

gefaserte Raum durch die Eigenschaft, die Fundamentalgruppe zur I den t i t~  und 

eine einzige a~-fache Ausnahmefaser zu haben, bis auf seine Orientierung ein- 

deutig bestimmt ist. Dieser Raum ist somit die Bahnkurvenfaserung der Hyper- 

sph~ire, die den Werten m ~ I ,  ~l~a~ yon w 3 entspricht. 

Fiir r - -2  ist die Fundamentalgruppe (5) zyklisch yon der Ordnung ]baia2+ 

+fl~a~+fl~a~] (bezw. die freie Gruppe yon einer Erzeugenden, falls dieser Aus- 

druck verschwindet). Die Gleichung 

(i) 

hat nur dann eine LSsung, wenn c h und a.~ relativ prim sind. Sind aber a 1 und 

a.2 relativ prim vorgegeben (und >---2 als Vielfachheiten yon Ausnahmefasern), so 

gibt es genau zwei LSsungen fiir b, ,3, l~, fiir die fll und fl~ die Normierungs- 

bedingungen o < ~?~ < a~ und o < f12 < % erfifllen. Die zugeh5rigen R~iume un- 

terscheiden sich nur durch die Orientierung. Den Beweis fiir die Existenz dieser 

LSsungen erbringen wir im n~ichsten Paragraphen fiir beliebiges r u n d  gehen des- 

halb hier nicht darauf ein. Nun haben wir in w 3 eine Faserung der Hyper- 

sphire durch Bahnkurven gefunden, die gerade zwei Ausnahmefasern der Viel- 

fachheiten m und n hat, w o m  und n nur teilerfremd sein mussten. Die hier 

gefundene durch t h u n d  a~_ bestimmte Faserung muss also mit der Faserung des 

w 3 iiber~instimmen. Damit ist der Satz bewiesen: 

Satz 11: E ~  geschlossener gefaserter Raum, der die Identitiit zur Funda- 

mentalgruppe hat, ist die Hypersphffre. Die sffmtlichen Hypersphh'renfaserungen 

Mud dutch zwei ganze positi~;e relativ prime Zahlen m u n d  n umkehrbar eindeutig 

bestimmt. Ist  m ~ - n =  I, so fehlen Ausnahmefasern; ist nut eine der beiden Zahlen 

I, so gibt es eine Ausnahmefaser, deren Vielfachheit die andere Zahl angibt; ist 

keine der beiden Zahlen ~---I, so geben sie die Vielfachheiten der beiden alsdann 

vorhandenen Aus~mhmefitsern an. Die Hypersphh're~faserungen stimmen mit den 

Bah@urvenfaseru~gen der kontimderlichen Gruppen des w 3 iiberein. 

Die gewShnlichen Fasern sind fiir m ~ I u n d  n ~ I Torusknoten, die sich 

im konformen Bildraum (S. I59 ) m mal um die  z-Achse und n real um den Ein- 

heitskreis winden. Fiir m=2 ,  n =  3 sind sie also Kleebl~ttschlingen. 
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w i2. Die gefaserten Poincar6sehen Riiume. 

In w II haben wir nach allen gefaserten R~iumen gefragt, d ie  dieselbe 

F u n d a m e n t a l g r u p p e  hubert wie die Hypersphi~re, n~mlieh die Identitiit. Jetzt  

verallgemeinern wit die Aufgabe dahin, alle gefaserten R~iume zu finden, deren 

H o m o l o g i e g r u p p e  die Ideutit~t ist. Ein soleher Raum, der nieht die Ityper- 

sphere ist, heisst ein Poincar6scher Raum. Die Ri~ume, deren Homologiegruppe 

die Identit~t ist und die also entweder die HypersphKre oder Poinear6sche Riiume 

sind, sind dadurch gekennzeichnet, class in ihnen .iede geschlossene Kurve null- 

homolog, aber nicht notwendig jede nullhomotop ist, d.h. jede geschlossene 

Kurve ist zwar Band einer orientierbaren Fl~che, aber sie braueht nieht Band 

eines Elementarfl~ehenstiiekes zu sein, oder mit anderen Worten gesagt: sie liisst 

sieh immer mit, aber nicht notwendig immer ohne Zerreissung in gesehlossene 

orientierte Teilkurven auf einen Punkt  zusammenziehen. ~2 

Naeh S. 2oi ist mit der Homologiegruppe des gefaserten Raumes aueh 

die Homologiegruppe der Zerlegungsfl~che die Identit~t, die Zerlegungsfl~che also 

die Kugel und der gefaserte Raum ein Raum (0o; o]b; a 1, i l l ; . . ,  at, fir). Seine 

Homologiegruppe erh~lt man dadurch, dass man die Fundamentalgruppe (5) 

S. 2oi abelsch macht. Die abelsch gemachte Fundamentalgruppe hat die r + 2  

Erzeugenden Q0, Q1 . . . .  Qr, H und ausser den Vertauschbarkeitsrelationen die 

r + 2 Relationen 

Qo H - -  . . . . . .  = Qo = 

Additiv schreiben sich die Relationen als lineare Gleichungen 

Qo . . . .  + b H - = o  

0:1 Q1 " " *Jr fiX H = o 
. . . . . . . . .  ( I ' )  

. . . .  a,.Q~ + f l r H = o  

QO 2[_ Q i  + " 2[- Qr  = O. 

Die Null der rechten Seite dieser Gleiehungen steht bei der additiven Schreibung 

fiir das Einselement der Gruppe (I). Aus ihnen kann man bekanntlich gleieh- 

wertige Relationen und Erzeugendensysteme ablei~en, indem man auf die linken 

Seiten und auf die Erzeugenden unimodulare Substitutionen ausiibt, t t ierdurch 

~2 Vergl. DB I, S. 5I. 
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l~sst sich stets eine Normal form der Koeff iz ientenmatr ix  herstellen,  die hSchstens 

in der Diagonale  yon o verschiedene Koeff izienten,  die invar lanten  F,~ktoren der 

ursprhngl ichen Matr ix  aufweist.  W e n n  nun die Gruppe aus dem Einselement  

allein bestehen soll, so mfissert auf Grund  eines Relat ionensystems alle Erzeugen- 

den Zum Einselement  werden. In  der bIormalform miissen also die Diagonal- 

elemente alle = I  werden, well sonst n icht  schon Qi sondern erst  ein Vielfaches 

yon Q ~ : o  w~re. Es diirfen daher  keine yon I verschiedenen invar ianten  Fakto- 

ren, keine Torsionskoeffizienten,  vorhanden sein, u n d e s  diirfen auch keine freien 

Erzeugenden vorkommen,  d .h .  es darf  nicht  eine Erzeugende dadurch,  dass alle 

Koeffizienten ihrer  Spalte verschwinden, i iberhaupt  n icht  beschr~tnkt werden, 

wofhr  man auch sagt, dass die Bett ische Zahl - - o  ist. Da die vorl iegende 

Matrix quadrat isch ist, so sind beide Forde rungen  dann und nur  dann  erfiillt, 

wenn die Dete rminan te  

z / =  

i o o b 

O r 1 O fll 

0 0 ~r fir 

I I I 0 

= _+_ i ( 2 )  

ist. Ausrechnen yon J l iefert  die Gleichung 

J = b e q . . . C t r + f l ,  ctg. . .Ctrq-Cqfl~. . .O:r+ . . . .  4 - c q a 2 . . . f l r = e  ( e - -  + l) .  (3) 

H~t te  man die Or ien t i e rung  des Raumes umgekehrt ,  ha t te  man also den ge- 

faser ten Raum (Oo;ol--r--b; .,,a,--fl,; . . .-~,-~-~r) vor sieh, so w[irde die 

entspreehend gebildete Dete rminan te  den W e r t  --~ erhalten.  Wir  denken uns 

den Raum so orientiert ,  dass e = + I  wird. Dadureh  ist die Or ient ierung des 

Raumes festgelegt.  Um die Gleiehung 

b a ,  . . . a ~ + f l ,  cte . . . a ~ + . .  §  a2  . . .  f l ~ =  I (4) 

aufzul5sen, denken wir uns cq . . . .  ar fest  vorgegeben,  a~ --> 2 und suchen b, ill, 

�9 . .  fir zu bestimmen. Fiir r ~ o  und r ~ I  kommt  man auf  die beiden Gleichungen 

b = I  und b a l - t - f l l = I  zuriick, die in w II gel5st worden sind. W i r  setzert daher  

r ~ 2 voraus. Die LSsung yon (4) ist sicher unm5glich, wenn zwei der ai einen 

gemeinsamen Teller  haben.  Setzen wir also voraus, dass je zwei ai te i lerf remd 

sind! D a n a  haben die Zahlen a 1 . . .  a r ,  a~ . . .  a t ,  a l a  3 . . .  a~ ,  . . . ,  a l a  ~ . . .  a , . - i  

den grSssten gemeinsamen Teller  I. Infolgedessen gibt es ein L5sungssystem 
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b, t?~ . . . .  fir und zwar ist fli 

verschiedenen Faktor h~tte. 

Normierungsbedingung 

prim zu c<i, da sonst die linke Seite einen von I 

Jedoch gilt fiir die fl~ noch nicht notwendig die 

o < ?i < (5) 

Diese Bedingung kann man aber dadurch erfiillen, dass man fli durch f l i+xiai 

und gleichzei~ig b durch b--xi  erse~zt, wodurch die Richtigkeit yon Gleichung (4) 

nicht gestSrt wird. Das so normierte LSsungssystem ist einzig. Ist  niimlich 

b', f l ' l , . . ,  fl'r eine andere ebenfalls normierte LSsung yon (4), so ist nach Sub- 

traktion 

. . .  . . .  + +  . . . .  o. 

Daraus folgt t?~--~ ~ o (rood ai), also E?i--~ ~. 

Mit der Ermittlung der LSsung yon Gleichung (4) is t  das Ergebnis des 

vorigen Paragraphen vollst~ndig bewiesen. Fiir r=-2 sind danaeh die gefaserten 

R~ume, deren I-Iolnologiegruppe die Identit~t ist, der Hypersph~re homSomorph. 

Ffir r ) 2  sind sie Poincar6sche REume, da naeh Satz II S. 206 eine Faserung 

der Hypersph~re hSchstens zwei Ausnahmefasern hat. Wir gelangen damit zu 

dem Ergebnis 

Satz 12: In  einem gefaserten Poincardschen Raum gibt es mindestens drei 

Ausnahmefasern. Ihre Uielfachheiten al, c q , . . ,  a,. sind paarweise relativ prim. 

Sind umgekehrt ai, . . . ar (r ~ 3) paarweise relativ prime Zahlen, ~ 2, so gibt es 

genau einen gefaserten Poincargschen Raum, der r Ausnahmefasern dieser Vielfach- 

heiten hat. Zwei gefaserte Poincar~sche Rdume sind nut  dann homTomo~Th, wenn 

sie sich fasertreu aufeinander abbilden lassen; mit  anderen IVorten: wenn ein Poin- 

ear~seher Raum iiberhaupt faserbar Lr so nut  au f  eine Weise. Der e inzoe gefaserte 

Poincar~sche Raum mit  endlicher Fundamentalgruppe ist der Dodekaederraum. ~3 

Die beiden letzten Behauptungen sind noch zu beweisen. Wenn zwei ge- 

faserte Poincar6sche R~ume homSomorph sin& so miissen sie nach Satz io S. zo4 

in den u ihrer Ausnahmefasern iibereinstimmen. Durch diese Yiel- 

fachheiten ist aber die Faserung eines Poincar6schen Haumes schon b e s t i m m t . -  

Nach Satz 9 S. zo3 kann ein gefaserter Poincardscher Raum mit endlicher 

Fundamentalgruppe nur drei Ausnahmefasern mit den Vielfachheiten 2, 3, 5 ha- 

ben, denn dies ist das einzige unter den dort angegebenen Werfletripeln, des- 

~ Vergl. DB ]., w 12. 

2 7 -  32511. Acta mathemativa.  60. Imprlm6 lo 16 ddcembre 1932. 
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sen Zahlen zu je zweien relativ prim sind. Dieser gefaserte Raum hat wegen 

Gleichung (4) die Invarianten 

(0o; o { - - I ;  5, I; 2, I; 3, i). 

Seine Fundamentalgruppe hat  daher die Relationen 

Qo H-~ ~- Q51 H - ~  Q2 H = Q~ H = Qo Q~ Q.~ Q3 : ~- 

(Die Vertauschbarkeit yon H mit Q~ ist eine Folge dieser Relationen und braucht 

deshalb nicht hingeschrieben zu werden.) Elimination von H fiihrt die Relationen 

in die der bin~ren Ikosaedergruppe der Ordnung 12o iiber~: 

Qi = 9~ = Qi = Q~ Q~ Q3. 

Die (~bereinstimmung dieses Raumes mit dem Dodekaederraum wird in DB II,  

w 7, dm'ch Angabe einer Faserung des Dodekaederraums bewiesen. 

w ~3. Aus Torusknoten abgeleitete Poincar6sche Riiume. 

M. Dehn 25 hat zuerst ein Verfahren zur Konstruktion yon beliebig vielen 

Poincar6schen R~umen angegeben. Eine in der ttypersphKre gelegene doppel- 

punktfreie (verknotete) Kurve C wird ausgebohrt. Die Homologiegruppe des 

entstehenden, von einer Ringfl~iche H berandeten Raumes, des Aussenraumes A, 

ist die freie Gruppe yon einer Erzeugenden. Die Erzeugende ist der auf der 

Randfl~tche H gelegene Meridiankreis M des Bohrkerns. Ist  B ein zu M kon- 

jugierter Riickkehrschnitt auf H, so ist daher B ~ x M  (im Aussenraum), und 

man kann annehmen, dass x-~o ist, da man andernfalls B nur durch B - - x M  zu 

ersetzen braucht. Offenbar ist B durch die Eigenschaft, ein zu M kon]ugierter 

Riickkehrschnitt und in A nullhomolog zu sein, bis auf seine 0rientierung und 

Deformation auf H eindeutig bestimmt. Schliesst man nun A mit einem Ver- 

schlussring V', dessen Meridiankreis 

3 1 ' - M + q B  (auf H; q # o )  (~) 

ist, so entsteht ein geschlossener Raum R, dessen Homologiegruppe die Identit~t 

ist, denn das erzeugende Element M der ttomologiegruppe yon A wird in R 

~4 Vergl. Aufgabe 84 im Jahresber. d. D. Math. Ver. 4I, I932 S. 6. 
~5 M. Dehn, t 'ber  die Topologie des dreidimensionalen Raumes. Math. Ann. 69 (IgIo)._ 
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wegen M ' - o ,  B ~ o ebenfalls ~ o. R ist also entweder  die Hypersph~re  oder 

ein Poincar6scher  Raum. 

Wi r  wollen nun den Fall besonders betrachten,  dass C ein T o r u s k n o t e n  

ist, d .h .  ein Kno~en, der doppelpunktf re i  auf einem unverknote ten  Torus aus- 

gebrei te t  werden kann. Die al lgemeinsten Torusknoten  sind die Bahnkurven  der 

Faserungen der Hypersph~re,  die in w 3 angegeben sind. Legen wir  eine solche 

Faserung de rHype r sph~re ,  oder vielmehr des konformen Raumes, zugrunde,  die wir 

wie fri iher durch zwei fieilerfremde Zahlen m u n d  n ( ~  2) charakterisieren,  so wird 

einer Faser  C, die weder die z-Achse noch der Einheitskreis,  also eine gewShn- 

liche Faser  sei, dutch Fo r tnahme  einer Faserumgebung yon C ausgebohrt .  

Nun  l~sst sich eine Faser  H der Randringfl~che H i m  Aussenramn A in die n 

real durchlaufene z-Achse i iberf i ihren,  da aber  die z-Achse in A dem m-fachen 

Meridiankreis M homolog ist, so ist H ~ m n M in A, geeignete Or ient ierung yon 

M vorausgesetzt.  Somit  ist H - - m  n M ~ o in A, also identisch mi t  der Kurve  B. 

Nach Gleichung (I) ist dann M '  ~ M + q B  ~ ( I - - q m n ) M + q H  auf H. Da  M Quer- 

kreis auf H isb, so enth~lt  der Yerschlussring eine Ausnahmefaser  der Vielfachheit  

[qmn- - I  ]. Da  w i r  n~mlich m u n d  n > I voraussetzen - -  sonst wiire C unver- 

knote~ und wir wiirden sicher keinen Poincardschen Raum erhal~en - - ,  ist auch 

I q m n - I ] >  i, ja  sog~r grSsser als jede der Zahlen m, , .  Der  Raum R ist also 

der nach Satz I2 eindeu~ig best immte gefaserte Poincar~sehe Raum mi~ drei 

Ausnahmefasern  der Vielfachhei ten m, n, I q m n - -  I I. Da ferner  Iq~mn-- I  I 

I q~mn-- I I  is~, falls ql ~ q2, so sind die Poincar~sehen R~ume, die man aus 

ein und demselben Torusknoten  durch verschiedene Schliessung ableiten kann, 

nach S~tz Iz sicher nieh~ homSomorph,  weil die Vielfachheiten ihrer  Ausnahme- 

fasern nicht  i ibereinstimmen. Schliesslich sind zwei Poincar~sche Ri~ume, die 

sich aus verschiedenen Torusknoten  ableiten, niemals homSomorph.  Weiss man  

n~mlich yon einem gefaserten Poincar~schen Raum, dessen Ausnahmefasern die 

Vielfachhei ten a 1 < a~ < a 3 haben,  dass er sich aus einem Torusknoten  ableite~, 

so kann es wegen l q m n - - I  I> D/IaX (m, n) n u t  der Knofien re=a1,  m =a~  sein. Ne- 

benbei folgfi daraus iibrigens, dass zwei Torusknoten,  die zu den Wer ten  m < n 

bez. m ' <  n' gehSren, nur  dann topologisch ~quivalen~ sind, wenn m~---m', n==~n ' 

ist, den~) die Poincardschen R~ume, die aus ihnen abgelei tet  werden kSnnen, 

s t immen nur  dann iiberein. 

Satz 13: Ein Poincar~scher Raum lh'st sich dann und nut  dann aus einem 

Torusknoten ableiten, wenn er sich fasern 15sst und seine ~ s e r u n g  genau drei Aus- 
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nahmefaser~ der Vie~achheite~ a~ < a 2 < a s hat, wobei a~, c~, c~ 3 paarwei~'e relativ 

prime ga~ze positive Zahlen (> I)'.s'ind und c~.~ = [qaxa~,--I ] i s t  (q eine beliebige 

ga~ze Zahl). Ei~ solchcr Poi~cardscher Raum liisst sich mtr aus eiJ~em einzige.~ 

Torusk~wte~ at~f ei~deutig bestimmte lI~4se ableite~, 

So ist z.B. der Dehnsche Kleeblattschlingenraum, der sich aus einer Klee- 

blattschlinge ableitet und zu den Werten m=2,  n = 3 ,  q = I  gehSrt, homSomorph 

mit dem einzigen gefaserten Poincar~schen Raum mit drei Ausnahmefasern der 

Vielfachheiten 2, 3, 5. Seinen Faserinvarianten sind S. 2Io angegeben. 

w ~4. Schiebungsgruppen gefaserter  Riiume. 

Eine Schiebungsgruppe eines gefaserten Raumes F i s t  eine endliche Gruppe 

yon fasertreuen Seibstabbildungen, deren jede ]ede Faser mit Erhultung ihrer 

Orientierung in sich verschiebt. Ist  H e i n e  beliebige Faser yon F, so bilden die 

si~mtlichen Selbstabbildungen, die H bei der Schiebungsgruppe erf~hrt, eine 

Gruppe ,~. Diese ist aber homSomorph einer endlichen zyklischen Gruppe yon 

s~arren Drekungen eines Kreises in sich. Ist  nfimlich P ein beliebiger Punkt  

auf H, und P', P", . . . P(;) ---- P seine :,iquivalenten, und zwar in ihrer natiirlichen 

Reihenfolge, die einer Durchlaufung der orientierten Faser H von P aus ent- 

spricht, so ist klar, dass sich bei einer Abbildung aus ,~ die Punkte P, P ' , . . .  

und die dadurch bestimmten Strecken auf H zyklisch vertauschen miissen. Bleibt 

insbesondere P fest, so wird die Strecke PP '  bei Festhaltung der Endpunkte 

auf sich abgebildet, und da diese Abbildung endliche Ordnung haben muss, ist 

sie die Identit~t. Mit P bleibt daher iiberhaupt jeder Punkt  von H lest, und 

es gibt in der Gruppe fJ gewiss eine Abbildung, die P in einen vorgegebenen 

Punkt  p k) iiberfiihrt. ~ besteht also aus den Potenzen der.~enigen Abbildung, bei 

der P ill P' iibergeht. 

Nunmehr folgt, dass jede Schiebungsgruppe (~ zyklisch ist. Man braucht 

nur zu zeigen, dass eine Abbildung S yon Cst, bei der eine einzige gewShnliche 

Faser H punktweise festbleibt, die Identit~it ist. Denn dann ist | I-isomorph 

zur Gruppe ~, die wit als zyklisch erkannt haben. Nun kouvergiert das Maxi- 

mum der Verschiebungen, die die Punkte einer bestimmten Faser bei S erfahren, 

nach o, wenn man sich der Faser H n~hert, denn H ist eine gewShnliche Faser. 

Anderseits kann diese maximale Verschiebung nicht beliebig klein werden, da 

dann die Ordnung yon S unendlich gross werden wiirde. Es muss also eine 
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ganze Fase rumgebung  yon H geben, deren Fasern  bei S punktweise festbleiben. 

Die Gesamthei t  der gew5hnlichen Fasern von F,  die bei S punktweise festbleiben, 

bilden also eine oftene Menge. Die Menge der gewShnlichen Fasern, die bei S 

n i c h t  punktweise festbleiben, ist aber ebenfalls often, also die Nullmenge,  da 

F zusammenh~ngend ist. 5Tatiirlich bleiben dann bei ~ auch alle Ausnahme- 

fasern lest. 

Von der Existenz der Schiebungsgruppen handel t  der folgende 

Satz  14: Ein geschlossener gefaserter Raum, in dem sich die Fasern gleich- 

mdssig orientieren lassen, also ein Raum einer Klasse 0o; p oder N~  I ;  k gestattet 

eine Schiebungsgruppe von beliebiger Ordnung g. 

Beweis: Wir zeigen zun~ichst, dass ein beliebiger gefaserter Vollring mit den 
charakteristischen Zahlen re, v eine Schiebungsgruppe der Ordnung g zuliisst. Denkt 

man sich den Vollring znm euklidischen Zylinder yon der HShe i aufgeschnitten 

und bezeichnet z den Abstand eines Punktes yon der Grundfliiche, so gibt es eine 

kontinuierliche Bewegungsgruppe des Vollringes, bei der jeder Punkt auf seiner Faser 

wandert, w~hrend sich die z-Koordinate nach der Formel z ' ~ z + t  stetig ~indert. 
Darin ist z' die z-Koordinate des Bildpunktes und t der stetige Parameter (ler Gruppe. 

Die Koordinate z ist in naheliegender Weise als zyklische Koordinate aufzufassen, 

die yon --co bis § ~ variieren kann. W~ichst t stetig von o an, so ist fiir t - - I  
die mittlere Faser in ihre alte Lage zuriickgekommen, fiir t ~ t  ist zum ersten Male 

wieder die identische Abbildung erreicht. Die Bewegungen, die den Parameterwer- 
t t  ,It (g  - -  I ) 

ten t--o, , . . . . . . . . . .  entsprechen, bilden eine zyklische Schiebungsgruppe der 
g g 

Ordnung g. Sei nun F ein gefaserter Raum mit gleichmiissig orientierten Fasern; 

seine Zerlegungsfl~che f wird so trianguliert, dass jeder Ausnahmepunkt yon f im 

Innern eines Dreiecks liegt, class ein Dreieck hSchstens einen Ausnahmepunkt ent- 
h~ilt und dass je zwei Dreiecke mit Ausnahmepunkten punktfremd sind. Dieser 

Triangulation yon f entspricht eine Zerlegung yon F in endlich viele gefaserte Voll- 

ringe. Wir definieren in den Vollringen, die Ausnahmefasern enthalten, wie soeben 
eine zyklische Schiebungsgruppe der Ordnung g, ebenso auf den noch iibrig bleiben- 

den Fasern, die sieh in die Eckpunkte der Triangulation abbilden und die nicht 

schon auf den Ausnahmevollringen liegen. Als erzeugende Bewegung Z der Gruppe 
betrachten wir immer die Schiebung, bei der die gewShnlichen Fasern um mSgliehst 

wenig im positiven Sinne in sich verschoben werden. ]st nun K der gefaserte Kreis- 

ring; der sich in eine bestimmte Strecke der Triangulation abbildet, so liegt K ent- 

weder auf einem der Ausnahmevollringe; dann ist die Schiebungsgruppe auf K sehon 

definiert. Andernfal]s ist die ScSiebungsgruppe nur auf den beiden Randkreisen 

a und b yon K festgelegt. Wir bilden dann K so auf einen gleichbezeichneten 
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Kreisring der euklidischen Ebene ab, dass die Fasern yon K konzentrische Kreise 

werden und dass a und b von Z starr in sich gedreht werden. Diese Drehung er- 

folgt durch den Winkel - in demselben Sinne, da Z die Bewegung ist, die eine 
g 

Faser um den kleinsten mSglichen Betrag in sich verschiebt und well a und b in K 
homolog sind, wegen tier gleichm/issigen Orientierung der Fasern yon •. Durch diese 

euklidische Drehung erf~ihrt dann der Kreisring K eine Schiebung Z der Ordnung g 

in sich, die auf dem Rande mit der vorgegebenen Schiebung fibereinstimmt. Es 

bleibt noch iibrig, die Schiebung Z in das Innere der gewShnlichen Vollring e fortzu- 

setzen, die sich in die yon Ausnahmepunkten freien Dreiecke der Triangulation yon 

f abbilden. Auf der Randringfl~iche H eines solchen Vollringes V ist die Schiebung 
schon erkliirt. Wir denken uns V als Rotationsvollring im euklidischen Raume ge- 

legen, sodass die Fasern yon V bei Rotation um die Rotationsachse in sich ver- 
schoben werden. Die Oberflhche H yon V bilden wir vermSge einer fasertreuen Selbst- 

abbildung A so auf sich ab, dass die Bewegung Z auf / /  in eine starre Drehung 

yon H u m  die Rotationsachse durch den Winkel ~-/~- iibergeht. Das ist immer mSg- 
g 

lich, da niimlich die Schiebung Z auf den drei gefaserten Kreisringen, aus denen /7 

besteht und die sich in die drei Seiten eines Dreiecks der Triangulation abbilden, 

homSomorph einer starren Drehung eines euklidischen Kreisringes durch den Winkel 
2 n  

- -  ist, so ist die Schiebung Z auf /7 homSmorph einer starren Drehung einer Ring- 
g 

fi~iche des euklidischen Raumes um ihre Rotationsachse. Man kann A immer so 

w/ihlen, dass jede Kurvenklasse auf H in s ich  iibergeht. Wie auf S. i57 gezeigt, 
l~isst sich dann A in den Vo]lring V hinein zu einer fasertreuen Selbstabbildung yon 

V fortsetzen. Man kann claher V so auf einen rotationssymmetrischen Vollring V' 

des euklidischen Raumes abbilden, dass die Fasern yon V' bei Rotation um die Ro- 
tationsachse in sich gedreht werden und dass die Bewegung Z auf H in eine eukli- 

disch starre Drehung tier Oberfliiche II' yon V' durch den Winkel 2 x  iibergeht. In 
g 

V' definieren wir als Schiebung Z die starre Drehung yon V' durch den Winkel 
z x  

�9 Damit ist in ganz F eine Schiebung Z der Ordnung g erkl~rt, womit Satz 14 
g 

bewiesen ist. 

W i r  werden jetzt  zeigen, dass man durch Identifizieren der hinsichtl ich 

einer Schiebungsgruppe ~iquivalenten Punk te  eines gefaserten Raumes /~' wieder 

einen gefaserten Raum F '  erh~ilt, d .h .  dass der Diskontinuit~itsbereich einer 

Schiebungsgruppe yon F wieder ein gefaserter  Raum isk Zur Vorberei tung be- 

st immen wir den Diskontinuitfi tsbereich einer Schiebungsgruppe innerhalb eines 

gefaserten Vollringes V. I s t  V e i n  gewShnlicher Vollring, so zerf/illt er bei der 
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Schiebungsgruppe in g ~quivalente zylindrische Stiicke; in jedem ist Grund-und 

Dachfl~che unverschraubt zugeordnet, d.h.  der Diskontinuit~tsbereich ist wieder 

ein gewShnlicher gefaserter Vollring. Sei .jetzt V e i n  Vollring mit einer Aus: 

nahmefaser der charakteristischen Zahlen #, v. Es kann dann sein, dass es in 

der Schiebungsgruppe | eine yon der Identit~t verschiedene Untergruppe lI gibt, 

bei der die mittlere Faser punktweise fest bleibt, tl ist zyklisch yon der 0rd- 

hung u. Schneider man V zum euklidischen u auf, so werden bei einer 

Bewegung von It Grund- und Dachfl~che des Zylinders im allgemeinen nicht in 

sich iibergehen. Man kann jedoch einen Meridianschnitt finden, der bei l[ in 

sich abp,.ebildet wird. Sei E 0 die Kreisscheibe, in der der Zylinder V von seiner 

mittleren Ebene geschnitten wird, El, E~, . . .  E~,-~ die Bilder yon E 0 bei der 

Gruppe 1I. Wir nehmen an, dass kein Ei Grund- oder Dachfl~che des Zylinders 

V durchsetzt. Andernfalls brauchte man n~mlich V nur durch einen konzen- 

trischen diinneren Zylinder zu ersetzen, in dem diese Annahme zutrifft. Jede 

achsenparallele Strecke wird also yon den /~ ,  El ,  . . .  E,,-~ in u Punkten 

getroffen, yon denen natiirlich einige zusammenfallen kSnnen. W~hlt man auf 

jeder Strecke den obersten dieser u Punkte aus, so erh~ilt man einen Meridian- 

schnitt E yon V, der bei H in sich iibergeffihrt wird. ~6 Nan kann also den 

u V lfings E zu einem euklidischen Zylinder aufschneiden, in dem die 

Untergruppe 1I als eine Gruppe starter Drehungen urn die Achse, verbunden mit 

Schiebungen der achsenparallelen Strecken in sich erscheint. Der Diskontinui- 

t~tsbereich ist ein Zylindersek~or vom ()ffnungswinkel 2 - - ,  also ein Keil, in dem u 

die beiden Seitenfl~chen zuge0rdnet sind, sodass er zu einem gefaserten Zylinder 

wird. In diesem sind Grund- und Dachfl~che, um den Winkel 2-~!, verschraubt, 

p == ~t t 
einander zugeordnet; dabei ist ~ u '  tt u n d =  sind somit teilerfremd. Der 

:~ Dass  E bei  1I in s ich f ibergeht ,  folgt  so: A n g e n o m m e n ,  es g ib t  e ine A b b i l d u n g  B in U, 

bei  der e in  P u n k t  P yon  E in  e inen P u n k t  P'  i ibergeht ,  der n i ch t  au f  E l iegt.  Dann  is t  der P u n k t  

Q', in  d e m  die du rch  2P' gehende  achsenpara l l e l e  Strecke des  Zy l inde r s  V yon E getroffen wird,  
~P'. N u n  geh t  die Strecke P '  Q' bei  B--1  fiber in e ine Strecke _PQ, wo Q ein  P u n k t  au f  e i nem 

der  F1/~chenstiicke E i ist.  Da aber  P au f  der du rch  P g e h e n d e n  achsenpa ra l l e l en  Strecke der  

obers te  yon a l len  n S c h n i t t p u n k t e n  m i t  den  F l~chens t i icken  Eo, . . .  E~t_ 1 is~, so en th~ l t  ~P Q e inen  

P u n k t  • der Dachfl~che yon V, dessen  B i l d p u n k t  bei  B ein b e s t i m m t e r  P u n k t  R'  au f  der Strecke 

~P' Q' ist .  L~ss t  m a n  n u n  2P auf  E s t e t ig  nach  der Zy l inde rachse  riicken, so ~ndern  s i ch  P',Q', 1~' 
stet ig,  u n d  da  sch l i e ss l i ch  P '  u n d  Q'  z u s a m m e n f a l l e n ,  so m u s s  R '  e inmal  m i t  ~P' oder Qt zusam-  

menfa l len ,  d . h .  es g ib t  e ine  A b b i l d u n g  B - t  au s  11, bei  der  e in  P u n k t  e ines  gewissen  E i in  e inen  

P u n k t  der  Dachfl~che f ibergeht .  Das  wurde  aber  ausgesch lossen .  
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Diskontinuit~tsbereieh der Untergruppe It ist also ein gefaserter Vollring V' mit  

einer ~-fachen Ausnahmefaser.  
U 

Die Schiebungsgruppe | von V bilde~ sich nun in eine Schiebungsgruppe 

C~' V' g yon ab. C~' hat  die Ordnung v = - -  und enth~lt  ausser der Identit~tt keine 
' t l  

Bewegung, die die mitt lere Faser yon V' punl~weise festl~sst. Der V' ent- 

spreehende euklidische Zylinder wird dann dureh die v- - I  Bilder der Grundfl~che 

in v :,iquivalente Teile zerlegt. Grund- und Daehfl~ehe eines jeden Teiles sind, 

2 ~ r~ tp 
um einen gewissen Winkel  , ,  versehraubt, einander zugeordnet (it , ,")  = I. 

tt 

Der Diskontinuit~[tsbereieh D yon (~' innerhalb V', das ist zugleieh derjenige 

yon (~) innerhalb V, ist somit ein gefaserf, er Vollring, der yon V' v-faeh unver- 

zweigt iiberlagert wird. I)a die Fasern yon D denjenigen yon V' umkehrbar  

eindeutig entspreehen, so liegt die Zerlegungsff, iehe yon V' unverzweigt fiber der 

Zerlegungsfl~ehe yon D. Naeh S. ~96 ist daher (!t", v ) =  ~, also naeh Formel 

(I) S. I96 , ! t ' = # " ,  d .h .  die Ausnahmefaser  yon D ist eine #'-faehe. Nun ist 

(g, 9 ) : ( u v ,  u t t ' ) : u ( v ,  # ' ) =  u und v =  g g u = (g'}~)" Die Zahlen u, v sind aXso 

durch die Ordnung g yon (~ und die Vielfachheit  !t der Ausnahmefaser  yon V 

bestimmt. 

Ergebnis: Der Diskontinuitiitsbe,reich einer Schiebto~gsgrul~pe ~ der Ordnung 

g innerhalb eines gefaserten Vollri~ges V mit einer #-fachen Ausnahmefaser ist ein 

It  gefaserter Vollri,~g, desse~ n~ittlere Faser die Vielfachheit ~ )  hat. Ist (it, g ) >  ~, 

so ist die Uberlagerung des Diskontinuitiitsbereiches dlo'ch V verzweigt, und zwar 

ist die n~ittlere Faser vo~ V eine (tt, g)-fache ~u Daraus folgt, 

dass der Diskontinuit~itsbereich einer Schiebungsgruppe O yon F ein gefaserter 

Raum F '  ist, der yon F im allgemeinen verzweigt iiberlagert wird. 

Die Faser invar ianten yon F '  wollen wir jetzt  bereehnen. Sei F der Raum 

(Oo;p]b; a~, ~ ;  . . .  a,., i~). Nach Ausbohrung seiner Ausnahmefasern und einer 

beliebigen gewShnlichen Faser bleibt das topologische Produkt /~-aus  einer ( r+  I)- 

fach gelochten Fl~iehe yore Geschlechte 2~ und einer Kreislinie. Auf den Rand- 

ringfl~chen //0, H D . . .  H~ liegen die Querkreise (_2o, Q~ . . . .  Qr, die nur  die Be- 

dingung erfiillen miissen, dass sie zusammen mit  den Fasern H0, / /1  . . . .  H r -  

alle Fasern y o n / : '  sind gleiehm~issig orientiert  - -  auf den Ringfl~chen IIo, 1-[D... Tl~ 
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Orientierungen bestimmen, 

und dass 

die den yon F induzierten entgegengesetzt sind, 

Q 0 +  ~,  + " + Q~ ~ o (i~ _f') 

ist. F wird erhalten, indem man die Kreise Qo+bHo, aL QI+~tHI, . . . ,  cc,.Q,.+~H~ 

zu Meridiankreisen der Verschlussringe Vi macht. Nun is~ tier Diskontinuiti~ts- 

bereich F '  yon | innerhalb F offenbar wieder ein topologisches Produkt aus 

einer ( r+  I)-fach geloch~en Fliiche yore Geschlechte p und einer Kreislinie. Die 

Orientierung yon /~ iibertritg~ sich auf  F ' ,  ebenso die Faserorien~ierungL Sind 

00, Q~, . . .  (~ und _~ro, _~r~,... H,. die Bilder yon Qo, Q1, . . -  Q,', Ho, H, . . . .  H~ in 

F ,  so sind Q0, Q~,. . .  0r Querkreise auf den Randringit~chen H0, / / 1 , . . .  / / ,  
- - !  

yon F ,  w~hrend /]ri eine bes~immte Faser H '  / / '  yon ~. g real iiberlagert: 

= g  i. Zwischen Q0, Q1, .. ~)~ besteht auch in F '  die }tomologie 

und die Orientierung, die Q~ und H~ auf H~ bes~immen, ist derjenigen entge- 

gengesetzt, die yon der Raumorientierung yon F '  auf H~ induziert wird. Kennt 

man noch die Meridiankreise M~ 5~Qi + fl; i, bez. 2~lg Qo + b Ho der Ver- 

schlussringe V', durch die F '  zum gesuchten Diskontinuit~itsbereich F '  geschlos- 

sen wird, so kann man aus b, 5~, fl~ die F~serinvarianten yon F '  leicht berechnen. 

Du der Meridiankreis M) des Verschlussringes Vi nullhomotop in Vi ist, so ist 

der Bildkreis 31ri nullhomotop im Verschlussringe Vi, der uuf H'  ' i zu se~zen ist. 

Mit andern Worten: aus 

M i  ~ ai Qi "4- t~i H i  
folgt 

Daher ist auch schon 
~ O  

(auf /L') 

(auf I/~) 

(i~ v~). 

und da 5i 

chend ist 

M i  - ai/(ai, g) Qi + ~,g/(ai, g ) H i  -~- ct~ Oi + ~, H i  - o 

und fli ~eilerfremd sind, so ist M~ Meridi~nkreis yon V~.. 

Mo - Qo + @ U o  ~ ~)o + ~Ho 

(in V~), 

Entspre- 

Meridiankreis yon V~,. b, ai, fli sind noch nicht die gesuch~en Faserinvarianten 

yon F ' ,  da ~i im allgemeinen noch nicht die Normierungsbedingung o < fli < 5i 

erfifllen wird. Fiihrt man aber anstelle der Querkreise ~)1 . . . .  (2, die Querkreise 
28--32511. Acta mathematica. 60. Imprim6 le 20 d4cembre 1932. 
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Q1 -- Q1 + Xl Hi . . . . .  Q ; -  Q~ + x~ H;. anstelle yon (~o den Querkreis Qo-  Q o -  

- (xi + "" + x , )Ho ein, so besteht auch zwisehen den Q~ noch die Homologie 

Qo + Q; + .-. + ( ~ ; - o  (in t~'), 

und die Orientierung, die QI zusammen mit  H'i auf //'i induziert,  ist dieselbe 

wie die, die (di zusammen mit  H'i  induziert. In  den neuen Basiskurven drficken 

sich nun  die Meridiankreise M ' i  folgendermassen aus: 

3ro ~ Q'o + ( b + x,  + �9 �9 + x~) H o =  Qo + b' H'o. 

(i--I,  2 , . . .  r), 

Man kann xi immer so w~hlen, dass o--< ~ <  a~ wird. Dann  ha t  man in 

b', a'i, ~ die Faser invar ianten yon i v', wenn man noch die Wertepaare a'i, fl~ 

sfireicht, ftir die c~ ~ i, also fli = o ist. --- Is t  F ein niehtorientierbarer  Raum 

( N n  I ;  kIb; cq, fl~; . . .  c~,, fl~), so fi ihrt  eine 5hnliehe Uberlegung zum Ziel. 

Als Beispiel w:,thlen wir den Dehnsehen Kleeblat tsehl ingenraum (0o; o ] - - i ;  

2, I; 3, t;  5, I) yon S. 2Io  und als Schiebungsgruppe die Gruppe der Ordnung 

g = 5 .  Je tz t  ist 

(~. g ) - I ,  

~1=a l / (%,  g ) = 2 ,  

~1 = ~1g/("1, g ) =  5, 

demnach x ~ : 2 ,  x e ~ I ,  xs~---I. 

(.~, ~)= i, (-~, g ) =  5; 

~.,_=3, i~ 3 ~  I, b = b g = - - 5 ;  

Also ist der Diskontinuit~ttsbereich F '  der Raum 

Der Ausdruck 

(00;  olb ' ;  cd, ,~;; c/_,,/_,) = (00;  0 1 -  ~; 2, i;  3, ~). 

~ j t =  bt cr ~2 .J[_ fl'1cr ~_ a ' l ~  

(vergl. S. 208) wird hier ~ I. F '  ist also die Hypersph~re, und die Fasern sind 

Kleeblat tschl ingen (S. 206). Insbesondere ist die 5-fache Ausnahmefaser  von F 

in eine gew5hnliche Faser yon F' ,  also in eine Kleeblattschlinge iibergegangen. 

F i s t  daher  5-facher verzweigter l )berlagerungsraum der Hypersph~re mit  einer 

Kleeblattschlinge als Verzweigungskurve. 

Dies Ergebnis F, isst sich wesentlich verallgemeinern. Sei F ein beliebiger 

Poincar6scher Raum 

(00;  o]b; al, ~1; . . .  (~r, ~r). 
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Notwendig  und hinreichend dafiir, dass es sich um einen Poincardschen Raum 

handelt ,  ist nach S. 2o8, dass die Dete rminan te  

J ~  

I 0 . . . 0  b 

0 c~ 1 . . 0 ~1 

0 0 . C~r ~r  

I I . I O 

z +  i 

ist~ Der  oben mit  ~-" bezeichnete Raum ist hier  das topologische P roduk t  aus 

einer ( r+ I ) - f ach  gelochten Kugel  und einer Kreislinie. Die Erzeugenden der 

Homologiegruppe  yon /~' sind (20, (~, . . .  Qr und eine beliebige Faser  H ' ,  und 

es besteht  die eine Relat ion 

F r  Durch die Schliessung von F '  zu t re ten  die r +  I Rela t ionen hinzu 

Dar in  ist b=bg, 5~:=a~/(a~, g), fl~=~g/(a,., g). 
logiegruppe yon F '  luutet  also 

Die Koeffizien~enmatrix der Homo- 

I 0 . 0 1) 

. o  

0 0 �9 (;~'r /~r 

I I . I 0 

und die Dete rminan te  ~/' dieser quadrat ischen l~Iatrix ist 

I 0 0 bg 
0 ~ i / ( g l ,  g )  0 ~1 g / (51, g )  

o o g) firg/( ,, g) 

I I I 0 

_ g g 

(51, g)(CC2, g ) . . .  (~r,  g) "~ =~- ~Z (Ctl ' g)((.C2, g ) . . .  (~r, g)" 

F '  ist nur  dann wieder ein Poincar6scher  Raum bez. die Hypersph~ire, wenn 

~ r  ~___ I i s t .  Da a 1, %, . . .  ar p~arweise te i lerfremd sind, so hat  man 
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( ~ 1 ,  g ) ( G 2 ,  g )  " " " ( ~ r ,  g )  = (0f10:2 - . �9 " r ,  g ) ,  

und ~I' ist d a n n  und  n u r  dann  ~ +_ ~, wenn  g ein Tel ler  des P r o d u k t e s  a~u~.. ,  a~ 

ist. Die Vie l f achhe i t en  der  A u s n a h m e f a s e r n  yon  F '  sind d u r c h  die von  I ver- 

sch iedenen  Zah len  oh, ~.,, . . .  ~ gegeben .  D u r c h  diese Z~hlen is~ F '  ch~r~kteri-  

s ier t  n~ch  S ~ z  ~2 (S.  209). 

Es gilt also 

~&tg 15:  Der Diskontinuitdt~.bereich F '  dner  Schiebungsgruppe eines gefaserte~t 

Raumes F m i t  den Faserinvarianten 

(00;  p lb;  (11, ;~1; ' ' '  "r, t~r) b~z. ( Y n  I ;  klb; ~, ,  fl,; . . .  ~,., fl~) 

ist wieder ein gefaserter Raum derselben Klasse, desse~i Faserinvarianten dutch die- 

jenige~ von F m~d die Ordnung der Schiebungsgruppe be~.timmt si~d. :[st F der 

Poincardsche Raum mi t  r Ausnahmtfasern der Vielfachheite~ u l, a~, . . . a~, so ist F '  

damt und nur dann wieder ei~t Poi~car~scher Baum oder die Hypersphdre, u,e~n 

die Ordnung g der Schiebungsgruppe ein Teller des Produktes a~ ~ . . .  a~ ist. In  

diesem Falle ist JF' der Poincardsche Baum, dessen Ausnahmefasern Zu Vielfach- 

heiten die yon i verschiedenen unter den Zahlen 

habel~. Dic [.'~berlagerm~g vo~ F '  durch ~' ist verzweigt, und zwar sind die Ver- 

zweigungslinien dieje~dge~ Ausnahmefasern vo~ F, f i ir  die (a~, g ) > l i s t ;  (c~, g) 

gibt die Vielfachheit der Verzweigung a~. 

Durch Spezialisierung gehen hieraus die weiteren Si~tze hervor: 

Satz 16:  ~bt  man a u f  den Poincardschen Raum F m i t r  Ausnahmefasern der 

l~5"e~achheiten al, c~.,_, . . . u~ eine Schiebungsgruppe der Ordnung g -  aa u.2 , . . ai aus, 

so ist der Diskoutinuitdtsbereich F '  ein PoincarEscher Raum oder die Hypersph&'e 

mit  den Ausnahmefasern der Vielfachheite~ ai+1, ai+., . . . .  c~. 

Satz 17: Gegeben sind r ~ 3 paarweise teilerfi'emde Zahle~ >= 2 

u~d r - -  2 Torusknoten 
C~I~ ( ~  . . . C~ r 

k l ,  k.2, �9 �9 . k r - 2 ,  

die so i~t der Hypersphdre liegen wie r - -2  gewShnliche Faser~ einer HypersphdreJ~- 
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faserung. Ihre Knoteninvarianten m, n (S. I50) seien zwei beliebige unter den 

Zahlen c q , . . ,  at. Man streiche diese beiden Zahlen aus der Reihe a l , . . .  Ctr au8 

und ordne die iibrig bleibenden umkehrbar ei~deutig den Knote~ ]Ca,... k,.-2 zu. 

Man bilde ferner die verzweigte Uberlagerung der Hypersphiire, die die Knoten 

k~, . . .  k,~2 zu Verzweigungslinien hat und die folgende Eigenschaft E besitzt: E in  

Weg (~ des Uberlagerungsraumes, der iiber einem geschlossenen, die Knoten meidenden 

Wege w der Hypersphdre liegt, ist  dann und nur dann geschlossen, wenn die Ver- 

schlingungszahl ~i yon w mit  dem Kuoten ki dutch die Zahl aj teilbar ist, die dem Knoten 

ki zugeordnet ist (gf i l t ig  f i i r  i = I , . . ,  r - - 2 ) .  Diese Uberlagerung ist a~ . . .  a~/m .n- 

blh'ttrig, und wir beha@ten." sie ist  ein Poincardscher Raum, der immer der gleiche 

ist, wie man auch die Zahlen m, n aus der Reihe der a ~ , . . ,  a~ ausgewdhlt hat. 

Beweis :  Wir denken  uns die Zahlen  c q , . . ,  ar so numer ie r t ,  dass  m--at--l, 
n=a~. wi rd  und  dass ai dem Knoten  ki zugeordnet  i s t  ( i = l ,  . . . ,  r - - 2 ) .  Uben wi r  

dann  auf  den Poincardschen gefaser ten  Raum F m i t  r Ausnahmefase rn  der  Vielfach- 

he i ten  c q , . . ,  ar eine Sch iebungsgruppe  der  0 r d n u n g  g ~ - a l . . ,  a,.-2 aus, so erg ib t  

sich nach dem vor igen Satz ein gefaser te r  Raum F '  mi t  zwei A u s n a h m e f a s e r n  der  

Vie] fachhei ten  a r -1  und  c~r, der  die Hypersph i i re  sein muss,  da  nach  Satz  i z ein 

Poincar~scher  gefaser te r  Raum mindes t ens  drei  A u s n a h m e f a s e r n  hat .  Die F a s e r u n g  

der  t ]ype r sph~re  bes teh t  aus Torusknoten  mi t  den Inva r i an t en  m=ar-1, n - a t  (w 3). 
Nach Satz  i5 wi rd  F' verzweigt  y o u  F i iber lager t ,  und  zwar s ind  die Verzweigungs-  

l inien in F die A u s n a h m e f a s e r n  der Vie l fachhei ten  al ,  . . .  ar--2, die sich in gewShn- 

l iche Fase rn  yon F'  abbi lden ,  also in r--2 Toruskno ten  kl, . . .  kr-2 mi t  den Knoten-  

i nva r i an t en  m=C~r-~, n = a r .  Die Vie l fachhei t  der  Verzweigung i s t  nach Satz 1 5 

durch  ( a i ,  g ) = a i  gegeben,  d . h .  ein Weg, der  sich im Uber l age rungs raum F gerade  

e inmal  um die i-re Verzweigungs l in i  e he rumsch l ing t ,  b i lde t  sich in e inen Weg des 

Grund raumes  F'  ab, der  at real  den Kno ten  ki umschl ingt .  Da nun die Uber lagerung  

yon F '  durch F reguli~r und  die Deckbewegungsgruppe  zykl i sch  yon der  O rdnung  

g = c q  . . .  C~r-2 ist,  so i s t  nach dem t I i l f s sa tz  des A n h a n g e s  ein Weg w yon F ,  der  

fiber e inem die Verzweigungs l in ien  n ich t  t ref fenden Weg  w yon F '  liegt, dann  uud  

nur  dann  geschlossen,  wenn fiir j edes  i die Versch l ingungszah l  yon w mi t  ki durch  

at t e i lba r  ist,  und  durch  diese Eigenschaf t ,  also durch die Eigenschaf t  E des Satzes 17, 

is t  F als Uber lagerung  yon F'  e indeu t ig  bes t immt .  Der durch  die Eigenschaf t  E 

fes~gelegte Ube r l age rungs raum der  Hyper sph~re  is t  also der  gefaser te  Poincar6sche 

Raum mi t  r Ausnahmefase rn  der  Vie l fachhei ten  a l , . . .  C~r. Da dieser  aber  durch  

die Zahlen  al,  . . .  ar nach Satz i2 b e s t i m m t  ist,  so muss  es gle ichgi i l t ig  sein, welche 

der  Zahlen  cq, . . .  a~ wir  zu den  K n o t e n i n v a r i a n t e n  m und  n der  Verzweigungs l in ien  

der  Hypersph~re  e rnann t  haben.  
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Satz 17 ist deshalb bemerkenswert, weil er eine Aussage macht fiber die 

HomSomorphie gewisser t2berlagerungsmannigfaltigkeiten, die sich unabh~ing ig  

yon a l l en  F a s e r u n g e n  charakterisieren lassen. Denn die Forderung, dass die 

Knoten k , . . .  k,.-~, gewShnliche Fasern einer ttypersph~irenfaserung sein sollen, 

kann ebenso gut durch folgende ersetzt werden: k~ . . . .  k,.-~, sind doppelpunkt- 

freie, einander nicht schneidende geschlossene Kurven auf einer Ringfl~iche, die 

die Hypersph~ire in zwei Vollringe zerlegt, und diese Kurven sind in keinem der 

beiden Vollringe nullhomotop. Man kann dann beweisen, dass es eine Hyper- 

sph~renfaserung gibt, die diese r - -2  Kurven als gewShnliche Fasern enth~lt. 

Der Sonderfall, den man aus Satz 17 fiir r =  3 erh~ilt, verdient hervoro-e- 

hoben zu werden. Wir bezeichnen als g-fache zyklische l'~'berlager.ung eines Kno- 

tens k der Hypersph:,ire die verzweigte (~%erlagerung folgender Eigenschaft: 

Liegt ein Weg ~" des L'berlagerungsraumes iiber einem Wege w der Hypersph~ire, 

der den Knoten nicht trifft, so ist 5" dann und nur dann geschlossen, wenn die 

Versehlingungszahl yon w mit dem Knoten ein Vielfaches yon g i s tY Der 

Sonderfall l~isst sich dann so aussprechen: 

Zusatz  zu  Sa tz  1 7 :  Sind a,, a.,_, a 3 drei paarweise relativ prime Zahlen ~ 2, 

so ist  die %-lathe zyklische []berlagerung des Torusknotens mit  den Knoteninvarian- 

ten m:-a~, n=u~ ei~ Poinear(seher Raum. Denselbe~ Raum erhiilt man, wenn man 

u~, a.~, % ihre Rolten beliebig vertausehen liisst. 

Dieser Poincar~sche Raum ist n~imlich der gefaserte Poincar6sche l~uum 

mit drei Ausnahmefasern der Vielfachheiten cq, a~, c% So kann man z.B. den 

Dehnschen Kleeblattschlingenraum, der auf S. 212 durch Ausbohren und Schlies- 

sen einer Kleeblattschlinge erhalten wurde, auch als fiinffache zyklische Uber- 

lugerung einer Kleeblattschlinge oder als dreifache zyklische ?dberlagerung des 

Torusknotens m ~ 2 ,  m ~ 5 ,  oder als zweifache zyklische Uberlugerung des Torus- 

knotens m = 3 ,  m = 5  erhalten. 

2~ Man kann die zyklische ~-berlagerung aueh s,) charakterisieren: Man schneide die Hyper- 
sphiire l~ngs einer in k eingespannten singularit~ftenfreien Fl~iche zu einem (dreidimensionalen) 
,Bla t te ,  auf und hefte g solche Bl~itter zykliseh an einander, tferrn H. Kneser verdanke ich die 
Mitteilung, dass es ausser dieser zyklischen [-berlagerung im allgemeinen noch weitere g-fache 
~'berlagerungen eines Knotens gibt, die auch die Eigensehaft haben, dass ein kleiner Kreis, der 
den Knoten einmal umschlingt, erst nach g-maliger Durchlaufung im L-berlagerungsraum geschlos- 
sen wird. Die zyklischen (~berlagerungen spielen eine RoBe in der Knotentheorie. Dort dienen 
die Torsionskoeffizienten der t 'berlagerung dazu, die Knoten zu unterscheiden. Vgl. K. Reidemeister, 
Abh. Hamb. Sere. V ii927 S. 7 und Knotentheorie (Berlin 1932 ) . 
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Endlich kann man jeden gefaserten PoincarSschen Raum mit den Faserin- 

varianten (0o; olb; al, fl~; �9 �9 �9 a~, fir) als % ae . .. a,.-faehe verzweigte Oberlagerung 

der Hypersph~re erhal~en. Ubt man n~mlich auf F die Sehiebungsgruppe der 

Ordnung g=a~ a~ . . .  a,. aus, so ergibt sich ein gefaserter Raum ohne Ausnahme- 

fasern, der nach Satz I6 notwendig ein PoinearSscher Raum oder die Hyper- 

sphere und naeh Satz I2 die Hypersph~re ist. Nun kennen wir die yon Aus- 

nahmefasern freie Faserung der Hypersphiixe; sie wird durch Kreise bewirkt 

(S. I6I), yon d'enen je zwei einfaeh verkettet sin& Die Verzweigungslinien in 

der Hypersph~re sind die Bilder der r Ausnahmefasern, also r solche Kreise, d.h. 

r spezielle unverknotete, paarweise verkettete geschlossene Kurven. Die Viel- 

fachheiten der Verzweigungen sind a ,  bez. a~ , . . . ,  at. 

w I5. Unfaserbare Rfiume. 

Wenn ein Raum gefasert ist, so lassen sich seine topologischen Eigen- 

schaften, wie wir in den letzten Paragraphen sahen, weir genauer festlegen, als 

wenn er nur als topologische Punktmannigfaltigkeit  gegeben ist. Wir wollen 

jetzt eine notwendige Bedingung dafiir angeben, dass eine Mannigfaltigkeit sich 

fasern l~sst, und Mannigfaltigkeiten aufzeigen, die diese Bedingung nicht erfiillen. 

Auch offene Mannigfaltigkeiten lassen wir wieder zu. 

Ist W ein geschlossener Weg in einem gefaserten Raum, tier einen auf 

einer gewShnlichen Faser H gelegenen Punkt 0 zum Anfangs- und Endpunkt 

ha~, und fiihrt man die dureh 0 gehende Faser H 15ngs W einmal herum, so 

ist die Endlage der Faser H die Faser H ' = H  +-1. Fasst man W und H als 

repr~sentierende V~ege gleichbezeichneter Wegeklassen, also als Elemente der 

Fundamentalgruppe auf, so ist H ' =  W-1HW,  also ~ V - 1 H I V ~ H  +-1. Die 

Gleichung besagt, dass das yon der Faser repr~sentierte Element der Fundamen- 

talgruppe bei Transformation mit irgend einem anderen Element W in sich oder 

sein Reziprokes iibergeht. Soll sich also der Raum fasern lassen, so muss die 

Fundamentalgruppe ein Element H enthalten, das diese Bedingung erfiillt. Die 

Bedingung gewinnt erst dadurch einen Inhalt, dass man zeigen kann: die ge- 

wShnliche Faser H kann nur dann das Einselement der Fundamentalgruppe 

repr~sentieren, wenn der gefaserte Raum die Hypersph~re oder ein Linsenraum 

yon besonderer angebbarer Faserung ist. es Insbesondere ist H sicher dann Yore 

Einselement versehieden, wenn die Fundamentalgruppe unendliche Ordnung hat. 

"28 ~ b e r  Linsenri iume vergl, man  DB II ,  w I. 
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Um dieses Ergebnis zu gewinnen, leiten wir zuerst einen vorbereitenden 

Satz ab. 

Satz 18: Ein q~e~er ei~fach zu.r Ra,~m lYsst sieh ~icht fasern. 

Beweis: Liesse sich ein solcher Raum I ~' fasern, so w~re seine Zerlegungs- 

fl~iche f eine oftene einfach zusammanh{ingende Fl~iche, also homSomorph mit 

dem Kreisinneren. Wir  unterscheiden zwei F~ille: 

a) Es gibt keine Ausnahmefaser. Da T' einfach zusammenh~ngend ist, so 

ist insbesondere die Faser H nullhomotop, also Rand eines unter Umst~nden 

singul~ren Elementarfl~chenstfickes E. Dieses bildet sich auf der Zerlegungs- 

fi~che f als (singul~ires) Elementarfl~ichenstfick e ab, das man yon einer Zerlegungs- 

umgebung co vollst~indig fiberdecken kann, well f often und einfach zusammen- 

hfingend ist. E wiirde ganz in der ~o entsprechenden Faserumgebung ~ liegen, 

d.h.  die Faser H der Faserlungebung .o w~re in dem gefaserten Vollring 

nullhomotop, was nicht der Fall ist. 

b) Es gibt mindestens eine Ausnahmefaser. Durch Ausbohren einer a-fachen 

Ausnahmefaser erh~lt man einen berandeten Raum I'~, dessen Zerlegungsfl~iche f 

das gelochte Kreisinnere ist. Die Homologiegruppe yon 1," ist die freie Gruppe 

yon einer Erzeugenden; die Erzeugende ist der Meridiankreis M des Bohrkernes, 

der sich in den a-real durchlaufenen Lochrand 1 yon jr abbildet, a ~ 2. Durch 

die Abbitdung yon ~' auf f ist eine homomorphe Abbildung '~ der Homologie- 

gruppe yon F auf die yon jr hergestellt. Dabei geht das erzeugende Element 

M der Homologiegruppe yon /J' in ein erzeugendes Element der ftomologiegruppe 

von 9~ and da die Homologiegruppe yon jr ebenfalls die freie Gruppe yon einer 

Erzeugenden ist, gerade in +__ l fiber, w~hrend wir doch sahen, dass sich M in 

al abbildet m i t a  > I. Damit ist auch im Falle b ein Widerspruch hergeleitet. 

Aus Satz I8 folgt nebenbei bemerkt, dass sich der euldidische Raum 

�9 nicht in dem hier benutzten Sinne fasern l~sst. Projizieren wir wie in w 3 eine 

der Faserungen der Hypersph~re stereographisch in den euklidischen ~quator- 

bildraum, so wird dieser zwar mit Kurven ausgefiillt, die einer Faserung sehr 

nahe kommen. Nur e ine  Kurve, die z-Achse, erfiillt die Bedingung der Ge- 

schlossenheit nicht. 

Satz I8 ermSglicht nun den Beweis des folgenden Satzes. 

'-'~ V e r g l .  S. 2 o i .  
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Satz 19: Ist iu einen gefaserten Raum F eine Faser H oder ein endliches 

Vielfaches der Faser nullhomotop, so ist 1 / geschlosse+~ und die Fuudamentalgruppe 

ist endlich. 

Bewei s :  Die universelie ~berlagerungsmunnigfaltigkeit yon F i s t  n a c h w  9 

Nr. 6 ein gefaserter Raum _F, der wegen seines einfachen Zusammenhanges nach 

dem vorigen Satze geschlossen (und nach Satz I I daher sogar die Hypersph~re) 

ist. Die Ordnung der Fundamentalgruppe yon F i s t  dann gleich dgr Anzahl  

der Punkte yon /~, die fiber einem Punk~ yon F liegen. Das sind endlich viele, 

da sie andernfalls wegen der Geschlossenheit von/~  einen HKufungspunkt h~itten. 

Die gefaserten RKume endlicher Fundamentalgruppe sind in Satz 9 S. 

203 aufgezi~hlt worden. Unter ihnen bestimmen wir je~zt diejenigen, in denen 

jede gewShnliche Faser H nullhomotop ist, indem wir sie einzeln durchmustern. 

Beginnen wir mit den gefaserten R/iumen, deren Zerlegungsfl~che die Kugel 

ist und die r ~  3 Ansnahmefasern enthalten! Ihre Fundamentalgruppe hat nach 

S. 2o~ die Rela~ionen 

qo H ~ = Q~' H ~ ,  = Q:::.H~.~ - .  Q'~: H~:  = Qo Q~ Q: Q~ = 

Qj H Q/1-~ H ( j = o ,  I, 2, 3). 
(i) 

a~, a2, % sind eines der platonischen Wertetripel. Eliminiert man Qo und nimmt 

man die Zusatzrelation H~---I hinzu, so erhiilt man eine Quotientengruppe der 

gegebenen Fundamentalgruppe (I) mit den Relationen 

worin 61, 6.~, 6~, 6~----o oder = I iSt,  je nachdem bez. ill, fl~, f13, b gerade oder un- 

gerade ist. Durch Einfiihrung neuer Erzeugender kann man stets erreichen, dass 

6j=&~:=6a--I, 6 ~ o  wird. In  den platonischen Tripeln al, c~.2, cc~ ist n~mlich 

stets einer der Exponenten, sagen wir . % : z .  Dann ist f l~ :  i wegen der 

Normierungsbedingung o < fli < as, also yon vornherein 6.~= I. Ist  aber z.B. cq 

ungerade, ist also fl~ mSglieherweise gerade und dann 6~-~o, so fiihre man die 

neue Erzeugende Q'I durch die Gleiehung (2~= Q'I/7/ein. Die Relation ( ~ , / t ~ , : I  

geht dadurch fiber in Q'~H~,+6,:I,  und hierin ist % + 6 1 = a  1 ungerade, also 

t/~'+~'~-J~/. Wir diirfen daher annehmen, dass n5tigenfalls nach Ausffihrung 

solcher Transformationen die Exponenten 6~, 6~, 6~ in (2) den Wert  I haben. 

64 hat dann durch diese Transformationen mSglicherweise einen neuen Wert  
2 9 -  32511. Acta mathematica. 60. Imprim6 le 20 ddcembre 1932. 
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erhalten. Ist  er ~ I, so wird die neue Erzeugende Q',2 durch die Gleichung 

Q2:Q'~/~ eingefiihrt. Dadurch wird 6~ zu o, w~ihrend sich wegen a2=2 an den 

iibrigen Relationen nichts ~indert. Man hat also das Relationensystem erreicht: 

Q ' ? ' : Q ' ~ : Q ' ~ " : # ,  Q ' , Q ' 2 Q ' 3 : ~ ,  H ~ : ~ .  (3) 

Die Gruppen, die diese Relationen definieren, sind fiir die nach Satz 9 allein in 

Betracht 'kommenden platonischen Wertetripel die bin~iren platonischen Gruppen, 

die man in Math. Ann. Io4 S. 26 aufgez~ihlt findet. Dort ist gezeigt, dass das 

Element f /  die Ordnung 2 hat. Also hat  auch H nicht die Ordnung I und ist 

daher nicht nullhomotop. 

Wit  gehen zu dem Falle fiber, dass die Zerlegungsfl~che die projektive 

Ebene, also r ~ I  oder r = o  ist. Wenn r : I  ist, so lauten die Relationen der 

Fundamentalgruppe nach S. 2o~ (3) und (4) 

A H A - ~  H :  I, Qo Q~ = A ~', Qi H ~.i ~ - H,  ( j~-o ,  1) 
(4) 

Qo Hb ~ Q~' H~, ~- I . 

Eliminiert man Q0 und nimmt man die Zusatzrelation H ~ = I  hinzu, so lauten 

die Relationen der dadurch abgeschiedenen Quotientengruppe 

Eliminiert man hieraus (~1, so bleibt die Abelsche Gruppe i i b r i g : / ~ =  I, ~2 ~1/4~3~_~ I. 

(li, &,, 63 haben den Wert o oder I. In dieser Abelschen Gruppe hat  /I ,  ob nun 

6a=o oder = i  ist, nicht die Ordnung I, also ist auch in der urspriinglichen 

Gruppe H nicht das Einselement, also die Faser nicht nullhomotop. Gleiches 

ergibt sich, wenn r--~o ist, also Ausnahmefasern fehlen. In diesem Falle hat  

man n~mlich nur in den vorstehenden Relationen a l : I  zu setzen; auch dann 

ist noch / t  ~ I. 

Es bleibt noch der Fall iibrig, dass die Zerlegungsfl~iche die Kugel ist und 

hSchstens zwei Ausnahmefasern auftreten. Die Zerlegungsfliiche kann man dann 

in zwei Halbkugeln zerschneiden derart, dass die beiden etwa vorhandenen Aus- 

nahmepunkte in verschiedenen I=Ialbkugeln liegen. Dem entspricht eine Zer- 

schneidung des gefaserten Raumes in zwei gefaserte Vollringe Vlund V2. Dutch 

Aufeinanderkleben zweier Vollringe entsteht nun immer ein Linsenraum oder das 



Topologie dreidimensionaler gefaserter R~iume. 227 

topologische Produkt aus Kugelfl~che und Kreislinie. Im topologischen Produkt 

ist H nicht nullhomotop nach Satz I9, weil die Fundamentalgruppe des topo- 

logischen Produktes unendliche Ordnung hat. Zu jedem Linsenraum dagegen 

lassen sich unendlich viele verschiedene Faserungen angebe~, in denen jede ge- 

wShnliche Faser H nullhomotop ist. Ein Linsenraum ist vollkommen bestimmt, 

wenn man weiss, wie sich der Meridiankreis 3/o des Vollringes V o auf der Ober- 

fl~che H~ des Vollringes V 1 abbitdet. Sind also 3I  1 und B~ der Meridiankreis 

und ein Breitenkreis yon //1, so ist der Linsenraum durch die ttomologie 

M~ ~pB1 + q3[ 1 (auf //1), (5) 

also durch die teilerfremden Zahlen p, q bestimmt. Dabei ist p ~ o, da fiir p : o  

313 ~ _+_ M 1 wiirde. Durch Aufeinanderkleben yon ]~ und V2 erhielte man dann 

das topologische Produkt aus Kreis und Kugel und keinen Linsenraum. Man 

fasere nun den Vollring V 1 so, .dass fiir die Faser H die Homologie besteht 

H -  ~).B 1 + 3C-~[1, (6) 

wobei nur x ~ q und teilerfremd zu p gewRhlt sei. ~ kann man nunmehr als 

einen gefaserten berandeten Ramn auffassen, der dureh den Versehlussring Ve 

gesehlossen wird, wodurch naeh ttilfssatz VI S. i66 eine Faserung des entste- 

henden Linsenraumes eindeutig festgelegt is~. In ihm ist die Faser H null- 

homotop. Aus (5) nnd (6) folgt n~imlieh H ~  3i~--qM~+x3[~; M1 und ~t[ 2 sind 

aber im Linsenraum nullhomolog. 

Damit ist das Ergebnis gewonnen: 

Satz 20: Unter allen offenen oder geschlossenen 3lannigfaltigkeiten sind die 

LinsenrSume die einzigen, die l/aserun.qen zulassen, deren gewShnliehe Fasern 

nullhomotop sind. 

Von den einfach zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeiten ist, wie die S~tze 

Ii und I8 besagen, nur die Hypersph~re faserbar. Wenn dagegen die Funda- 

mentalgruppe nicht nur aus dem Element I besteht, so kSnnen wir jetz~ die 

Faserbarkeitsbedingung angeben: 

Satz 21: Eine notwendig e Bedingung fiir die Faserbarkeit einer offenen oder 

geschlossenen Manni.qfaltigkeit, deren ~ndamentalgruppe nicht aus dem Einselement 

allein besteht, ist, dass ein vom Einselement verschiedenes Element vorhanden ist, das 

bei Transformation mit jedem beliebigen Element in sich oder auch in sein l~eziprokes 

iibergeht. 
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Entweder niinflich repr:,isentiert jede gewShnliehe Faser H eines gefaserten 

Raumes mit vom Einselement versehiedener Fundamentalgruppe das Einselement 

der FundamentMgruppe. Dann liegt eine Faserung eines Linsenraumes vor, und 

die Fundamentalgruppe ist zyklisch, erfiillt also die Bedingung des Satzes. Oder 

die gewShnliche Faser repriisentiert ein vom Einselement verschiedenes Element H. 

Dann muss, wie wit zu Anfang des Paragraphen sahen, H ein Element der 

Fundamentalgruppe yon der geforderten Eigenschaft sein. 

Auf Grund dieses Satzes kann man unendlich viele, auch geschlossene Man- 

nigfaltigkeiten angeben, die sich nicht fasern lassen. Es sind die topologisehen 

Summen zweier Mannigfaltigkeiten. Die topologische Summe zweier Mannig- 

faltigkeiten R., und R~ erhiilt man, indem man aus jeder der Mannigfaltigkeiten 

ein Elementarraumstiick entfernt und die beiden berandenden Kugelfliichen auf- 

einander klebt, was auf zwei versehiedene Arten m5glieh ist. Sind ? I u n d  ~ 

die Fundamentalgruppen yon R~4 und BB, so ist die FundamentMgruppe der 

Summe das freie Produkt yon ?l und ~.30 Das freie Produkt zweier Gruppen 

ist so erkliirt'~: Element ist ein beliebiges Produkt von endlich vielen Elementen 

yon ~.I und ~, die Faktorelemente des Elementes heissen. Jedes solche yore Eins- 

element versehiedene Element liisst sich auf eine Normalform bringen, in der 

yore Einselement verschiedene Elemente yon 9I und ~ miteinander abwechseln. 

Zwei Elemente des freien Produktes stimmen dann und nut  dann iiberein, wenn 

ihre NormMformen Glied fiir Glied iibereinstimmen. Es ist z.B. nur dann 

wenn einzeln 

Ai, Bj, Ai..,Bj~. AirBj , .= 4_' B'  A' B' A'. ' �9 �9 - i~ j ~  ~ i .  j z  . . . Z r  B Jr' 

A i ,  - -  A'i~, B j ,  = B ' z ,  . . .  B j r  = B ' j r  

ist. - -  Die Multiplikation der Elemente erfolgt durch Aneinanderreihen der Fak- 

t0ren der zu multiplizierenden Elemente. Nun benutzen wir den 

Hilfssatz VIII:  Das fi'eie Produkt zweier nicht allein aus dem Einselement 

bestehender G~'uppen ~ und ~ hat dan~ und nut  dann ein vom Einselement ver- 

schiedenes Element H, das bei Transformatio~, mit jedem Element in sich oder auch 

in sein Reziprokes iibergeht, wem~ die Gruppen 9I und ~ beide die Ordnung 2 haben. 

~0 Der Beweis  fiir diese B e h a u p t u n g  f indet  s ich in der au f  S. 20o ange f i ih r t en  Arbe i t  

S. 36. 

~1 Vgl.  O. Sehreier ,  Die U n t e r g r u p p e n  der  freien Gruppen .  Abh.  a. d. Math .  Sere, Ham-  
burg ,  V (I927) , S. 16I. 
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Beweis: H kann nicht Element yon OX sein, da ein Element yon 9X bei Trans- 
formation mit einem Element :4- i yon ~ nicht wieder ein Element von ~[ liefert. Ebenso- 
wenig ist H Element yon 9~. Ein nicht in ~ enthaltenes Element H des freien 
Produktes ist mit einem Element A yon ~ nur vertauschbar, w e n n  A = ~  ist, well 
andernfalls A H A  -1 nicht dieselbe Normalform wie H hat. Daher muss A H A - L ~ - H  -~ 
sein. Ist A ' ( ~  ~) ebenfalls ein Element yon 9~, so ist auch A ' H A ' - ~ = H  -~, also 
A'A H A - ~ A  ' ~ : H ,  daher A'A~-~. Jedes Element A' ( ~  ~) yon ~ ist daher = A  -~, 
insbesondere auch das Element A. Das besagt aber, dass 9~ die Ordnung 2 hat. 
Gleiches gilt yon ~.  

h u s  S~tz z~ folgt  je tz t  unmit te lbur  

Satz 22: Die topologische Summe zweier dreidime~sioualer 3lannigfaltigkeiten 

15sst sich ~icht fasern, ausgenommen wenn beide Maunigfaltigkeiten ei~e. Funda- 

mentalgruppe der Ordnung 2 oder auch i 

haben. 

Dass im Ausn~hmef~lle die Summe 

sieh under Umst~nden f~sern l~ss~, da- 

fiir ist ein Beispiel die Summe zweier 

projekt iver  R~ume. Der  projek~ive R~um K2 

entsteht,  wenn man auf der Randkugel-  

fl~iche einer Vollkugel Di~metr~lpunkte  F]" 

identifiziert. Die Summe zweier projek- 

river R~ume erh~lt mun, wenn man uuf 

den beiden R~ndkugelfl~chen K~ und K~ 

einer  Hohlkugel  (in Fig. 15 im Schni t t  
Fig. 15. 

gezeichne~) Diamet ra lpunkte  identifiziert. 

D~s ist deshulb der Fall, weft die Hohlkuge l  durch eine konzentr ische Kugel- 

fl~che (ira Schni t t  ges~richelt) in zwei gelochte projekt ive l ~ u m e  zerschni t ten wird. 

Die Fusern bestehen aus den Rudien, die die Hohlkuge l  durchziehen,  und zwur 

setzen sich immer  zwei diametr~le Stiicke dieser Radien zu einer Faser  zusam- 

men. Die Invar iunten  tier Faserung sind, du die Zerlegungsfl~che die projekt ive 

Ebene und der Raum uls Summe zweier or ient ierburer  R~iume or ient ierbar  ist, 

(On; I IO); d~ss in der Tut  b ~ o  ist,  folgt  z .B.  dur~us, dass der Ruum eine 

f~ser~reue Selbstubbildung mit  Umkehrung  der Or ient ierung zul~sst, n~mlich die 

Spiegelung u n d e r  mit t leren (gestrichelten) Kugelfliiche. Es is~ duher  nuch S~tz 6 

( 0 , ; I  [b)=(0~t;  i ]--b), also b = - - b ,  
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Das einfachste Beispiel eines nicht faserbaren Raumes ist die Summe aus 

zwei topologischen Produkten aus Kreis und Kugel, die man aus einer vierfach 

gelochten Hypersph~ire durch paarweise Zuordnung der Randkugelfl~ichen (nach 

der ersten Art) erhiilt. 

Wir haben folgende M5glichkeiten der Faserbarkeit yon R~iumen kennen 

gelernt: I.) Der Raum ist iiberhaupt nicht faserbar (Summe zweier Produkte aus 

Kreis und Kugel). 2.) Er l~isst sich auf eine einzige Weise fasern (Poinear6sche 

R~iume). 3-) Er gestattet unendlich viele verschiedene Faserungen (Hypersph~ire). 

Im letzteren Beispiel ist fiir alle die verschiedenen Faserungen die Zerlegungs- 

fl~che die gleiche, n~imlich die Kugel. Wir wollen noch ein Beispiel eines Rau- 

H 

Fig. 16. 

mes geben, der zwei Faserungen mit verschiede- 

ner ZerlegungsflSche zul~isst. Es ist das der 

Quaternionenraum, dessen Fundamentalgruppe die 

Quaternionengruppe ist. Er entsteht aus einem 

Wiirfel, indem man je zwei gegeniiberliegende 

Seitenfl~ichen um gegeneinander verschraubt 
2 

einander zuordnet. 

Da die Quaternionengruppe, die yon den 

Elementen • I, + i ,  +_j, + k gebildet wird, ein 

Element, niimlich - - I  hat, das mit allen ver- 

tausehbar ist und ein zweites, z.B. i, das bei 

Transformation mit +_ I und +_ i in sich, bei 

Transformation mit +.]', + k i n - - i  fibergeht, 

so wird man vermuten kgnnen, dass sich der Raum dementsprechend auf zwei 

verschiedene Weisen fasern l~isst. Dies ist wirklich der Fall. Um die Faserungen 

bequemer darstellen zu kSnnen, deformieren wir den Wiirfel, zu dem der Qua- 

ternionenraum aufgeschnitten ist, in einen Zylinder, in dem Grund- und Dach- 

fl~iche, um - verschraubt (etwa verm5ge einer R e c h t s s c h r a u b u n g )  einander zu- 
2 

geordnet sind, w~ihrend der Mantel des Zylinders durch vier Mantellinien in vier 

Seitenfl~ichen zerlegt wird, yon denen je zwei gegeniiberliegende, ebenfalls um 
Eg 
-- vermSge einer Rechtsschraubung gegeneinander verschraubt, zugeordnet sind 
2 

(Fig. I6). Bei der Zuordnung werden die Seitenfl~chen deformiert, sodass eine 

Mantellinie in einen Viertelkreis der Grund bezw. Dachfl~iche iibergeht. Denkt 
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Dass die beiden Zerlegungsfl[chen wirklich ver- 

schieden sind, sieht man daran, dass im ersten 

Falle sich die Fasern gleichm~ssig orieutieren lassen, 

was im zweiten Falle nicht mSglich ist. Nach Satz 9 

ist also die Zerlegungsil~ehe der ersten Faserung 

die Kugel, die der zweiten die projektive Ebene. 

Das kann man auch direkt best~itigen. Im ersten 

Falle kann man als Zerlegungsfl~che einen Halb- 

kreis der Grundfliiche ansehen, in welchem die be- 

grenzenden Radien und Vier~elkreise einander zu- 

geordnet sind. Im andern Falle ist es die ganze 

Grundfl~che, in der Diametralpunkte des Randes 

zu identifizieren sind. 

man sich die Grundfl~che des Zylinders durch eine stetige Linksschraubung 

um den Gesamtwinkel z in die Dachfl~che iibergefiihrt, so beschreibt jeder Punk~ 
2 

der Grundfl~'che eine Schraubenlinie, insbesondere der Mittelpunkt der Grund- 

fl~che die Zylinderachse. Diese Schraubenlinien bilden die erste Faserung des 

Quaternionenraums. Es gibt drei zweifache Ausnahmefasern, die eine ist die 

Achse, die beiden anderen sind die Diagonalen der paarweise zugeordneten Sei- 

tenfl~chen. 

Die zweite Faserung geht aus dieser ersten durch Spiegelung an einer durch 

die Achse gehenden Ebene hervor, wird also von Rechtsschraubenlinien gebil- 

def. Ausnahmefasern ~refien nicht auf (Fig. I7). 
II 

5 2 

I I 

2 4 

_ 

I 
Fig. 17- 

A n h a n g:  Verzweigte Uberlagerungem 

i. Definition der verzweigten ~berlagerung.  

Zwei euklidische Kugeln E und E vom Radius I seien auf Polarkoordina- 

ten bezogen: ~ geographische L~nge, ~ PolhShe und Q Radius sind die Koordi- 

naten von E, 

7g 
o _ _ < ~ < 2 ~ ,  ---__<~__< + - ,  

2 2 

die Koordinaten Wir und durch Cirkumflexe mSgen 

o = < Q ~ l ,  

yon E bezeichnet sein. 
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nennen ~' eine p-fache verzweigte ~.berlagerung yon E, wenn E und /~ dutch 

folgende Abbildungsfunktionen auf einander bezogen sind: 

Den Durchmesser zwischen Siidpol und Nordpol bezeichnen wir in E sowohl wie 

in J~ als Verzweigungsachse. Sind K und /~ hom5omorphe Bilder yon E und 

E, so ist K auf dem Umwege fiber /~' und E auf K eindeutig und stetig abge- 

bildet. Wir nennen dann auch /~ eine p-fache verzweigte iJ~berlagerung yon K 

und die Linien in K bezw. /~, die bei der topologischen Abbildung auf E bezw. 

in die Verzweigungsachsen yon E und ~: fibergehen, heissen die Verzwei- 

gungsachsen yon K bezw. K. Ist  ]~7 auf K topologisch abgebildet, so sprechen 

wir auch yon einer unverzweigte~ [~berlagerung von K durch /~. 

In einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M m5gen endlich viele ge- 

schlossene Kurven k~ , . . .k~  liegen, die wir Knoten nennen und die folgende 

Eigenschaft haben: Zu jedem Punkt P eines Knotens k~ gibt es eine Umgebung 

Up in M, die ausser mi~ k; mit keinem anderen Knoten Punkte gemeinsam hut 

und die sich auf das Innere einer euldidischen Vollkugel topologisch so abbilden 

l~sst, dass die Punkte, die ki mit Up gemeinsam hat, einen Durchmesser dieser 

Vollkugel ausmachen. Up heisse dann eine ~wrmale Umgebu~g yon P und das 

Stiick yon ki, das zu Up gehSrt~ der Durchn~esser yon Up. Liegt P nicht auf 

einem Knoten, so verstehen wir unter einer normalen Umgebung jede Umgebung, 

die hom5omorph dem Innern einer Vollkugel ist und mit keinem Knoten Punkte 

gemeinsam hat. Unter einem zul~issigen Wege in M verstehen wir das eindeu- 

tige, stetige Bild einer gerichteten Strecke, von der hSchstens der Endpunkt 

sich in einen Knotenpunkt abbildet. 

Sei j~r eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, die auf M vermSge einer 

eindeutigen und stetigen Abbildung ~[ abgebildet ist. Wir  sagen, der Punkt  

yon ~/ liegt fiber dem Punkt  P yon M und P ist der Spurpunkt yon -P, wenn 

durch 9~ in /) fibergeht. Ein zul~issiger Weg in ~I  ist ein Weg, der sich 

durch 9X in einen zul~issigen Weg von M abbildet. _M7 heisst eine verzweigte 

(~berlagerung yon M mit den Verzweigungslinien X:l, . . .  k~, wenn Folgendes zu- 

trifft (vgl. auch S. I94): 

I. (~ber jedem Punkt  P yon M liegt mindestens ein Punkt  -P yon SI. 

II. Sind P~, P~ . . . .  die sihntlichen tiber P liegenden Punkte, so gibt es 

eine normale Umgebung Up in M uud Umgebungen U~,, U~, . . .  in ~1i, die alle 
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fiber Up liegenden Punkte erschSpfen und noch folgende Eigenschaft haben: 

a) Ist P Knotenpunkt, so wird Up yon U~ verzweigt oder unverzweigt fiberlagert, 

wobei der Durchmesser yon U2 Yerzweigungslinie wird. b) Ist P kein Knoten- 

Punkt, so ist die Abbildung ~1 yon U%~ auf U2 topologisch. 

Neben M betrachten wir die offene Teilmannigfaltigkeit N, die aus M durch 

Fortlassen aller Knotenpunkte hervorgeht, neben M die Teilmannigfaltigkeit _N 

yon M, aus der alle sich in Knotenpunkte abbildenden Punkte entfernt sind. 

Dann gelten die folgenden S~tze, die wir ohne Beweis anfiihren: 

I. _h T wird unverzweigt yon N fiberlagert (w 9). 

2. Ist  P=l?(t) ,  o ~ t ~ I, ein zul~ssiger Weg in M, der von einem Punkt  

P(o) nach einem Punkt P(I)  fiihrt, und ist P(o) ein fiber P(o) liegender Punkt, 

so gibt es genau einen von 15(o) auslaufenden Weg /5 (t) in M der Art, dass 

P(t) fiber P(t) liegt. 

3. Ist ~ ein geschlossener Weg yon N und ist der entsprechende Weg 

yon N in einen Punkt  deformierbar, so ist auch ~ in N in einen Punkt  de- 

formierbar. 

4. Liegen fiber e inem Punkt  von N genau n Punkte, so liegen fiber 

j e d e m  Punkt yon N genau n Punkte (n-bl~ttrige Uberlagerung). 

2 Die Untergruppe ~ der Fundamentalgruppe ~. 

sei die Fundamentalgruppe yon N, ~ die yon N. W~hlt man den An- 

fangspunkt () fiir die geschlossenen Wege in 2~ fiber dem Anfangspunkt 0 der 

geschlossenen Wege in N, so bildet sich eine Klasse ineinander deformierbarer 

Wege yon 2~ in eine ebensolche Klasse yon ~ ab. ~ wird damit isomorph 

auf eine Untergruppe ~ yon ~ bezogen. ,~ wird die zur gegebenen Uberlagerung 

gehSrige Untergruppe yon ~ genannt. Freilich ist dabei zu bedenken, dass ,~J 

noch yon der Auswahl des fiber 0 gelegenen Anfangspunktes () abh~ngt; diesen 

denken wir uns ein ffir allemal festgewiihlt. (Ubergang zu einem anderen der 

fiber 0 liegenden Punkte wfirde ~bergang yon ~ zu einer ~hnlichen (konjugier- 

ten) Untergrnppe yon ~ bedeuten.) Ein. gesehlossener, yon 0 ausgehender Weg 

in N gehSrt dann und nur dann zu ~, wenn der darfiber liegende, vom Punkt 

() ausgehende Weg in N geschlossen ist. Zerlegt man ~ in die Restklassen 

nach ~, 
+ . . ,  

30--32511. Acta mathematica. 60. Imprim~ le 21 d~cembre 1932. 
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so lassen sieh diese Restklassen umkehrbar  eindeutig den fiber 0 liegenden Punk- 

ten folgendermassen zuordnen: Man w~ihle einen Weg w aus der Restklasse ~J ~'~ 

BUS und konstruiere den darfiber liegenden yon () ausgehenden Weg ~. Sein 

Endpunkt  ist der der Restklasse ~ Fi entsprechende Punkt .  Die Zuordnung ist 

offenbar unabhSngig von der Auswahl des Grundweges w innerhalb der Rest- 

klasse g)F:. Ist  insbesondere die ()berlagerung yon N dutch ~ endlichbliittrig, 

so ist die Bl~itterzahl hiernach gleich dem Index yon ~ in ~. 

3. Eindeutige Bestimmheit yon 3~I dutch ~.  

Es ist fiir die folgende Betrachtung zweckm~issig, sich auf ein bestimmtes 

Umgebungensystem des ~berlagerungsraumes zu beschriinken. Im Uberlagerungs- 

raum gibt es zu .~edem Punkt  eine Kugelumgebung, die eine normale Umge- 

bung des Grundraumes verzweigt oder unverzweigt fiberlagert. Als Umgebungen 

eines Punktes 15 im 1Eberlagerungsraum betrachten wir nun nur alle zu einer 

solchen Kugel konzentrischen (kleineren) Kugeln, dereu jede ebenfalls eine nor- 

male Umgebung des Spurpunktes P verzweigt oder unverzweigt iiberlagert. Diese 

konzentrischen Kugeln, gebildet fiir alle Punkte  des Uberlagerungsraumes, maehen 

ein Umgebungensystem aus, das dem Umgebungensystem aller offenen Mengen 

des Uberlagerungsraumes iiquivalent ist. 
Si,~d ~1I 1 uml ~]I2 zwei re,zweigte ~'~berlage,'u,~ge~ yon 111, zu de~e,~ dieselbe 

U~tergruppe ~) vo~z ~ geh6rt, so sind sie komb'o~wrph, genauer lasse,~ sie sich so 

topologisch a~fei~a~der (lbbilden, dass e~tspreckende Pto~kte de~ gleichen Spurpunkt 

i~2 M habe,z. Der Bildpunkt /52 eines Punktes P1 yon 2~I 1 wird in M~ dadurch 
erhalten, dass man /5  auf irgend einem zuliissigen Wege ~i mit  ()x verbindet 

und fiber dem Spurwege a v o n  "1 in M den yon (),, ausgehenden Uberlagerungs- 

weg in M~ zieht; sein Endpunkt  ist /3. Der Punkt  /~ ist durch /51 eindeutig 

bestimmt und h~ngt nicht v o n d e r  Wahl  des Verbindungsweges ~l ab. Liegt 

n iml ieh  151 nicht fiber einem Knotenpunkt ,  und ist bl ein zweiter Verbindungs- 

weg yon B~ mit 01, so ist der Weg 51bv I in Zlll geschlossen, sein Spurweg in 

M i s t  also in der Untergruppe ~ yon ~ enthalten, und da zu :~/2 dieselbe Un- 

tergruppe gehSrt, ist auch der Uberlagerungsweg ~,~7i  im l~re gesehlossen; man 

gelangt also yon ().~ auf (7.~ zum selben Endpunkt  wie auf b~. Liegt aber ]5 

fiber einem Knotenpunkt ,  so deformiert man den Weg 5~ b ~  innerh~lb einer be- 

liebig kleinen Kugelumgebung ~'~ yon ~o in einen zul~issigen Weg und zwar 

folgendermassen: Man w~ihlt auf 5i kurz vor P1 einen Punkt  A1, sodass die 
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Strecke A l P  1 auf (~1 ganz zu U1 gehSrt, ebenso auf bl einen Punkt  B1 kurz 

vor ]B~ und verbinde~ A1 m i t / ~  durch einen Weg ~,, der ganz innerhalb L?I verl~iuft 

und die Punkte der Verzweigungsachse der Kugelumgebung vermeidet. Die entspre- 

chende Abl6sung kann man im Grundraum M vornehmen. Die Kugelumgebung 

~fi bildet sich in eine normale Umgebung ab, die Punkte A1 und /~i in zwei 

auf a und b kurz vor P gelegene Punkte, und der abgelSste Spurweg gehSrt als 

Bild eines zul~ssigen geschlossenen Weges in _~i~ zu ~ Da man die Umgebung 

U~ beliebig klein wi~hlen kann, so liisst sich also der Weg a b  - ~  innerhalb jeder 

beliebig kleinen normalen Umgebung yon P in einen Weg yon Q ablSsen. An- 

genommen, 5e und /~ ffihren von 5e zu verschiedenen Endpunkten /?~, und Q,z, 

so kann man zwei punktfremde Kugelumgebungen /~ und V,~ yon /5  und (~2 

angeben. Die entsprechenden normMen Bildumgebungen U und V yon P in M 

haben eine Umgebung W gemeinsam, innerhalb deren man die AblSsung des 

Weges a b  - i  vornimmt. (Jbertr~g~ man nun den Weg a yon 0 bis A in den 

t3berlagerungsraum -~/2, so erh~lt man einen Weg, der yon 0 2 naeh einem Punkt  

A~ fiihr~. L~uft man yon A welter auf v nach B ,  so gelang~ man in 37/~ nach 

einem Punkt  /~, der zu [7,, gehSr~. L~uft man anderseits yon 0 auf b nach B, 

so fiihrt der dariiberliegende Weg in 1~/~ yon ()~ naeb einem Punk~ yon F-2. 

Dieser  Punkt  muss aber, da der abgel5ste Weg a b  - ~  zu ~ gehSrt, mit B~ iiber- 

einstimmen. Es kSnnen also die Umgebungen ~'T und V~ nich~ punktfremd 

sein, und daher muss (~ mit /5 2 zusammenfallen. 

Damit ist gezeig~, dass die konstruierte Abbildung yon -~I i auf 2~ umkehr- 

bur eindeutig ist. Um zu zeigen, dass sie topologisch ist, muss man zu einer 

vorgegebenen Umgebung U1 von -Pl eine Umgebung /~ des Bildpunktes _Pc an- 

geben, die bei der eineindeutigen Abbildung in eine Teilmenge yon U~ fibergeht. 

Ist  U1 die normale Umgebung yon P in 3/, die yon L~ verzweigt oder unver- 

zweigt iiberlagerb wird und a ein Weg yon 0 nach P, dem in -/~1 ein Weg yon 

()1 nach /5  entspricht, so ffihrt jeder Weg y o n  0 nach einem Punkt  P '  yon / f ,  

der m i t a  bis zu einem Punk~ A kurz vor P iibereinstimmt und dann ganz in 

U] bleibL in 3~[~ yon 61 nach einem Punkt~ yon /;~. Man w~i, hle n u n  als /)~ 

eine Kugelumgebung, die sieh in eine normale Teilumo'ebnng U~ yon /~ abbil- 

def. Der fiber a liegende in ()~ beginnende Weg ~.~ ffihrt nach P~, nnd man 

kann ]eden Punkt  fi~' yon /~ erreichen auf einem Wege, der mit ~ bis kurz 

vor /5  fibereins~imm~ und dann ganz in L~ verl~uft. Im Grundraum gehSrt 

dieser Weg zu den zuvor erw~ihnten Wegen yon 0 nach einem Punkt P'. I h m  

entspricht d~her in 3I  i ein Weg yon 01 nach einem Punkt  yon /ft. Die Ab- 
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bildung yon ~i~ auf ~I 1 ist also stetig, und da man dieselbe (Jberlegung in 

Richtung yon ~I 1 auf ~/.., vornehmen kann, ist sie topologisch. 

Hiermit ist die eindeutige Bestimmtheit der ~ber lagerung ~I von M durch 

die Unter~o-zuppe ~ bewiesen. Die E x i s t e n z  einer (~berlagerung ~I, zu der 

eine vorgegebene Untergruppe .~ yon endlichem Index gehSrt, l~sst sich ebenso 

nachweisen. Wir unterdrficken den Beweis, da wir im Text yon den 0ber- 

lagerungsmannigf~ltigkeiten ausgehen. 

4- Reguliire Uberlagerungen. 

Eine Deckbeweg~g yon .ll ist eine topologische Selbstabbildung, bei der 

jeder Punkt  /5 fiber seinem Spurpunk~ P liegen bleibt. Sind I, 2 . . . .  die fiber 

0 liegenden Punkte (() mSge mit I zusammenfallen), so ist eine Decktransforma- 

tion D vollkommen bestimmt, wenn man weiss, in welchen Punkt  i s i e  den 

Punkt I iiberffihrt. Ist  n~imlich P ein beliebiger Punkt yon ~I, so verbinde man 

ihn mit I durch einen zul~issigen Weg ~'1. 'wl geht bei der Deckbewegung in 

einen yon i ausgehenden Weg 'lvi fiber, der fiber dem gleichen Weg w yon M 

liegt wie wl. Dann ist aber wi eindeutig durch seinen Anfangspunkt i und w 

bestimmt. Der Bildpunkt von /5 ist also der eindeutig bestimmte Endpunkt von 

wi. Die Gesamtheit der Deckbewegungen, die ~I zul~isst, bildet offenbar eine 

Gruppe, die Deckbewegungsgruppe. Gibt es nach Auswahl eines beliebigen Punktes 

i immer (genau) eine Deckbewegung, die den Punkt  I in i fiberffihrt, so heisst 

die (~berlagerung regula'r. 

Ist  M regul~ire (~berlagerung yon M, so ist die zu .lI gehSrige Untergruppe 

invariant in ~ enthalten. Ist n~imlich w ein Weg aus ~J, t ein beliebiger Weg 

aus ~, so ist der fiber t w t  -1 liegende im Punk~.e I begonnene Weg in ~I ge- 

schlossen. Man durchl~iuft zun~ichst in I beginnend den fiber t liegenden Weg 

bis zum Punkt  i, dann den fiber w liegenden Weg uSi, der nach i zurfickffihrt, 

da ~ aus dem fiber w liegenden, von I ausgehenden geschlossenen Wege wl 

durch eine Deckbewegung hervorgeht, schliesslich l~iuft man von i auf dem Wege 

~-1 nach I zurfick, t w t  -1 ist also wieder ein Weg aus ~, d.h. ~ ist invariante 

Untergruppe yon ~. 

Die Deckbewegungsgruppe "~ ist i-isomorph zur Quotie~tengruppe ~/~. Wit  

haben gesehen, dass die Restklassen der Zerlegung ~ ~ ~ + ~F~  + ~/~'~ + -.. 

umkehrbar eindeutig den Punkten I, 2 , . . .  entsprechen: i~---~ ~F i .  Anderseits 

�9 gehSrt zu i die Deckbewegung Di, die I in i fiberffihrt, sodass man eine Zuordnung 
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hat. Sind nun w~, wj Wege aus ~ F~ bezw. ~ Fj, so fiihren die in I beginnen- 

den Wege wi, ~ej naeh i bezw. j ;  der fiber w~u,j liegende, in I beginnende Weg 

wird also erhalten, wenn man erst wi yon I b i s  i, dann den Weg wji durchl~uft, 

der aus ~j dutch die Deckbewegung Di entsteh~. Der Endpunkt yon wi w~'~" ist also 

derselbe Punkt x, in den I fibergeht, wenn man erst Dj und dann Di ausiibt. 

Es is~ also einerseits D,  ~ Di Dj (erst D~., dann D~), anderseits fiihrt der fiber 

wi wj liegende Weg yon ~ nach x, d .h .  w~ wj gehSr~ der Restklasse ~ F~ an, wi wj 

lieg~ abet in der Restklasse ~ F i .  ~ . .  Die Zuordnung (I) ist also isomorph, 

denn sie ordnet dem Produkt D~ Dj ~---D~ das Produkt ~ Fi" ~ Fj ~ ~ F~ zu. 

5- Hilfssatz fiber verzweigte Uberlagerungen der Hypersphiire mit abelscher 

Deckbewegungsgruppe. 

M sei die I-Iypersphi~re mit den Knoten 1~, . . .  k~ und ~[  eine regul~re 

endlichbl~ttrige verzweigte t3berlagerung mit abelscher Deckbewegungsgruppe 

der Ordnung g ~ a 1 . . .  a~. Ist  Ci ein kleiner Kreis, der ]ci gerade einmal um- 

schlingt, so seien die fiber C~ liegenden Wege.von Mgeschlossen. 32 ])ann folgt: 

F i n  Weg (~ von ~I, der iiber einem die Knolen nicht treffenden geschlossenen 

"Wege w von M liegt, ist dann uncl nur dann geschlossen, wenn f i i r  jedes i die 

Verschlinguugszahl ;li von w mit  ki dutch a~ teilbar ist. Da hiernach die zu 2g 

gehSrige Untergruppe ~ yon ~ festliegt, so gibt es nach Nr. 3 nut  e ine  t~ber- 

lagerung 2kr mit der obigen Eigenschaft. 

Beweis: Jeder Weg yon ~ liegt in einer bestimmten Restklasse yon ~ in 5- 

Ein nullhomologer Weg w aus ~ gehSrt immer zu ~. Er ist n~mlich Produkt 

yon Kommutatoren, und jeder Kommutator  yon ~ lieg~ in ~, da ~ / ~  abelsch 

is~. Damit liegen je zwei homologe Wege aus ~ in derselben Restklasse. Nun 

is~ die Homologiegruppe yon N die freie Abelsche Gruppe mit den Erzeugenden 

C1, . . .  C~. Jeder geschlossene Weg w yon N ist also homolog einer linearen 

Kombination ~ 7~ Ci, worin Zi die eindeutig bestimmte Verschlingungszahl yon 
i ~ 1  

w mit ki darstellt (bei richtiger 0rientierung yon k,-). Insbesondere ist tv dann 

und nur dann nullhomolog in N, wenn alle seine Verschlingungszahlen verschwin- 

32 Es genfigt zu verlangen, dass es wenigst.ens einen fiber C~. i liegenden geschlossenen Weg 
gibt, wegen der Regul~rit~t der Uberlagerung sind dann alle anderen ebenfalls geschlossen. 
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den. Wir  k5nnen also sagen: Wege aus ~ mit denselben Verschlingungszahlen 

;/4 liegen in derselben Restklasse yon ~ in 5. Die Wege C~ gehen im allgemei- 

nen noch nicht yon 0 aus und gehSren daher nicht zu ~; deshalb verbinden wir 

0 mit einem Punkt yon Ci durch einen zulfissigen Weg v~ und gewinnen in 

v~ C~ v~ -1 einen Weg ci yon 5, der in N homolog C~ ist und dessen ai-te Potenz 

zu ~ geh5rt, c~.i hat  abet mit ki die Verschlingungszahl ai, mit allen iibrigen 

Kno~en die Verschlingungszahl o. Infolgedessen gehSren alle Wege yon ~, 

deren Verschlingungszahl Zi durch ai teilbar ist (fiir jedes i) zu 9. Zwei Wege 

w und w', deren s~mtliche ~. Verschlingungszahlen kongruent sind: 

z ; -  z /  (rood. a3 ( i = ~ ,  . . .  ~.) 

liegen daher in derselben Restklasse von ,~ in ~. Da es im ganzen a l . . .  as 

inkongruente Systeme yon Verschlingungszuhlen gibt, und ebensoviele Restklas- 

sen, so erfiillen die s~mtlichen Wege yon 5, deren Verschlingungszahlen mit den 

Knoten /% . . .  kx Stiick fiir Stiick einander kongruent sind, eine Restklasse yon 

~J in ~. Insbesondere besteht ~) selbst aus der Gesamtheit der Wege, deren 

Verschlingungszahlen 7~1, - . .  Z~ durch al, bezw. a~, . . .  bezw. a~ teilbar sind. Der 

Satz ist also richtig fiir die vo.n 0 ausgehenden Wege w. Dann gilt er aber 

auch fiir die iibrigen Wege, denn man kann jeden Weg w aus N ohne Uber- 

schreitung der Knoten in einen durch 0 gehenden Weg deformieren, und dabei 

~,tndert sich weder seine Verschlingungszahl mit ki, noch seine Eigenschaft, Spur- 

weg eines im Uberlagerungsraum geschlossenen Weges zu sein. 


