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n seinem am 29. und 31. August 1911, anlésslich des
I skandinavischen Mathematikerkongresses in Kopenhagen
gehaltenen Vortrag?, der interessante S#tze aus dem Grenz-
gebiet von Funktionentheorie und Algebra entwickelt, kiin-
digte J. L. W. V. Jensen eine Reihe von 5 weiteren Ab-
handlungen tber dasselbe- Gebiet an. Die ersten beiden
sollten den Inhalt seines Vortrages ausfithren und erweitern, .
die letzte sollte seine algebraisch-funktionentheorelischen
Untersuchungen auf die Riemannsche &Funktion anwen-
den. Die angekiindigten 5 Abhandlungen wurden jedoch
nie publiziert. ‘

Es hatte daher ein begreifliches Interesse zu erfahren,
was hieriiber in dem Nachlass von Jensen? sich befindet.
Alle auffindbaren wissenschaftlichen Manuskripte Jensens
wurden von Herrn Professor N. E. Norlund in Verwahrung
genommen, und aufl seine Veranlassung von Herrn Mag.
scient. G. Rasch wihrend des Jahres 19256—26 einer ersten
Durchsicht unterzogen. Ich hatte Gelegenheit die Manu-
skripte wihrend des Monats September 1926 einzusehen.

Die in Verwalirung befindlichen Manuskripte Jensens
sind “sehr umfangreich, enthalten aber haufige Wieder-

! Undersegelser over Ligningernes Theori, Beretning om den anden
skandinaviske Matematikerkongres i Kjebenhavn 1911, 51—865.

In frallzésfschel' Uhersetzung: Recherches sur la théorie des équa-
tions, Acta Mathematica, 36, 1913, 181—195. In den folgenden Fussnoten ‘
wird der Vortrag mit JV zitiert und es werden die Seitenzahlen des
franzésischen Textes angegeben.

® In Fussnoten mit JN zitiert.
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holungen und bestehen nur zu kleinerem Teil aus tiber-
sichtlichen Aufzeichnungen seiner Untersuchungen. Der
grossere Teil besteht aus fragmentarischen Notizen, aus
Rechenblittern mit Formeln ohnen verbindenden Text, aus
isoliert auftretenden Formulierungen von Siitzen, bei denen
es nur selten ersichtlich ist, ob es sich um Bewiesenes oder
Vermutetes handelt, dann aus Ausziigen fremder Arbeiten,
Literaturverzeichnissen, u. s. w. Dies alles in einigen klei-
nen Heften und an einer grossen Anzahl von losen Blat-
tern, so dass in den allermeisten Fillen unmdéglich festzu-
stellen ist, in welcher Reihenfolge und zu welchem Datam
die Aufzeichnungen entstanden’sind.

Wie aus dieser Schilderung hervorgeht, erlaubt der Zu-
stand des Nachlasses nicht, dessen Inhalt mit Sicherheit
festzustellen. Auch verfiigte ich nur tber einen kleinen
Bruchteil der Zeit, die zu einer philologisch genauen Be-
arbeitung noétig gewesen wiire. Daher kénnen meine nach-
folgenden, die Manuskripte betreffenden Ausserungen nicht
auf Sicherheit, sondern nur auf eine gewisse Wahr-
scheinlichkeit Anspruch erheben. Mir persénlich scheint
allerdings der erzielte Wahrscheinlichkeitsgrad ein ziemlich
hoher zu sein.

Der grosste Teil des Nachlasses bezieht sich auf das
Grenzgebiet von Algebra und Funktionentheorie, ferner auf
die {-Funktion, also auf den Inhalt der 5 geplanten, aber
nicht z11513nde§el<ommenen Abhandlungen®. Manche all-

? Auch deren Titel sind gefunden worden:

I. Introduction, Le théoréme de Rolle et ses conséquences.

Il. Conditions pour qu'une fonction entiére de genre fini ait un
nombre fini de racines imaginaires. Théorémes divers.

IIL. Variation des signes et nombre des racines.

IV. Transformations linéaires, invariants et convariants.

V. Sur une classe de fonctions de genre un et en particulier sur
une fonction de Riemann.
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gemein gehaltenen algebraisch-funktionentheoretischen Un-
tersuchungen sind vollstindig verstindlich und erreichen
gut erkennbare Zielpunkte. Jedoch betreffend die Anwen-
dung dieser allgemeinen Resultate auf die Riemannsche
§-Funktion liess sich Nichts finden, was iiber eine blosse
Formulierung der Aufgaben oder iiber die allerersten An-
fange hinausgeht.

Es sollen im folgenden einige Punkte der Jensenschen
Untersuchungen aus dem Grenzgebiet der Algebra und der
Funktionentheorie ndher beleuchtet werden, sowohl auf
Grund des Jensenschen Nachlasses wie auf Grund meiner
eigenen Untersuchungen. Ich werde dabei hiufig auf einige
meiner friheren Publikationen* iiber das Gebiet zu ver-
weisen haben, die sich mit Jensens Untersuchungen in
zahlreichen Punkten kreuzen.

Ich will an dieser Stelle Herrn Mag. scient. G. Rasch
fiir seine Hilfe bei Durchsicht der Manuskripte und fir
seine Mitarbeit bei Auswahl des Stoffes bestens danken.

* G. Pélya 1) Algebraische Untersuchungen iiber ganze Funktionen
vom Geschlechte Null und Eins, Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, 145 (1915) 224—249. — 2) Uber die Nullstellen gewisser
ganzen Funktionen, Mathematische Zeitschrift, 2 (1918) 352—383. —
3) Bemerkung tiber die Integraldarstellung der Riemannschen §&-Funk-
tion, Acta Mathematica, 48 (1926) 305—317. — 4) On the zeros of ecertain
lrigonometric integrals, The Journal of the London Mathematical Society
1 (1926) 98—99. — 5) Uber trigonometrische Integrale mit nur reellen
Nullstellen; erscheint in dem Journal fir die reine und angewandte Ma-

thematik (eingesandt am 26. 6. 1926). — Diese Arbeiten sind im folgen-
den mit Py, Py, ... Py zitiert.

Vgl. ferner G. Pélya und I. Schur, Uber zwei Arten von Faktoren-
folgen in der Theorie der algebraischen Gleichungen, Journal fir die
reine und angewandte Mathematik, 144 (1914) 89—113 (wird mit PSch
zitiert). — G. Pélya und G. Szegd, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Ana-
lysis, Bd. I-—II, Berlin, 1925 (wird mit PSz zitiert).
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Kapitel I.
Uber die Realitit der Nullstellen gewisser trigono-
metrischer Integrale.
Einleitung.
1. Wir betrachten im folgenden reelle ganze Funk-
tionen, d. h. solche, die fiir reelle Werte der Variablen reelle
Werte annehmen. Die Potenzreihe

n Zn

n!

- 2
a1”+.%_{_ +

%7 T gy

+...=F()

stellt dann und nur dann eine reelle ganze Funktion dar,
wenn sie stets konvergiert und die Zahlen ap, a4, a,, ...
sdmtlich reell sind.

Wir werden insbesondere ganze Funktionen von er-
hohtem Genus 1 betrachten. F(z) heisst von erhéhiem

Genus 1, wenn _
F(z)=¢ 7" H(2)

ist, wo H(z) eine ganze transzendente Funlktion vom Ge-
schlecht (= Genus) 0 oder 1 oder ein Polynom ist, und y
eine nichtnegative reelle Konstante bedeutet. Die Klasse
der ganzen Funktionen von erhohtem Genus 1 umfasst
also gewisse spezielle ganze Funktionen vom Geschlecht 2,
alle Funktionen vom Geschlecht 1 und 0 und die Poly-
nome; sie verdient eine besondere Benennung wegen ein-
facher algebraischer Eigenschaften, die wiederholt hervor-
treten werden. (Vgl. Hilfssatz II in Nr. 8).

Dieses Kapitel belasst sich mit Funktionen von der Form:

) F(z) = QSmiIf () cos =t dt.
0
Es wird an folgenden Voraussetzungen festgehalten:

1) @ (f) ist definiert, verschwindet nicht identisch und
nimmt reelle Werte an, wenn ¢ reell und nicht negativ ist.
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2) & () ist unbegrenzt oft differenzierbar.
3) lim 1 log | wW({)| =—e fir n=20,1,2,3,....
i—> 00

Aus 3) folgt (schon allein aus dem Fall n = 0), dass
F(z) eine ganze Funktion ist. Nach 1) ist F(z) eine reelle
ganze Funktion. F(z) ist ersichtlicherweise eine gerade
Funktion. Es folgt aus 1) und 3), dass F(z) kein Poly-
nom ist (vgl. den Schluss von Nr. 7). Es sei hinzugefiigt
die Voraussetzung:

4) F(z) ist von erhéhtem Genus 1.

Die Integraldarstellung der Riemannschen E-Funktion
besitzt, wie wir unter Nr. 3—4 sehen werden, alle hier ge-
forderten Eigenschaften.

2. Jensen bewies in seinem Ofters erwiihnten Vortrag®
den folgenden bemerkenswerten Satz:

Die ganze Funktion F(z) hat dann und nur
dann lauter reelle Nullstellen, wenn das Polynom

(2) (D) = S“’zp (D) (e e= D) zn it =
0
~ szp @ (- i)+ (z—iDm) dt

fiir n = 1, 2, 3, ... nur reelle Nullstellen besitzt.
Jensen kniipft an diesen Satz folgende Bemerkungen:
»Es gelang mir notwendige Bedingungen hierfiir aufzu-
stellen; diese fiihrten durch Anwendung der Resultate mei-
ner anderweitigen Untersuchungen zu hinreichenden, wenn
auch nicht notwendigen Bedingungen, welche gliicklicher-
weise den Fall der ¥-Funktion umfassen. Unterdessen er-
fordert selbst die Verifikation der Bedingungen wegen der
komplizierten Form von @ (#) eine sehr bedeutende Rechen-

5 JV 8. 189.— D bedeutet, wie iblich, das Symbol des Ditferenzie-
rens, und zwar nach der Variablen z.
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arbeit®. Mit dem Vorangehenden habe ich das Riemannsche
Problem vom Transzendenten auf das Algebraische zuriick-
gefiihrt«

Nach Einsicht des Jensenschen Nachlasses und nach
eingehender Uberlegung der Sachlage ist hierzu, scheint
es mir, folgendes zu sagen: )

1) Es konnten in Jensen’s Nachlass einige einfache not-
wendige Bedingungen fiir die Realitit der Nullstellen des
Integrals (1) aufgefunden werden, die im Falle der &-Funk-
tion nachweisbar erfiillt sind. (Vgl. Nr. 6).

2) Es konnten im Nachlass mehrere notwendige und hin-
reichende Bedingungen aufgefunden werden (vgl. Nr. 7—9),
aber ohne Nachweis dafir, dass sie durch die &-Funktion
erfiilllt sind, ja ohne die Andeutung irgendeines zum Nach-
weis fithrenden Weges. Insbesondere sind keine nume-
rischen Rechnungen, die irgendwie diesem Zwecke dienen
konnten, vorhanden. Die Bedingungen sind {ibrigens von
so komplizierter Form, dass durch ihre Aufstellung die
Aufgabe kaum zugénglicher gemacht worden zu sein scheint.

3) Nicht notwendige, nur hinreichende Kriterien, ins-
besondere solche, deren Anwendung auf die &-Funktion
irgendwie fortgeschritten wire, konnten im Nachlass nicht
aufgefunden werden.

4) Nachzuweisen, dass die unendlich vielen algebraischen
Gleichungen, die durch Nullsetzen der Polynome (2) ent-
stehen, nur reelle Wurzeln haben, scheint mir keine alge-
braische Aufgabe zu sein, und ein solcher Nachweis scheint
mir undurchfithrbar ohne die Auffindung gewisser Eigen-
schaften der Funktion & (f). Nun sind aus dem Nachlass

8 Wird @ () zu & (#), so wird die durch die Formel definierte Funk-
tion F(z) zu £(z). Die Bezeichnung & (f) wird auch hier (in einer wenig
verschiedenen Bedeutung) gebraucht. Vgl. (9), (10), (11).
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nur wenige Eigenschaften dérjenigen_ speziellen Funktion
@ ({) (= @ (D) ersichtlich, die in der Integraldarstellung der
(-Funktion auftritt. Ich werde durch ein Beispiel zeigen, dass
aus diesen wenigen Eigenschaften die Realitdt der Null-
stellen noch nicht gefolgert werden kann. (Beispiel b) inNr.11.)

5) Uberhaupt scheint mir (wie den meisten andern in
der Frage Interessierten) das Vorhaben, ein derartiges Pro-
blem durch numerische Rechnung entscheiden zu wollen,
aussichtslos zu sein. Ich werde zugunsten dieser Ansicht
bei Besprechung des eben erwihnten Beispiels (in Nr. 11)
ein Argument hervorbringen.

Das Folgende bringt ausser der Besprechung der er-
wihnten Jensenschen Kriterien eine Zusammenstellung der-
jenigen dem Verfasser bekannten wenigen Eigenschaften
der Integraldarstellung der &-IFunktion, deren Zusammen-
hang mit der Frage der Wurzelrealitidt schon heute einiger-
massen ersichtlich ist. Der Gegenstand ‘beriihrt sich ver-
mutlich mit dem der letzten der von Jensen geplanten 5
Abhandlungen ”. -

" Der hier diskutierte Weg, den Jemsen in seinem Vortrag! zur Lé-
sung der Riemannschen Aufgabe andeutet, ist wesentlich verschieden
von dem, den er 12 Jahre vorher in folgenden Worten angekiindigt hat:
(Acta Mathematica, Bd. 22, 1899, S. 364): »...en employant le critére
donné plus haut, je suis parvenu a démontrer rigoureusement que £ ()
n’a pas de zéros 4 I'intérieur du cercle | t — ri | = r«. Unter »eritére« kann
man dabei kaum was anderes verstehen, als das auf S. 362, Zeile 11 v. u. er-
wiahnte »critére précieux«. Es handelt sich also um die folgende Situa-
tion (worauf auch verschiedene Zeichnungen in JN sich beziehen): Die
Jensensche Formel wird auf ¢ (s) angewandt in einem Kreis vom Radius r
und Mittelpunkt s = I—I—l2 Man kann hieraus einen Ausdruck kon-
struiren, der dann und nur dann genau = 0 ist, wenn {s) keine Null-
stellen im besagten Kreise hat, also fiir beliebig grosses r dann und nur
dann verschwindet, wenn die Riemannsche Vermutung richtig ist. Wir
besitzen keine Mittel, um diesen Ausdruck, dessen wesentlicher Teil ein
entlang der Kreisperipherie erstrecktes Integral ist, genau zu berechnen.

(Forsetzung auf S. 10.)
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Die Integraldarstellung der £-Funktion.
3. Riemann setzt®

z 1
%<z2~%>7r#5_;1“<§ + %)C(z—i—%) = £(iz)
e-nnt g—dnr fg—ome = Y (x)
und findet
B3 i@»= 1 (zz + 1) me @x % cos (l zlog x) dx.
2 4/ 2
Man vertausche z mit %z, fiilhre eine neue Integrations-

variable mittels

xr = ett
ein, und setze
+ =
1 2y od L 1 4
@ e emntreti = 2o (1429 (ett)) = w (D).

Man findet so

G & (g) = —,S. (2 w (t)—%e‘) cos zl di+ %—S <2 m(t)—iet> Z2cos zt dt.
0 = v 0
Die bekannte Gleichung (das Zeichen % (x) wird in einer

von der iiblichen abweichenden Bedeutung gebraucht)

+_co, 4+ oo i
() 9@ =_> e—nw:l/—l_ 5 e &
—o X —

besagt, dass
(D w(—=H = o)

Da aber nur ein unendlich klein werdender Teil der Kreisperipherie in
den kritischen Streifen fallt, ist leicht festzustellen, dass der fragliche
Ausdruck fir r — o gegen Null strebt. Aus dieser im ersten Moment
verheissungsvollen Tatsache kann man aber nichts iiber die Riemannsche
Vermutung schliessen. Denn lisst man den Kreis mit demselben Mittel-
punkt anstelle die Gerade o = 15 die Gerade ¢ = 0 beriihren (¢ = Rs)
so wird fiir r—  der im kritischen Streifen verlaufende Bogen dem
ganzen Umfang gegeniiber noch immer unendlich klein, obzwar daun
der Kreis bei wachsendem r nacheinander alle Nullstellen aufnimmt.
® Riemann’s Werke, (1876), S. 138.
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ist. Hieraus folgt

(8) o' (0) =

Man forme das zweite Integral an der rechten Seite von
(5) durch zweimalige partielle Integration um, indem man
beide Male den zweiten trigonometrischen Faktor des Inte-
granden integriert. Mit Beachtung der Formel (8) und des
Verhaltens von w (f) fiir t—r w0 folgt?

(9) s(é) =2 S:Ew () —w (D) cos ztdl = QS:(I) (H) cos ztdl.

Wir haben zur Abkiirzung
(10) @' (OH—o@) =00

gesetzt.
4. Wir wollen jetzt einige Eigenschaften der Funktion
@ (D) aufzihlen. Gemiss (10) und (4) ist

) = I 4209t — 32y est) p—ntmett
{11 o® =14 LS (2ntate 3nmwedt) e—n'met!,

I. Ist e >0, so gilt fir n =0, 1, 2, 3,

lim @™ (f) 794" — ¢,
o>

Dies folgt unmittelbar aus (11) und zeigt, dass @ (¢) die
Bedingung 3), die wir in Nr. 1 der Funktion % (f) aufer-
legt haben, reichlich erfillt.

® Formel (9) ist im wesentlichen die Riemannsche Integraldarstel-
Inng der &-Funktion a. a. O.% verschieden ist nur der Aufbau der
Funktion &. Dieser Aufbau wird tbrigens auch in P; verwendet. In JN
wird (9) gelegentlich als die »wichtigste Formel« (wohl unter den Inte-
graldarstellungen der &-Funktion) bezeichnet,

107 ist in JV (S. 188), II und III sind in JN &fters hervorgehoben.
Far II und IV vgli P;. — II und III waren (nebst der in Nr. 6 im An-
schluss an Satz III hervorgehobenen Konsequenz) mehreren mit mir be-
freundeten Mathematikern bekannt; beide kommen in den Tagebtichern
von A. Hurwitz (aufbewabrt in der Bibliothek der Eldg Technischen
Hochschule in Ziirich) unter dem Datum 1899 vor.
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II. @ (t) ist eine gerade Funktion.

Dies folgt aus (10) und (7).

III. Es ist @ (1) >0 fiir alle reellen Werte von £

Far { > 0 sind alle Glieder der Summe (11) positiv, da
27 >3. Far t <0 ist II zu beachten.

IV. Es ist far t—4

(12) D () oo 8a? (bt + e—9%) emiteth

Dies folgt fiir {—> + ¢ aus der Darstellung (11), fir
t——c aus II. Diese Eigenschatft ist aus folgendem Grunde
kurios: ersetzt man in dem Integral (9) @ (¥) durch die
rechte Seite von (12), so entsteht eine ganze Funktion von
z, die nachweisbar nur reelle Nulistellen hesitzt®.

5. Die im vorangehenden aufgezihlten Eigenschafien
von @ () betreffen nur sein Verhalten im Reellen. Es sei
nun @ () als analytische Funktion von # betrachtet!2,

Die in (6} als 9 (x) bezeichnete Funktion ist regular
fir M >0, d. h. in der rechten Hilfte der x-Ebene, und
hat die imaginire Achse zur natiirlichen Grenze, wie auf
mehrere Arten, z. B. aus der Reihe (6) zu ersehen ist. Es
ist gemsiss (4)

(13) 0 () = iet& (eat).
Folglich ist o (), wie @ (¢), vgl. (10), regulir im Stireifen
(14) —;—’< St< g

‘und hat deren Begrenzung, die aus zwei zur reellen Achse
der [-Ebene parallelen Geraden besteht, zur natiirlichen
Grenze.

Bewegt sich ¢ entlang der imaginiiren Achse der #-Ebene

! Siehe Py und fiir einen einfacheren Beweis Pj.
2 ygl. Py



Uber die algebr.-funktionentheor. Untersuch. von J.L.W.V. Jensen. 13

i i . . , ..
von —g ™M g so beschireibt x = ¢4 einen Halbkreis in
der x-Ebene, deren Endpunkte x = —i und x = i sind.

Wir wollen das Verhalten von ¥ (x) in der Umgebung des
Punktes x = I ermitteln. Es ist, gemiss (6),

+ o
(15) 9 (i+x) = Z(_ 1) ne—nms —

n=-—wo
-+ o +
7 ; s o
—3 5 emamtne— N emttms = 2.9 (4a) — ()
]

m=—x n=—aw

+ min w2

- o0
L, L NTSE 1 NN
2m}26 Vet

;
n=—0ow m=—x

In den heiden Summen der letzten Zeile heben sich die
Glieder fiir m = 0 genau auf, und hieraus ist leicht zu
schliessen, dass ¢ (i+x) fiir - 0 sich so verhilt, wie

1

Vo e ®, d.h. & (@+a) strebt samt allen Derivierten gegen
0, wenn sich & dem Nullpunkte in einem Winkelraume
vom Scheitel 0 und C)ﬂ'nung <7t nihert, dessen Winkel-
halbierende die positive reelle Achse der x-Ebene ist. Hier-
aus folgt durch Vertauschung von i4x mit x und duarch
die Abbildung ilog:c = ¢ gemiss (13) und (10):

V. Die Funktion @ (¢) strebt samt allen ihren
Derivierten gegen Null, wenn 't der imaginéren

Achse entlang dem Punkte ¢ = l—;j, dem dem Null-

punkt nichstgelegenen singularen Punkt von @ (),
zustrebt.

Notwendige Bedingungen.
6. Es sind hier solche notwendigen Bedingungen fiir
die Realitit aller bzw. unendlich vieler Nullstellen zu-
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sammengestellt, welche durch die Integraidarstellung (9)
der &Funktion nachweisbar erfiillt sind %,

I. Ist @ (1) > 0 fir t >0, so hat F(z) iiberhaupt
keine reellen Nullstellen.

Aus der Voraussetzung und aus &' (#) =0, & (@) — 0
fur {—> -+ o, vgl. 3) unter Nr. 1, schliesst man &' (¥) <0,
@ () =0 fir t > 0. Aus der letzten Feststellung folgt, dass
F(0) > 0ist. Wenn x als reell und = 0 vorausgeselzl wird,

erhalten wir aus (1) durch zweimalige partielle Integra-

tion, dass ]
2?F(x) = —a2 S s’ (1) sin xt dt
0
==—2w%m—a8w"@mmet
0
>2<— ZII’(O)—S W' (f) dt) =0
0
w. z. b. w.

Soll also F(z) reelle Nullstellen haben, so muss &' ()
notwendigerweise Zeichen wechseln. Dies ist immer der
Fall, wenn 4’ (#) gerade ist, denn dann ist

wamz—wm:a

0

So ist insbesondere, wegen II unter Nr. 4, die be-
sprochene notwendige Bedingung durch die -Funktion er-
fullt *

1. Wenn F(z) unendlich viele Nullstellen in

einem Parallelstreifen von der Form

31, I, II in JN. 1 aunch in P, (Satz VII, S. 378) und ein mit II
verwandter Satz in P, (Hilfssatz I, S.315). Fir III vgl. das in Fuss-
note '® beziiglich der Eigenschaften II und III Gesagte.

'* Eine andere in JN befindliche Anwendung des Satzes I betrifft
die Funktion %—f(z). Diese Funktion bleibt fiir reelles = positiv, wie
Formel (3) in Verbindung mit Satz I zeigt. Das Resultat kann noch an-
ders bewiesen werden: Aus Formel (9) folgt in Verbindung mit Eigen-
schaft III in Nr. 4, dass | £(z) | <C&(0) fiir reelles z 2= 0.
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(16) : —k

A

Je< k

IA

besitzt (k ist eine positive Konstante), so istnot-

wendigerweise
w0y = &' 0) = T®O) =...=0.
Es wird also, kurz gesagt, behauptet, dass & (f) eine

gerade Funktion ist. Falls diese Behauptung nicht zutrifft,

ist fiir ein gewisses ganzes ¢
g (0) = &' (0) = ... = wCI=NQ) =0, wE—HO) = 0.

Man erhalt aus (1), mit Ricksicht auf Bedingung 3) in
Nr. 1, durch wiederholte partielle Integration

2 (—1)7 grBeg—1) 2(—1)a+Lp” :
—1) ZZq (O)+ (qulzl Szp‘(‘ZflJrU(t)sulzt'di.
0

F(z) =
Geniigt z der Ungleichung (16), so ist |sin zf| < ¥ Daher

ist, wenn z im Sireifen (16) bleibend gegen o strebt,
lim 224 F(z) = 2 (—1)? @@e—D (0) # 0.

Also ist F(z) im gentigend entfernten Teil des Streifens
# 0, was der Voraussetzung wiederspricht.

Bekanntlich erfiillt & (%) die Voraussetzung des Satzes Il
mit k& = 1. Somit folgt, dass @ (¥) eine gerade Funktion
ist. Dies istin Nr. 4 auf ganz anderem Wege nachgewiesen
worden (Eigenschaft II).

III. Wenn F(z) nur reelle Nullstellen besitzt,
und seine Reihenentwicklung

I b
F2) = by— et et

geschrieben wird, sind alle Koeffizienten b, by,

by,... vom selben Vorzeichen.
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F(z) ist, geméiss dem Integralausdruck (1), eine reelle
und gerade ganze Funktion, und zwar, nach Voraus-
setzung 4) in Nr. 1, von erhéhtem Genus 1. Somit besitzt
F(z) einen Produktausdruck von der Form

2 22
F(z) = czZ‘le_VZVIT(l ———);

; 2
v v

c¢ ist reell, y > 0, und das Produkt /7 umfassl unendlich

oder endlich viele oder gar keine f*‘aktoren (in diesem
letzten Fall bedeutet es die Einheit). Wenn alle &, reell
sind, haben die Entwicklungskoeffizienten von F(iz) er-
sichtlicherweise simtlich das Vorzeichen von ¢; hieraus
folgt die Behauptung.

Die durch Satz III gelieferte notwendige Bedingung ist
sicherlich erfiilllt, wenn % () > 0 ist, da doch

n!2

" an!

S & (f) £ dt
0

in diesem Falle ersichtlich > 0 ist. Somit ist die Bedingung
inshesondere im IFalle der &-Funktion, d.h. durch @ (¥)
erfiillt, vgl. die Eigenschaft III in Nr. 4.

Wie wenig wir aber an diesem Wege fortgeschritlien
sind, zeigt es am deutlichsten, dass die n#chsteinfachste
notwendige Bedingung fiir die Realitdt aller Nullstellen®

(17) b2 —bp_1 bny1 =0

im Falle der &Funktion noch nicht verifiziert ist.

Notwendige und hinreichende Bedingungen.
7. Mit Ricksicht auf Satz II der vorangehenden Nr. 6
sei nun angenommen, dass die reellwertige Funktion & (#)

% Vgl. PSch Satz II, S.110. Die aus (17) fiir die Funktion & () sich
ergebende Ungleichung wird in JN wiederholt ohne Beweis erwihnt.
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fiir alle reellen Werte von ¢ definiert ist, ferner, dass sie
gerade ist und den Bedingungen 2) 3) 4) der Nr. 1 geniigl.
Fiir die Realitat simtlicher Nullstellen der Funktion F (2),
definiert durch (1), fanden sich in Jensens Nachlass'® drei
verschiedene notwendigen und hinreichenden Kriterien.

I. Die Nullstellen von F(z) sind dann und nur
dann sdmtlich reell, wenn

oo+ :
(18) S g T () W(B)eitetPaele—Py(a—pL)2idadl = 0
fir alle reellen Werte von x und .

II. Die Nullstellen von F(z) sind dann und nur
dann sdmtlich reell, wenn

(19) SimSimzp(a) @ (8) citet Pr (B2 daw af = 0

far alle reellen Werte von x und n =0,1, 2,3, ....
III. Die Nullstellen von F(z) sind dann und nur

dann sdmtlich reell, wenn
+ow a4
(20) S S #r () B(B) (x i) (x+if) (a—B)2dadB > 0

fiir alle reellen Werte von & und n =20,1,2,3,....
Ob diese Kriterien durch die &Funktion erfiillt sind
oder nicht, wissen wir nicht, und es ist auch kein Weg

¢ In JN steht > 0 in Kriterium III anstelle von dem hier gegebenen
> 0. Fir den Fall = 0 ist das Hinreichen, far > 0 die Notwendigkeit
schwieriger zu begriinden. Ich habe mich auf den Fall > 0 beschrankt
und zu dessen Behandlung das tiber JV und JN etwas hinausgehende
Kriterium III’ aufgestellt. — In JV werden nur Funktionen vom Ge-
schlecht 0 oder 1 betrachtet (dies hitte schon in Fussnote 3 hervor-
gehoben werden sollen). Die Ausdehnung auf den etwas allgemeineren
Fall von »erhéhtem Genus 1« wird in JN fir verschiedene verwandte
Sitze ins Auge gefasst. Durch diese Ausdehnung wird der volle Giiltig-
keitshereichh der Satze erreicht. Vgl. PSch, insbesondere Satz IV, S.110.

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. VII, 17. 92
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ersichtlich, an dem das Erfalltsein gepriift werden kénnte.
Nur das ist leicht zu sehen, dass alle fraglichen Unglei-
chungen fir x = 0 sicher richtig sind, falls & () > 0 ist,
also insbesondere auch im Fall der &-Funktion.

Um die Kriterien I, II, III zu beweisen, ist es vorteil-
haft sie anders und etwas allgemeiner zu formulieren:

Es sei F(z) eine reelle ganze Funktion von er-
héhtem Genus 1. Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafir,dass die Nullstellen von
F(z) siamtlich reell seien, lidsst sich in den fol-
genden beiden Formen ausdriicken:

I'. Fir alle reellen Werte von x und y ist *

2

0y®

Fx+ig|* = 0.

IT. Fiir alle reellen Werte von x sind die Ent-
wicklungskoeffizienten von |F(x-+iy)|? nach wach-
senden Potenzen von y sdmtlich nicht negativ.

Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass die Nullstellen von F(z) samtlich
reell seien und F(z) nicht von der Gestalt eczP(z)
_sei, wo « eine Konstante und P(z) ein Polynom
ist, lautet so:

I, wWird

dn

&l == a—l %"2 — 7z ‘
F(z)—a0+1!z+2!4 —5—...—I—n!~ + ...

und das Polynom
n (N n 2
@D a ] Jaz e+ tan = Fa(2)

gesetzt, so ist fiar alle reelle Werte von x und fir
n=123,...

(22) Fr(x) — Fo—1(x) Fay1(x) > 0.
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Dass die Kriterien I', II’, II’ tatséichlich auf I, 1I, III
herauskommen, falls F(z) durch (1) gegeben und @& (¢)
gerade ist, ist leicht zu sehen. Man heachte zunfichst, dass
in diesem Fall

| Flx+ig)|* = Fla+iy) F(z—iy) =

e P e )
:S S T (o) W (B) eite +Pze—6—Dv d o d 8

o

— 2n ptowado
- _>_ﬁ’§]mS g & (w) #(B) et P (w— B deed B
0 "

und
+
Fa(2) = S () (24 D" dt

ist. Hieraus folgen I, IT und auch das Formale an IIIL.

Nun kann die durch (1) definierte Funktion £ (z) nicht
idenlisch verschwinden, da % (¢) nicht identisch verschwin-
det’”. Ferner strebt F(z) gegen 0, wenn z entlang der
reellen Achse gegen o strebt, wie man durch partielle In-
tegration zeigt, vgl. den Beweis von I unter Nr. 6; somit
ist F(z) auch kein Polynom. Schliesslich ist F(z) eine ge-
rade Funktion, und kann als solche auch nicht die Gestalt
ez Polynom annehmen. ,

8. Die Beweise der Kriterien I’ und II" finden sich im
Jensenschen Vortrag und sind ziemlich ecinfach, der Beweis
des Kriteriums III' ist heikler und erfordert einige Hilfs-
sétze 18,

Hilfssatz I. Es sei « eine reelle Konstante, g(z)
ein Polynom mit nur reellen Nullstellen, und M

T ygl. G. Pélya, Mathematische Zeitschrift, 18 (1923) 105—106.
'® Betreffend die Kriterien I, II vgl. JV 191—193. Die Hilfssitze I,
ITII, IV verschérfen in JV befindliche Gedankengiinge (S. 184—187), die
teilweise schon auf Hermite und Laguerre zurickgehn. Die Methode ist
dhnlich wie in P,, S. 232—234.
2*
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die grosste von den Nullstellen des Polynoms g (z)
erreichte Multiplizitdt. Dann besitzt

D—au)g() =g () —eag =)

ebenfalls nur reelle Nullstellen, und zwar keine
von hoherer Multiplizitdt als M—1, falls M = 2 ist.

Es seien x;, Xy, ... x; samtliche Stellen, an denen g (z)
verschwindet, x; <@, <<... <<z, und zwar sei x, eine
Nullstelle von der Multiplizitit m,. Es ist M = Max (m,,
my, ... my). Betrachten wir, Bestimmtheit halber, den Fall,
in dem « > 0 ist. Es hat die Funktion

De—e2g(z) = e=e2{g (D —eg(2)

auf Grund des Salzes von Rolle, im Innern des halboffenen
Intervalles x,_, < x < x, mindestens eine Nullstelle und
an dessen rechtem Endpunkt x, hat sie offenbar m,—1
(was >> 0 ist) zusammenfallende Nullstellen. Dies gilt
auch fiir » =1, wenn x, = — o gesetzt ist. Somit haben
wir my -+ my+ ...+ m reelle Nullstellen des Polynoms
g (z) — a g (z) nachgewiesen. Die sind alle seine Nullstellen,
Inshesondere ist die Nullstelle im Innern des Intervalls
x,_1 < x < x, einfach, und somit hat von den eventuellen
mehrfachen Nullstellen keine héhere Multiplizitat als M — 1.

Hilfssatz I1I. Eine reelle ganze Funktion F(z) von
erhohtem Genus 1 kann so durch eine reelle Poly-
nomfolge f,(z), f,(2), f; (), ... angenéihert werden,

dass erstens
lim £, (z) = F(z)
n— o

gleichm#éssig in jedem beschranktem Bereich gilt,
und zweitens alle nichtreellen Nullstellen von f,(z)
unter den Nullstellen von F(z) enthalten sind.
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In der Tat, F(z) hat nach Definition eine Produkt-
zerlegung von der Gestalt

[

£

(23) F(z) = ce—722+ﬁzzqﬂ<1—i>e v

v
e,, B8, v, ¢, q sind Konstanten, ¢ ganz und = 0, y reell
und > 0. Die «, sind entweder gar nicht vorhanden (in
diesem Fall ist das Produkt durch 1 zu ersetzen) oder in
endlicher Anzahl oder es ist Z|ea, | ? konvergent; soweit
vorhanden, ist «, = 0. Da F(z) eine reelle Funktion ist,
sind 8 und ¢ reell, und die ¢, zerfallen in zwei Kategorien:
gewisse unter ihnen sind reell, andere gehdéren paarweise
zusammen und sind konjugiert imagindr.

Man setze nun

2\N ' + Zn ;1 N z
fn (2) :< —ﬁ> (1+z€—N—a > cqufn(1~ N).

N &y

Die Summe =, und das Produkt 77, sind tber solche
Werte von » erstreckt, fiir welche |e, | < n ist. Mit jedem
nicht reellen ¢, kommt also das dazu konjugierte «, in
in X, und 7, vor. Daher ist f,(z) reell und hat ausser
den betreffenden e, keine nichireellen Nullstellen. (Man be-
achte, dass y > 0 ist).

Die ganze Zahl N = N(n) sei so bestimmt, dass im
Kreise [z| < n ‘

{]"n (2) — e 7@ e B+ Zner ) ezt JT, <1 — i) { < 1
e, n

ist; N muss bloss geniigend gross gewihlt werden.
Die Polynomfolge f, (), f2{(z), f;(2), ... besitzt offenbar
alle von ihr im Hilfssatz II behaupteten Eigenschaften.
Hilfssatz III. Haben sowohl die reelle ganze
Funktion
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2 3
) = Az Bz U2
F@) = a7+ 15,

von erhdhtem Genus 1 wie das Polynom ¢(z) nur

reelle Nullstellen, so hat auch das Polynom

FD)g(2) = ayg@+ alg;z(Z)Jr a2g2”!(z)+ .

nur reelle Nullstellen, und zwar hat es lauter
verschiedene Nullstellen, wenn F(z) nieht von der
Gestalt ez P(z) ist, wo « eine reelle Konstante und
P(z) ein Polynom bedeutet.

Wir wollen zum Beweis mehrere spezielle Fille unter-
scheiden

(a) Falls F(z) ein Polynom m-ten Grades,
F(2) = (G—aplc—ey) ... (z—am)
ist, ergibt sich die Realitdt aller Nullstellen von

(24—) F(D) g (Z) - (D - Chn) (D - O‘m—l) v (D - 0‘1) g (Z)

durch m-malige Anwendung des Hilfsatzes 1.

b) Falls F(z) ein Polynom m-ten Grades ist und der
Grad von g (z) nicht mehr als m-1 betriigt, ist die in
Hilfssatz I genannte Zahl M-< m-1 und somit hat, wie
es sich wieder durch m-malige Anwendung des Hilfs-
satzes I ergibt, das Polynom (24) lauter einfache Null-
stellen.

¢) Falls F'(z) irgend eine reelle ganze Funktion von er-
hohtem Genus 1 mit nur reellen Nullstellen ist, haben die
in Hilfssatz II erwihnten Polynome f; (2), /,(2), f(2), ...
nur reelle Nullstellen. Somit hat, wie unter a) gezeigt,
fa(D) g(z) nur reelle Nullstellen, und dasselbe kann man
auf Grund einer geldufigen Uberlegung auch von
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Jim D 9() = F(D) ()
behaupten.

d) Falls F(z) unendlich viele Nullstellen besitzt, und
der Grad von g (z) m—+1 betrigt, wihle man m Nullstellen
von F(z) aus und bilde man das Polynom f(z) m-ten
Grades, das diese m Nullstellen besitzt. Man- spaltet also
F (z) folgendermassen:

F(2) = f() F(2),

wobei F;(z) wieder eine reelle ganze Funktion von er-
héhtem Genus 1 mit nur reellen Nullstellen bezeichnet.
Indem man c¢) auf F,(z) anstelle auf F(z) anwendet, fin-

det man, dass
F(D)g(2) = ¢,(2)

nur reelle Nullstellen hat; abrigens ist der Grad von g, (2)
nicht grosser als m-{- 1. Daher hat auf Grund von b)

FD)g(2) = f(D) F1(D)g(2) = (D) g,(2)

nur reelle einfache Nullstellen.
e) Falls F(z) = e—»# ist, y > 0, wissen wir schon . auf
Grund von c¢), dass

7P g(z) = g*(2)

nur reelle Nullstellen hat. Um mehr zu beweisen, betrach-

ten wir die Formel

(25) g(2) =g (z) =

o

T
V2 S e 1 VP at g2
7Tt

& _
e_Eg*(z——ﬂ/2;/) dt

“+

L _F e
=\|/%e 475 em e—yu” g% (2 y ) du.
% *e}
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Wendet man einen von Laguerre herriihrenden, der Des-
cartesschen Zeichenregel analogen Satz'® auf das letzte
Integral in (25) an, so findet man, dass g(z) nicht mehr
reelle Nullstellen haben kann, als e—7% g*(2yu) vonein-
ander verschiedene rveelle Nullstellen ungerader Multiplizi-
tit aufweist. Da g (z) nur reelle Nullstellen und denselben
Grad wie g*(z) besitzt, muss ¢*(z) lauter reelle einfache
Nullstellen haben.

f) Falls F(z) nicht unendlich viele Nullstellen hat und
auch nicht von der Gestalt exz X Polynom ist, ist es, vgl.
(23), sicherlich von der Gestalt

F(2) = e=r? F(2),

wobei y > 0 ist und F,(z) wieder eine reelle ganze Funk-
tion von erhéhtem Genus 1 mit nur reellen Nullstellen be-
zeichnet.  Es folgt aus e), #hnlich wie unter d), dass
F, (D) g (z) nur reelle Nullstellen und

FD)g(z) = =72 (F(D) g (2))

nur reelle einfache Nullstellen besitzt.
Hilfssatz III ist durch a) b) ¢) d) e) f) volistéindig be-
wiesen.
Hilfssatz IV. Notwendig und hinreichend dafdar,
dass die reelle ganze Funktion
ag z anz"

+ ...+

F(z):ao—i—? n!

+ ...

von erh6htem Genus 1 nur reelle Nullstellen be-
sitze und nieht von der Gestalt e X Polynom sei,
ist die Bedingung, dass das Polynom

' Laguerre, Oeuvres, Bd. I, S.29. Der dort befindliche Beweis ist
lickenhaft, vgl. jedoch PSz Bd. 2, Aufgabe V 80, S. 50 und 236.
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aoz”—I—G) (112“_1‘1'“ (z)agzn_z_l_ el tap = Fll(z)

fir n=1, 2, 3, ... nur reelle einfache Nullstellen
besitzen soll.

Falls F(z) nur reelle Nullstellen hat und nicht von der
Gestalt e#z X Polynom ist, hat

Fp(z) = F(D) 2

nur reelle einfache Nullstellen, auf Grund des Hilfssatzes I11.
Falls F(z) = e#P(z), wo P(z) ein Polynom m-ten
Grades ist, hat, fiir n > m,

P(D) " = P*(z2)
eine (n— m)-fache Nullstelle im Punkte z = 0, und folglich
Frn(z) = F(D) 7" = exD P(D) 2" = e=? P# (2) = P* (z+ )

eine (n—m)-fache Nullstelle im Punkte z = — a.
Wenn, umgekehrt, F, (z) fiir n = 1, 2, 3, ... nur reelle
Nullstellen hat, hat auch

A (A 2 @z w2 1 asé( _1)( _2>
<n)Fn<z>ﬁa°‘l ll—i_2!<1 n>+ 31 1 n 1 n+"'

nur reelle Nullstellen, und folglich auch

z\n = 72 n 28
lim <1> Fu<%> = (10—%044—01Z + ... —(—g};rJr ... = F(z).

n—> o \I1 1! 21

Diese drei Feststellungen erschépfen den Inhalt von
Hilfssatz 1V. »
Hilfssatz V. Das reelle Polynom n-ten Grades
f(x) hat dann und nur dann lauter reelle ein-
fache Nullstellen, wenn die n—1 Ungleichungen
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(n=D (" @) —nf@)f" (@) >0,
(n—2) (f" @V —(—1) " @) " (x) > 0

(f(u—i) (x))g—z F@—2 () F@(x) >0

fir alle reellen Werte von x Geltung haben.

(26)

a) Es sei

f@) = (@x—ea)(@—eay) ... (x—ean).
Bekanntlich ist*® die Hessesche Form von f(x)

(11¥l)f'2(x);nf'(’ﬁ) f' (x) -

- 1r@ 52 .

j=1 k=

Diese Formel zeigt, dass die erste im Hilfssatz V genannte
Ungleichung fiir alle reellen Werte von x erfiillt ist, wenn
alle Nullstellen «;, s, ... @, reell und voneinander ver-
schleden sind.

b) Wenn f(x) die Eigenschaft besitzt, dass seine Null-
stellen alle reell und voneinander verschieden sind, besitzen
die Derivierten f'(x), f" (), ... f@= (x) dieselbe Eigen-
schaft. Somit sind, auf Grund von a) alle im Hilfssatz V
genannten Ungleichungen erfiillt.

c) Wenn die n—1 Ungleichungen (26) fiir alle reellen
Werte von x erfiillt sind, bildet die Funktionenfolge

@D @, @, @, AV @), ()

eine verallgemeinerte Sturmsche Kette, In der Tat, aus
f2(§) =0, 1 <p» < n—1 und (26) folgt

— [V (@) fr+D(E) >0,

20 Vgl. z. B. E. Cesaro, Einleitung in die Infinitesimalvechnung, Leip-
zig u. Berlin, 1922, S. 411—413,
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also dass fo—1(x) und f@+D(x) von Null verschieden
und von entgegengesetzitem Vorzeichen sind. Fir @« = — o
zeigt die Kette (27) nur Zeichenwechsel, fiir x = + o nur
Zeichenfolgen, somit hat f(x) nur reelle Nullstellen.
Unter a) und b) haben wir bewieseﬁ, dass die Be-
dingungen (26) fiir die Realitit und Einfachheit aller Null-
stellen von f(x) notwendig sind, unter c¢), dass sie hin-
reichen 1, ‘
9. Aus den Hilfssitzen der vorangehenden Nummer
folgt das Kriterium III" der Nr. 7. :
Dass F(z) nur reelle Nullstellen hat und nicht von der
Gestalt e##z X Polynom ist, ist, gemdiss Hilfssatz IV, mit
dem Umstand &Aquivalent, dass die Polynome F,(z) nur
reelle, voneinander verschiedene Nullstellen besitzen.
Es folgt aus (21), dass

Fi(z) =nF,_1(2), Fi{(zx) = nn—1) Fo_2(2) -
also
(n—1) F? (&) —n (2 Fi () =

=n*(n—1) (F,?.._l (z2) —F,(2) Fr_» (:))

Die im Hilfssatz V erwihnten n—1 Ungleichungen (26)
haben also im Falle f(z) = F, (z) eine besondere Struktur:
Sie entstehen aus den analogen aufl F,_i(z) beziiglichen

n—2 Ungleichungen durch hinzufiigen einer. Dass. die

L Hilfssatz V steht in Zusammenhang mit einer merkwiirdigen,
zwischen Fourier und Poisson diskutierten Fragestellung (vgl. Oeuvres
de Fourier Bd. 2 (1890), 185—210), worauf auch in JN wiederholt Be-
zug genommen wird. Ich beniitze die Gelegenheit einen damit zusammen-
hingenden Satz zu erwihnen: »Ist F(z) eine reelle ganze Funk-
tion mit nur endlich vielen imaginidren Nullstellen, deren
Ordnung kleiner als z ist, so gibt es in der Folge der Deri-
vierten F’'(z), F"(z), F'""(z), ... eine, die (ebenso, wie alle
nachfolgenden) nur reelle Nullstellen hat.« Die Zahl é scheint
nicht in der Natur der Sache, vielmehr in der des benutzten Beweis-
verfahrens zu liegen.
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Polynomfolge F,(2), Fy(z), F;(2), ... nur Polynome mit
lauter reellen und einfachen Nullstellen enthilt, ist somit,
gemiss Hilfssatz V, mit dem Bestehen der Ungleichung (22)
fir n =1, 2, 3, ... dquivalent. Somit ist Kriterium IIT’
bewiesen.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
unendlich vieler reeller Nullstellen.

10. Im vorangehenden haben wir dem Nachlass von
Jensen folgend, die Funktion @& (£) als Funktion der reellen
Variablen t betrachtet. Die Methode, durch welche Hardy**
die Existenz unendlich vieler reeller Nullstellen der &-Funk-
tion zuerst bewiesen hat, und welche von F. Bernstein 2?
auf ein anderes Beispiel angewendet wurde, fﬁ11pt schliess-
lich dazu, die Funktion % (f) als analytische Funktion
einer komplexen Veréinderlichen zu betrachten.

Ich beginne mit dem Beweis des folgenden Satzes?*:

I. Es sei & (1) eine gerade Funktion, analytisch
und reell fiir reelles ¢; ihre Potenzreihenentwick-
lung um den Punkt { =0 herum sei

W) =cy—e 2+ cgtt—e 184+ ...

und ihre Derivierten seien der Bedingung

* G. H. Hardy, Sur les zéros de la fonction & (s) de Riemann, Comptes
rendus, 158 (1914) 1012—1014. . .

28 F. Bernstein, Uber das Fourierintegral Se—m" cos Ix - da, Mathe-
matische Annalen 79 (1919) 265—268. 0

* Satz I kombiniert die Uberlegungen von F. Bernstein a. a. Q. %
mit denen von L. Fejér, Nombre des changements de signe d’une fonc-
tion dans un intervalle et ses moments, Comptes rendus, 158 (1914)
18286—1331; auch die letztere Arbeit ist im Anschluss an G. H. Hardy
entstanden. Der aus [ leicht folgende Satz II ist in P, formuliert und
auf die im folgenden ausfithrlicher dargestelite Weise auf die &-Funktion
angewendet.
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lim 2 FR @) =0 (n=20,1,2,3,..)
t—>

unterworfen. Hat das Integral
o® + oo

an F(z) = 2S & (D) cos ztdf = Sw(r) el dt
Q —

nur p positive, voneinander verschiedene Null-
stellen ungerader Multiplizitdt, so kann die
Zahlenfolge c¢;, ¢y, 3, ... Cn, ... nicht mehr als p
verschwindende Glieder und auch nicht mehr als
P Zeichenwechsel aufweisen.

Die zum Beweis des Satzes Il in Nr. 6 verwendete par-
tielle Integration zeigt unter den vorliegenden Bedingungen
(W (t) gerade!), dass
(28) lim 229 F(x) = 0

x—>+o
(x ist reell) fiir beliebig grosses ¢ gilt. Mit Riicksicht auf
{28) kann man auf (1") die Fouriersche Umkehrformel an-
wenden und beliebig oft differenzieren. Man erhilt so

+ oo
Wty = ige“i‘”F(x) dx

o—o

1 ¢+, 7
\ e @ (—ix)" F (x) dx

7

rm) (f) =

(29) 2nlen = (—1" qf(_z“) ) = %waZ”F(a:) dx.

0

Nach einem (schon einmal benutzten) Satz von La-
guerre®® hat die fiir ®z > —1 sicher regulire Funktion

7t v

* (1o + o
2 = 1 SxZF(x)d:L _ 1 Sez”F(e”) e du
0 —

nicht mehr reelle nichtnegative Nullstellen, als F(x) von-
einander verschiedene positive Nullstellen ungerader Multi-

%A a0
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plizitit aufweist. Beachtet man (29), also dass f(2n) das
Vorzeichen von ¢, hat, so folgt I ohne weiteres. — Die
schwichere Aussage, dass ¢, fiir grosses n nicht ver-
schwindet nnd festes Vorzeichen bewahrt, ist aus (29) auch
ohne den Laguerreschen Satz leicht abzulesen®®. Fiir uns
geniigt eigentlich diese schwichere Aussage. Sie fithrt durch
die Betrachtung der Potenzreihe

W(it) = cote Pttt ...

und mit Benutzung wohlbekannter funktionentheoretischer
Tatsachen, unmittelbar zum folgenden Satz:

II. Wenn @ (/) den Bedingungen von Satz I
unterworfen bleibt und F(z) nur endlich viele reellen
Nullstellen besitzt, so liegt keine singulire Stelle
der Funktion & (f) dem Punkte t= 0 nidher als
ein gewisser Punkt {7 an der imagindren Achse
(T"> 0), und es gibt ein N, so beschaffen, dass
| & (if)| mit wachsendem reellen fstandig wéchst,
wenn 0 < {<< 7T und n > N.

(Wenn & (#) eine ganze Funktion ist, bleibt der Schluss-
satz von II mit T = + « giiltig).

Die Aussage II ist auf die &-Funktion anzuwenden. Die
in der Integraldarstellung (9) von & auftretende Funktion
® (1) besitzt alle von @ (#) in I geforderten Eigenschaften
(vgl. I und II unter Nr. 4 und den Anfang von Nr. 5);
ihr zum Punkt ¢ = 0 néichstgelegener singulérer Punkt ist

17 . -
i = 5 aber keine Derivierte von @(f) kann dem
Betrage nach monoton zunehmen, wenn # geradlinig

von { =0 zun t= lug sich bewegt, kraft des Schlusssatzes

% Vgl. Hardy, a. a. 0. 2. Bernstein a: a. 0. 2.
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von Nr. 5. Die Folgerung von II ist nicht erfallt und so-
mit muss &(z) unendlich viele reellen Nuallsstellen haben.
Der vorgetragene Beweis folgt dem urspriinglichen Har-
dyschen Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Null-
stellen an der kritischen Geraden nicht nur in dem Grund-
gedanken, sondern auch darin, dass dieselbe singulire
Stelle der Funtion (6) betrachtet wird. Er ist aber vom
Hardyschen Beweis doch vefschieden, denn es wird eine
andere Integraldarstellung benutzt, und er ist insoferne ein-
facher, dass die Konvergenz, u. zw. die absolute Konver-
genz des betrachteten Integrals von vornherein feststeht.
Vielleicht verdient noch erwihnt zu werden, dass in dem
vorgetragenen Beweis die Riemannsche Integraldarstellung
der &-Funktion, worauf Riemann einiges Gewicht gelegt zu
*haben scheint, verwendet worden ist, und dass dieselbe
vorher, soweit mir bekannt, nie fiir die IFrage der Lage
der Nullstellen mit greifbarem Nutzen verwendet wurde.

Schlussbemerkungen.

11. Die Frage, um welche sich die ganze Untersuchung
dreht, ist eigentlich die folgende: Welche Eigenschaften
der Funktion ¥ ({) vermogen die Realitiat aller Nullstellen
von F(z) zu sichern? Auf allgemeine Erdterungen will ich
hier nicht eingehen®’, nur zwei Beispiele sollen die Kom-
plikationen der Fragestellung ertrtern.

a) Man weiss heule noch nicht, ob das Integral

2 S?w" () —w (D) cos ztdt = & (% z)

P4

nur reelle Nullstellen hat oder nicht, man kann aber be-

weisen, dass das Integral

¥ Vgl. Ps.
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(30) 2 S:(w” () — o (D) (el + e ) cos zt dt

sicherlich nur reelle Nullstellen besitzt. Aus der Integral-
darstellung konnen wir dies allerdings kaum einsehen, wohl
aber folgendermassen: Durch (30) wird

1) §<z:i>_"_§<z+i>

2 2

&

dargestellt. Nun liegen alle Nullstellen von ‘_E(% (z-i)> in

der oberen Halbebene, wo 3z > 0. Da £(z) eine gerade
Funktion vom Geschlecht 1 ist, kann es durch Polynome
angeniihert werden, die nur in den Nullstellen von & (z)
verschwinden. Ersetzt man in (31) beide Summanden durch
die entsprechenden Polynome, so entsteht ein Polynom,
dessen Nullstellen nach dem bekannten Hermite-Biehlerschen
Satz®® samtlich reell sind. Hieraus folgt das Behauptete
durch Grenziibergang.

b) Es soll jetzt

£

(32) W) =¢e 2let+et+2ale)
gesetzt werden, wobel a eine positive Konstante bedeutet.
Bei dieser Wahl ist

2

(33) QSmllf(t) cosztdt = 2)/2mee % (a+t cosz).
Q

Nun hat die Funktion (32) ersichtlicherweise folgende
Eigenschaften:
I. Es gilt fiir n = 0,1, 2, 3, ...

lim = log | ™ () | = —oo.
= +®

II. @ ({) ist eine gerade Funktion.

8 vgl. z. B. PSz, Bd. I, Aufgabe III 25, S. 88 und 256.



Uber die algebr.-funktionentheor. Untersuch. von J.L. W, V. Jensen. 33

III. Es ist & () > 0 fiir reelles £
IV. Es ist fiir ¢t — +

. 2
(34) @(t) oe 2(el+e .
Wird in (33) & () durch die rechte Seite von (34) ersetzt,
so entsteht eine Funktion mit nur reellen Nullstellen.

Diese Eigenschaften entsprechen den unter Nr. 4 be-
trachteten Eigenschaften I—IV der Funktion @ (t), die in
der Integraldarstellung der &-Funktion aufiritt. Wir sehen,
dass aus diesen Eigenschaften nicht auf die Realitat der
Nullstellen geschlossen werden kann: (33) hat nur reelle
Nullstellen, wenn 0 << ¢ << 1, und nur imaginire Nullstellen,
wenn a > 1.

Man kann durch eine numerische Rechnung, die mit
beschrankter Genauigkeit gefithrt werden muss, nie ent-
scheiden, ob eine Zahl irrational ist oder nicht, und eben-
sowenig ob sie genau = 1 ist oder nicht.

Wenn man aber bei dem erreichbaren Genauwigkeitsgrad
der numerischen Rechnung etwa 0,9999 nicht von 1,0001
zu unterscheiden vermag, kann man auch die Fille, in
denen (33) nur reelle Nullstellen hat, nicht von denen
unterscheiden, in denen es keine hat.?®

* Es sind noch hier einige Literaturangaben zu verschiedenen Teilen
der Arbeit nachzutragen. Zu Nr. 6, 1V vgl. ausser a. a. O. ' M. Bécher,
On some applications of Bessel’s functions with pure imaginary index,
Annals of Mathematics (1) 6 (1891—92) 137—160, insbesondere S. 149
und ff. (Den Hinweis auf diese Stelle verdanke ich-Herrn Prof. Einar
Hille.) — Zu Nr. 11, Beispiel a) vgl. L. Tchacaloff, Sur le 'extension d’un
théoréme algébrique de Biehler & une certaine classe de trancendantes
entiéres, Rendiconti della R. Accademia delle Scienze Fisiche et Mathe-
matiche di Napoli, (3) 31 (1925) 104—107. — Einen vollig falschen Satz
iiber den Gegenstand dieser Arbeit verdffentlichte kiirzlich Herr O. Onicescu,
I1 comportamento assintotico et gli zeri di una classe di funzioni intere,
Atti della R. Accademia dei Lincei, (6) 5 (1927) 271—274.

Feerdig fra Trykkeriet den 30. Juni 1927,
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