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Zusammenfassung. Der Autor gibt einen Uberblick tiber die Entwicklung des Gold
bach'schen Problems, das heiBt die Frage der Darstellbarkeit nattirlicher Zahlen als
Summe aus zwei bzw. drei Primzahlen, von den Anfangen bis zur Gegenwart.

1. Einleitung

Das beriihmte Goldbach'sche Problem hat seinen Namen durch einen Brief, den am
7. Juni 1742 der Jurist, Sekretar der Petersburger Akademie und Hobby-Mathematiker
Christian Goldbach (1690-1764) an Leonhard Euler (1707-1783) schrieb. Darin heiBt
es unter anderem:

.Es scheinet wenigstens, dass jede Zahl, die grofier ist als 1, ein aggregatum trium
numerorum primorum sey" (Euler-Goldbach [10]).

Dabei muB man bedenken, daB die Zahl Eins zur Menge der Primzahlen gerech
net wurde. Hier soll nach allgemeinem Brauch unter einer Primzahl peine nattirliche
Zahl > 1 mit genau zwei nattirlichen Teilern, 1 und p, verstanden werden. Als Gold
bach'sches Problem bezeichnet man heute das folgende, tiber die ursprtingliche Frage
hinausgehende Hypothesenpaar

Jede gerade Zahl ?: 4 ist die Summe zweier Primzahlen (binares Problem).
Jede ungerade Zahl ?: 7 ist die Summe dreier Primzahlen (ternares Problem).

DaB dies mehr beinhaltet als die Goldbach'sche Formulierung, sieht man an zwei
Fallen. Wenn eine gerade Zahl 2n nach Goldbach eine Zerlegung 2n = PI + pz + 2
besitzt, braucht daraus keine binare Darstellung 2n = p~ + p~ zu folgen. Analog ist
nicht zu sehen, wie aus 2n + 1 = PI + P: + 1 auf 2n + 1 = p~ + p~ + p~ geschlossen
werden kann.

Wegen 2n + 1 = 2(n - 1) + 3 schlieBt die binare Hypothese die ternare ein.

* Ausarbeitung eines Vortrags an der Universitat Hannover im Juni 1993 anHiBlich des 40.
Doktorjubilaums sowie des 75. Vorlesungssemesters von Prof. Georg Johann Rieger
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Euler antwortete am 30. Juni 1742
.Dass aber ein jeder numerus par eine summa duorum primorum sey, halte ich

fur ein ganz gewisses theorema, ungeachtet ich dasselbe nicht demonstriren kann ",
Dies ist alles, was Euler hierzu geaubert hat. Die Entwicklung bis heute mag als

Beleg dafur angesehen werden, daB Euler auch bei intensiver Suche vermutlich keinen
Losungsweg hatte finden konnen,

Es scheint wenig bekannt zu sein, daB die Goldbach-Frage schon wesentlich friiher,
bei Descartes (1596-1650) auftaucht. In den Opuscula Posthuma, 1701 veroffentlicht,
heiBt es (in freier Ubersetzung aus dem Lateinischen)

"Was ich jedoch noch nicht bewiesen habe, dajJ jede gerade Zahl aus einer oder
zwei oder drei Primzahlen besteht",

Trotzdem sei dem ansonsten wissenschaftlich wenig hervorgetretenen Goldbach
der Ruhm gegonnt, das Problem in Umlauf gebracht und damit die Patenschaftfur
eine der groBen, im Kern bis heute noch ungelosten zahlentheoretischen Fragen
tibernommen zu haben.

Bis zum Ende des vorigen Jahrhunderts gab es keine nennenswerten Losungsan
satze, welche entscheidend tiber Plausibilitatsbetrachtungen hinausgingen. Es werde
im folgenden fur k ~ 2 mit

(1.1)

die Anzahl der Zerlegungen von N als Summe aus k Primzahlen bezeichnet. Jedes
gerade N ~ 4 hat offenbar N -1 Darstellungen N =n! +n2 (n!, n2 E 1':1). Gemaf dem
Primzahlsatz ist die Wahrscheinlichkeit daftir, daB eine Zahl n ~ N zur Menge J!D der
Primzahlen gehort, nahezu gleich (In N)-!. Da in einer binaren Goldbach-Zerlegung
beide Summanden prim sein soIlen, liegt es nahe, fur gerades N

N
R2(N) ~ In2 N

zu vermuten. Durch etwas verfeinerte Uberlegungen ahnlicher Art kam Sylvester
(James Joseph S.; 1814-1897) 1871 [31] zu der Vermutung, daB fur jedes gerade N
die asymptotische Formel

II
p-2

R 2(N) rv 27r(N) . --
p-l

3-::;p-::;N,pl N

gilt (7r(N) = Anzahl der Primzahlen ~ N, also nach dem Primzahlsatz 7r(N)
N(InN)-!. feN) rv g(N) bedeutet limN--->oo ~i~i = 1). Landau (Edmund L., 1877
1938) [21] stellte 1900 durch Aufsummieren fest, daB diese Formel immer wieder
erheblich verletzt sein muB.

In seinem beriihmten Vortrag anlalllich des Welt-Mathematikerkongresses 1900 in
Paris beschrieb Hilbert (David H., 1862-1943) [18] in seiner Liste von 23 offenen
mathematischen Problemen an achter Stelle eine Reihe von Fragen zu den Primzahlen.
Unter anderem:

Seien a, b,c E !l und paarweise teilerfremd. 1st die lineare Gleichung

(1.2) ax+by+c=O

stets in Primzahlen x und y losbar? Fur c = N, 21 N, a = b = -1 beinhaltet dies das
binare Goldbach-Problem, fur a = 1, b = -1, c = 2 ist (1.2) das - ebenfalls bis heute
ungeloste - Primzahl-Zwillingsproblem.
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Noch 1912 erklarte Landau [22], einer der damals besten Kenner der Zahlen
theorie und Analysis, beide Fragen beim gegenwartigen Stand der Wissenschaft fur
vollig unangreifbar. Die Zeit urn 1920 brachte in mehrfacher Hinsicht erhebliche
Fortschritte, zum einen dank der Weiterentwicklung des klassischen Siebes des Era
tosthenes durch Merlin und Brun (die Lebensdaten von Jean Merlin sind mir nicht
bekannt. Er ist im ersten Weltkrieg als franzosischer Soldat gefallen. Viggo B., 1885
1978), zum anderen durch die Entwicklung der sogenannten Kreismethode (Hardy,
Littlewood, Ramanujan, Vinogradov; Godefrey Harold H., 1877-1947, John Edensor
L., 1885-1977, Srinivasa R., 1885-1920, Ivan Matveevich V., 1891-1983). Da einige
der starksten Ergebnisse, insbesondere die Losung des temaren Problems 1937 durch
Vinogradov, mit Hilfe der Kreismethode erzielt wurden, soll auf diese hier etwas
ausfiihrlicher eingegangen werden.

2. Die Kreismethode

In einer wegweisenden Serie von Arbeiten "Some problems of "partitio numerorum?"
(1920-1928) entwickelten Hardy und Littlewood eine analytische Methode, die auf
vielfaltige additive zahlentheoretische Fragen wie Goldbach-, Waring- (Darstellbarkeit
eines N als Summe beschrankt vieler k-ter Potenzen) und Partitionsproblem (Anzahl
aller additiven Zerlegungen von N in nattirliche Summanden) angewandt werden
kann. Die Nummem III und V ([14, 15]) befassen sich mit additiven Primzahlproble
men.

Ich versuche, eine knappe Skizze zu geben: Sei fiir z E C, [z] < 1

(2.1) F(z) =LZP

pEl!'

die erzeugende Potenzreihe zur Primzahlfolge JIll. Dann folgt auf Grund der absoluten
Konvergenz der Reihe F(z) durch Ausmultiplizieren

F 3(z) = L R 3(N)zN

NEN

und hieraus nach Cauchy fur jedes r mit 0 < r < 1

R3(N ) = -2
1.1 F 3(z)z-N- Idz

TrZ Izl=r

=-:"11

F\re(1J»e(-N1J)d1J (~(1J) = e27ri19
) .

Die entscheidende Idee ist nun, mit r geniigend nahe an Eins heranzuriicken (bei
Hardy und Littlewood wird r = exp(-I/N) gewahlt), und den z-Kreis bzw. das
1J-Einheitsintervall geeignet in Teile ("arcs") aufzuspalten. Hierbei werden im allge
meinen 1J-Intervalle urn rationale Zahlen o.[q mit "kleinem" q ("major arcs") und 1J
Intervalle ohne solche a/q ("minor arcs") unterschieden. Wahrend man auf den "major
arcs" die Potenzreihe F(re(1J» asymptotisch mit Haupt- und Fehlerterm auszuwerten
versucht, begnugt man sich auf den "minor arcs" mit einer oberen Abschatzung fur
IF(re(1J»I. In einer nicht zu groBen Umgebung von 1J = 0 wird das Studium von
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F(r) = L:
p

rP reichen. Dies geschieht mit dem gewohnlichen Primzahlsatz. Ebenso
bei

Bei {} = 1/3 ist

F(re(~))=r3+e(l/3) L rP+e(2/3) L rP
,

P=] mod 3 p=2 mod 3

d.h. hier werden Kenntnisse tiber die Verteilung der Primzahlen in den Restklassen
mod 3 nutzlich sein. Analog benotigt man zum Studium von F(re({})) mit {} aus einer
"kleinen" Umgebung von a/q ((a, q) = 1) den Dirichlet'schen Primzahlsatz tiber die
asymptotische Verteilung der Primzahlen in den Restklassen mod q. Die Auflosung
der Kongruenzbedingung p == a mod q gelingt mit den von Dirichlet (Lejeune D.,
1805-1859) eingefuhrten und nach ihm benannten Charakteren Xmodq. Mit der Or
thogonalitatsrelation fur die Charaktere folgt (fur beliebiges j)

1L !(P) = (q) L x(a) L !(P)X(P) .
p=a mod q,q:<:;x 'P X mod q p:<:;x

Die letzten Summen studiert man mit Hilfe der zugeordneten Dirichlet-Reihen, den
sog. L-Reihen

L(s, X) = L x(n)n- S
•

nEN

Sofem man prazise Aussagen tiber die Verteilung der Primzahlen in den Restklassen
mod q benotigt, und das ist hier der Fall, sind gute Kenntnisse tiber die Verteilung der
Nullstellen der L(8, X) erforderlich.

Hardy und Littlewood teilten in [14] das {}-Einheitsintervall restlos in "major arcs"
urn rationale a/q mit q ~ yIN auf. Wegen des damals noch schwacheren Wissens
tiber die Nullstellen der L-Reihen konnten zwar keine hypothesenfreien Resultate
erzielt werden, aber die Methode war vorgezeichnet. Zum temaren Problem lautete
das Ergebnis:

Unter der Annahme, daft aile L-Reihen in der Halbebene {s = Rez ~ 3/4} ohne
Nuilsteilen sind, gilt fur ungerades N die asymptotische Formel

Fur ungerades N ist

sowie

II (1 + (P ~ 1)3) > 2 .
pi N

Also bedingt (2.2) insbesondere
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R3(N) > 0 fur N:.:: No, N == 1 mod 2 .

Die zahlentheoretischen Produkt-Faktoren in (2.2) entstehen durch Aufsummieren der
Beitrage der IntervaIle ~!U die «I« (Hardy-Littlewood'sche "singular series"). Diese
sind durch heuristische Uberlegungen wie etwa bei Sylvester kaum zu erahnen.

Das binare Problem kann vollig analog angegangen werden. Allerdings ist hier
die Behandlung der auftretenden Fehlerterme, auch bei Annahme analytischer Hy
pothesen, wesentlich verwickelter. Daher untersuchten Hardy und Littlewood in [15]
nur die Beitrage der Hauptterme und erhielten so die vermutlich richtige Formel

(2.3) R2(N) "J 2.-!"!- IT (1- 1 ). IT (1 + _1_) (N gerade),
(In N)Z (P - 1)2 P - 2

p~3 p~3,pIN

woraus sich
R 2(N) > 0 fiir N 2': No

ergeben wiirde.
Immerhin konnte, wenn auch hypothetisch, gezeigt werden, daB (2.3) "fast immer"

richtig ist.
Unter Annahme der verallgemeinerten Riemann'schen Vermutung (d.h. aIle Null

stellen Dirichlet'scher L-Reihen haben einen Realteil :::; 1/2) ist die Anzahl der gera
den N :::; x, fur die (2.3) nicht gilt,

:::; C(E)x1j 2+c (E > 0, beliebig).

Der entscheidende Durchbruch beim ternaren Problem gelang 1937 I.M. Vinogradov
[35]. Drei Dinge verdienen hierbei hervorgehoben zu werden.

a) AnsteIle der unendlichen Potenzreihe F(z) benutzte Vinogradov die endliche
Exponentialsumme

Sea) = L e(pa) (a E ~)
pSN

und demzufolge die DarsteIlung

[M!
R3(N) = J>. S\a)e(-Na)da (,\ irgendeine reeIle Zahl).

b) Im gleichen Jahr stand der sogenannte Primzahlsatz von Siegel-Walfisz zur
Verfiigung:

7r(x,k, a) = #{p <x, p == a(k)} = <P;k) lx

l~tt + 0 (x e-C
(ln x ) I / 2)

(x 2: 2, (a, k) = I, k :::; (In x)A, A beliebig, aber fest. O-Konstante nur von A abhangig,
Nach Bachmann-Landau steht O(g(x» ftir eine Funktion !(x) mit I!(x)I :::; Cg(x) fur
aIle x 2': 2. C ist die "O-Konstante"). Hierdurch war es moglich, die Nenner der
"major arcs" his (In N)A zu wahlen.

c) Fiir die bei dieser Einteilung auftretenden "minor arcs" entwickelte Vinogra
dov eine tiefsinnige, auf elementar-zahlentheoretischen Schliissen beruhende obere
Abschatzung fiir IS(a)/.

Auf die Weise war es erstrnals moglich, ohne Hypothese die Hardy-Littlewood'sche
Formel (2.1) zu beweisen, also insbesondere den
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Satz von Goldbach-Vinogradov (1937). Jedes hinreichend grofie ungerade, naturliche
N ist darstellbar als Summe dreier Primzahlen:

Schranken No, ab denen die Aussage richtig ist, konnen mit einigem Zusatzauf
wand explizit angegeben werden. Der zur Zeit beste Wert liegt bei

No = 3,4.1043000 (Chen, Ze [4]) .

Dies ist eine Zahl weit jenseits aller heutigen numerischen Moglichkeiten. Auch unter
Voraussetzung der Riemann'schen Vermutung kann No bislang nieht in numerisch
zugangliche Breiten herabgedriickt werden. Nachgepruft ist die ternare Aussage bis
etwa 1010• Es wird daher der Goldbach-Vinogradov'sche Satz vermutlich noch fur
einige Zeit mit dem Zusatz .fur aIle hinreichend groBen ungeraden N" zu versehen
sein.

Die Vinogradov'sche Beweismethode konnte relativ leieht zum Beweis von .fast
allev-Aussagen modifiziert werden, zum Beispiel:

Die Anzahl der geraden N :S: x mit

(2.4)

ist x
:S: C(A)-)A fur jedes A > 0 .

(In x

(H(N) steht fur die reehte Seite der asymptotischen Formel (2.3».
Insbesondere gilt die binare Goldbach-Hypothese fiir "fast aIle" geraden N (van

der Corput [5J, Estermann [9], Hei1bronn [17J, Tsehudakov [32]).
Das letzte Ergebnis liiBt eine einfache Folgerung zu. Hardy und Littlewood ver

muteten 1920 [14], daB es zu jedem k 2: 3 unendlich viele Primzahl-k-Tupel gibt, die
eine arithmetische Progression bilden, d.h.

PI < P2 < ... Pk und P2 - PI =... =Pk - Pk-I .

Nach (2.4) haben "fast alle", also mit Sicherheit unendlich viele Zahlen N = 2P2 (P2
prim) eine Darstellung

2P2 = PI + P3 mit PI < P2 < P3 .

Solche (PI, P2,P3) sind PrimzahltripeI in Progression. Fiir die Tupel-Lange k 2: 4 ist
die Frage bis heute offen, obwohl viele numerische Beispiele (bis k = 19) vorliegen.

DarsteIlungen des Goldbach-Vinogradov' schen Satzes findet man in zahlreiehen
Lehrbtichem der analytisehen Zahlentheorie. In einigen (Praehar [26J, Schwarz [30])
wird die minor-arcs-Abschatzung nach der Originalmethode Vinogradovs ausgefiihrt,
wahrend in neueren Btichem einer einfacher zuganglichen Methode von Vaughan
[33] (Davenport [6], Karatsuba [20J, Vaughan [34]) der Vorzug gegeben wird. Eine
auch dem zahlentheoretischen Laien weitgehend gut verstandliche Einftihrung in die
wichtigsten Primzahlprobleme bietet das Buch von Ribenboim [27].



Das Goldbach'sche Problem

3. Ergebnisse mit Siebmethoden

61

(3.1) Eines der ersten wichtigen Ergebnisse der Sieb-Theorie, die Brun'sche Abschat
zung fur die Anzahl der Primzahl-Zwillinge

#{p:::; x, p+2prim}:::; clx(lnx)-z

(CI und die weiteren c; positive Konstante), in abgeschwachter Form als

L ~ < 00 im Gegensatz zu
p,p+Zprim P

1L-=oo
p P

bekannt, kann analog auch fur die Anzahl der binaren Goldbach-Darstellungen her
geleitet werden

Rz(N) < czN(lnN)-z II (1 + P ~ 2) (N ~ 4, N == Omod2)
pIN,p2':3

(fur eine umfassende Einfuhrung in die modeme Sieb-Theorie s. Halberstam-Richert
[12]). Mit dem Primzahlsatz oder auch der schwacheren Tschebytschev-Ungleichung
folgt ftir x ~ 4

Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

(denn man rechnet leicht nach, daB I1p IN ,p 2':3(l + p~z) im Mittel beschrankt ist).
Die "Goldbach-Zahlen", d.h. solche Zahlen, die eine binare Goldbach-Zerlegung

besitzen, erweitert urn die Eins, bilden eine Menge von positiver Dichte. Mit dem Satz
von Schnirelman (s. z.B. Halberstam-Roth [13]) folgt daraus, daB man alle hinreichend
groBen, nattirlichen Zahlen erhalt, wenn man die Primzahlen nur gentigend, aber
beschrankt oft zueinander addiert. So laBt sich schlieBlich zeigen, daB es ein k gibt,
mit dem jedes N ~ 2 als

N =PI + ... + Pr mit r:::; k

dargestellt werden kann. Der beste heutige Wert ist k ='18 (Riesel, Vaughan, 1983
[29]).

(3.2) Die andere Moglichkeit, sich tiber Siebe dem binaren Goldbach-Problem zu
nahern, geht ebenfalls auf Brun zuriick. Durch Sieb-Prozesse werden Zahlen mit klei
nen Primfaktoren ausgeschieden, bzw. einen SiebprozeB iiberdauem Zahlen mit lauter
groBen, also wenigen Primfaktoren. So konnte Brun zeigen, daB jedes hinreichend
groBe, gerade N eine Darstellung

N =N 1 + N z, N 1 und N z haben haben hochstens neun Primfaktoren ,
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besitzt. Kronung dieser Entwicklung ist der

Satz von Chen (1966). Jedes hinreichend grofle, gerade N liifJt sich darstellen als

N =P + Pz (Pz prim oder Produkt zweier Primzahlen) .

Der Satz wird einmal durch hochentwickelte Sieb-Techniken ermoglicht, zum anderen
durch den sog. Mittelwertsatz von Bombieri- Vinogradov (Bombieri [2], Davenport
[6]).

I
I lY

dt I xL max max #{p:::; y, P == amodq} - - -:::; C(A)-)A
(a,ql=1 y'$.x <p(q) Z In t (In x

q'$.x 1/ 2(lnxl- B (A )

(A > 0, beliebig; B(A) in Abhangigkeit von A angebbare Konstante). Dieser wichtige
Satz, der als Giiltigkeit der verallgemeinerten Riemann'schen Vermutung im Mittel
interpretiert werden kann, ermoglicht es, im Satz von Chen den einen Summanden
prim zu wahlen,

4. Einige neuere Ergebnisse

Zu dem Problemkreis "Goldbach" seien aus der Hille der behandelten Themen 
bis heute sind mehr als 500 Arbeiten erschienen - einige besonders bemerkenswerte
ausgewahlt.

(4.1) Die Montgomery-Vaughan'sche Ausnahmen-Abschiitzung. Montgomery und Vaug
han [23] konnten 1975 das Ausnahmen-Ergebnis von 1937 erheblich verbessem.

#{N :::; x, N == 0 mod 2, N keine Goldbach-Zahl (d.h. f:. PI +pz)}

:::; cx l
-

O mit einem 8> 0 .

Nach Chen [3] darf 8 = 1/25 gewahlt werden. Dies fuhrt in die Richtung der
von Hardy-Littlewood unter Annahme der Riemann'schen Vermutung hergeleiteten
Abschatzung. Jene ist iibrigens bis heute nur unwesentlich verbessert worden. Statt
:::; c(c:)x l / Z+c hat man j, cx l / Z(Inx)3.

Der Satz von Montgomery-Vaughan beruht wieder auf der Hardy-Littlewood
Vinogradov'schen Methode. Dabei kommen einige neuere analytische Hilfsmittel zum
Tragen, die kurzvorgestellt werden sollen.

Etwa seit der Jahrhundertwende weiB man, daB eine L-Reihe L(8, X) (X primitiver
Charakter mod q, 8 =a + ir E C) im Bereich

c
a > 1 - (c eine geniigend kleine, positive Konstante)

- In(q(ITI + 2»

nicht verschwindet. In der Regel! Es konnen moglicherweise Ausnahmen auftreten,
sogenannte Siegel-Nullstellen 13. Diese gehoren zu reellen Charakteren, sind einfach
und liegen auf der reellen Achse nur wenig links von 8 = 1. Bis jetzt hat man fur
kein noch so kleines c die Existenz solcher Nullstellen ausschlieBen konnen. Falls
es welche gibt, liegen die zugehorige Moduln q weit voneinander entfemt. Mit dem
Begriff der "Siegel-Nullstelle" kann der fur Montgomery-Vaughan entscheidende Gal
lagher'sche Dichte-Sat; [11] formuliert werden. Dichte-Satze sagen grob gesprochen
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aus, daB mogliche Verletzungen der Riemann'schen Vennutung immer seltene _
.. . d R 1 '1 r werden, J~ welter man mit em ea tel. von 1/2 nach 1 geht. Sei ftir i :S a :S 1, T =2: 2

und emen Charakter X Nto; T, X) die Anzahl der Nullstellen p '" ~ + iTJ von L(s, X)
mit ~ ~ a und 1771 ~ T. Dann gilt

N(a,T,x) ~
q:5,T X mod q, X primitiv

falls keine Siegel-Nullstelle mit Modul ~ T
existiert

falls /3 eine solche Ausnahme-Nullstelle ist.

Dies ist das entscheidende Hilfsmittel. Der Weg bis zur Ausnahmen-Abschatzung ist
jedoch noch sehr muhsam.

(4.2) Das lokalisierte terndre Problem. 1st fur hinreichend groBes, ungerades N

(*) N '" PI + P2 +P3 mit Pj rv ~N

losbar? Unter Verwendung von Dichte-Satzen kann gezeigt werden, daB in (*)

Pj = ~ N +O(N5/ 8+E: )

(Zhan [38]) moglich ist.

(4.3) Verteilung der Goldbach-Zahlen. In jedem Intervall der Art (x, x + x l / 2+E: ]

sind fast alle geraden Zahlen Goldbach-Zahlen (Perelli-Pintz [24]). Zwischen N und
N 7/ 72+E: liegt immer eine Goldbach-Zahl (Montgomery-Vaughan [23]). Anschaulich
gesprochen: Selbst wenn die binare Vermutung falsch ist, kann es keine "langen" Inter
valle mit "vielen" Nicht-Goldbach-Zahlen, bzw. "lange" Blocke aus Nicht-Goldbach
Zahlen geben. Auch hierzu verwendet man die Kreismethode und Dichte-Satze.

(4.4) Das terniire Problem mit Teilmengen von TID. Wie "dunn" darf man TID' C TID
wahlen, damit fur N == 1 mod 2, N ~ No

N=p~+p~+p~; pjEJ!D'

losbar is!?
Mit analytischen Methoden konnte ich [37] solche Mengen konstruieren, fiir die

F'(x) =#{p' ~ x, P' E TID'} < cx I 5
/

16

gilt. Unter Mitverwendung wahrscheinlichkeitstheoretiseher Hilfsmittel zeigte Wirsing
[36], daB es solche TID' mit

F'(x) ~ cx I/\lnx)I/3

gibt. Bis auf den Faktor (In x )1/3 ist dies optimal. Das Wirsing'sche Ergebnis HiBt
sich auch elementar-kombinatoriseh herleiten, aber keine der Methoden liefert ein
Konstruktionsverfahren, sondern siehert nur die Existenz solcher Mengen.

(4.5) Das Heath-Brown'sche hypothetische Ergebnis. Eine Frage, die sich rasch
aufdrangt: Gibt es plausibel erscheinende analytische oder sonstige Hypothesen, aus
denen die Richtigkeit der binaren Goldbach-Vermutung folgt? Das einzige, sehr tiefe
Ergebnis hierzu stammt von Heath-Brown [16]. Angenommen, es existiere zu einem
reeIlen, primitiven Charakter X mod q eine Siegel'sche Ausnahme-NuIlstelle. Dann
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ist das binare Problem fur qZ50 < N :S q500 losbar. Hierbei gehen etliche Errun
genschaften der neueren analytischen Zahlentheorie ein: Siebmethoden, analytische
Nullstellenergebnisse, Abschatzungen fur Kloosterman-Summen. Die Aussage ist fast
paradox. Man nimmt an und hofft es auch, daB keine Siegel-Nullstellen existieren.
Insbesondere schlieBt die Richtigkeit der Riemann'schen Vermutung fur die L-Reihen
die Existenz solcher Nullstellen aus. Falls diese unerwtinschten Subjekte auftreten, ha
ben sie nach Heath-Brown positive Wirkung. Man kann dieses Ergebnis auch anders
herum deuten: Wer sich in Zukunft urn die binare Goldbach-Vermutung bernuht, darf
davon ausgehen, daB keine Siegel-Nullstellen existieren.

(4.6) Lineare Gleichungen in Primzahlen. Die Hilbert'sche lineare Gleichung (1.2.) in
Primzahlen kann naeh Belieben verallgemeinert und im Schwierigkeitsgrad angehoben
werden. Prachar [25] und Rieger [28] befaBten sich mit der Losbarkeit des Systems

PI + pz =n, pz +P3 =m

in Primzahlen Pl,PZ,P3. Rieger konnte zeigen, daB die Menge der Paare (m,n)
mit Losbarkeit innerhalb der Menge aller Paare positive Dichte besitzt. In ei
ner wichtigen Arbeit, in der Matrizenrechnung und Mittelwertsatze von Bombieri
Vinogradov'schem Typ benutzt werden, konnte Balog [1] unlangst zeigen, daB ge
wisse homogene, lineare Gleichungssysteme in Primzahlen losbar sind. Zum Beispiel
gibt es unendlich viele .Prirnzahldreiecke"

pz

PI

P3

mit primen "Seitenhalbierenden"
PI + pz PI + P3 pz + P3--- --- ---
222

z.B. PI =5, pz =17, P3 =521.
Leider fallt dasbinare Goldbach-, das Zwillings-, das Hardy-Littlewood'sche Pro

gressionenproblem und erst reeht das Prachar-Rieger'sche System nicht in die Ba
log'sche Klasse von Gleichungen, aber ein wichtiger Anfangsschritt ist getan.

5. Offene Fragen

Neben der aIle anderen in den Schatten stellenden Frage, dem binaren Goldbach
Problem fur aIle oder zumindest aIle hinreichend groBen geraden N, gibt es eine
Reihe von vielIeieht weniger schwierigen, aber reizvollen Problemen, von denen ich
einige vorstellen will.

(5.1) Gesucht sind gute numerische Verfahren zum Nachprufen des ternaren Pro
blems. Wie gesagt ist das noch ausstehende Intervall etwa gleich (10 10, 1043000) . Eine
Moglichkeit, nach Zerlegungen zu suchen, ist, mit einem groBen, einem kleinen und
einem sehr kleinen Summanden zu arbeiten. Unter Annahme der verallgemeinerten
Riemann'sehen Vermutung kann man zeigen, daB fur fast alle ungeraden N Darstel
lungen

N =PI +p: + P3, pz =O((ln N)C), P3 =O((ln InN)C)

existieren. Trotzdem durfte es schwierig sein, Algorithmen zu finden, die relativ rasch
ganze Intervalle von Zahlen oder spezielle Teilmengen erfassen.

(5.2) Paul Erdos, der auf zahlreiche Probleme Dollar-Belohnungen aussetzt, bietet
3000 Dollar fur den Beweis oder die Widerlegung der Vermutung, daB eine Menge
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2::= a-I < 00 ,

aEA

A ~ l\J, welche keine Progressionen beliebiger Lange enthalt, konvergente Rezipro
kensumme hat

falls es ein k :::0: 3 gibt, so daB A keine k-gliedrige

arithmetische Progression enthalt.

Da E p-I nach Euler divergiert, miiBte die Erdos- Vermutung auf A = JPl zutreffen. Die
ausgesetzte Belohnung zu verdienen, diirfte nicht leicht sein, da, wie oben geschildert,
schon der Fall k = 4 ungeklart ist.

(5.3) Ein anderes Erdos-Problem, dessen Losung ebenfalls zur Aufbesserung der
Semesterkasse begabter Zahlentheorie-Studenten beitragen konnte, ist das folgende:
Nach Erdos [8] (s. auch Halberstam-Roth [13]) liiBt sich wahrscheinlichkeitstheore
tisch oder auch elementar-kombinatorisch zeigen, daB JPl eine .Komplementarrnenge"
A ~ l\J von geringer Dichte besitzt.

JPl+A= {N E l\J, N =p+a, p E JPl, a E A}:2 {N:::O: No} fur ein No E l\J,

A(x)=#{aEA, a:::;x}=0(ln2x).

Es liiBt sich weiter zeigen, daBjedes N :::0: No mehr als c In N Darstellungen N = p+a
hat. Frage: Kann man die Schranke 0(ln2 x) verkleinem, eventuell bis hinunter zu
O(lnx)?

(5.4) 1st die Menge JPl additiv reduzibel, d.h. gibt es Mengen A, lffi, ~ l\J mit mindestens
je zwei Elementen, so daB fur ein No E l\J

{N E l\J, N:::O: No, N =a + b, a E A, s« lffi} ={p E JPl, P:::O: No}?

Es gibt gute Griinde anzunehmen, daB, so wie die einzelnen Primzahlen nicht multi
plikativ zerlegbar sind, die Gesamtmenge JPl nicht additiv zerlegt werden kann. Nach
einer auf Sieben beruhenden Methode von Homfeck [19] kann man, falls es solche
Zerlegungen gibt,

(lnx)c :::; A(x), B(x) :::; x(lnx)-c fiir jedes C > 0 und x :::0: xo(C)

zeigen. Diese Schranken lassen sich ein gutes Stiick verbessem, aber bis zu einem
Widerspruch scheint es noch weit zu sein.

6. Schlu8bemerkung

Mit der vorliegenden, knappen Ubersicht wurde Verschiedenes angestrebt. Erstens
einen Einblick in die wichtigsten Forschungsergebnisse zu geben. Zweitens zu zei
gen, wie das sehr spezielle Goldbach'sche Problem im Lauf der letzten ca. 80 Jahre
mit zur Entwicklung allgemeiner, vielfaltig anwendbarer Methoden beigetragen hat.
Und drittens anzudeuten, wie Hilfsmittel aus verschiedenen Teilen der Mathematik
fur dieses elementar-zahlentheoretische Thema nutzbar gemacht werden konnten. Als
Bilanz darf man festellen: Es ist vieles geklart, aber ebensoviel noch ratselhaft,

Zur Zeit herrscht in Fachkreisen ein wenig der Eindruck vor, daB die wichtigsten
Methoden, analytische und Sieb-theoretische, weitgehend ausgereizt sind. 1m Gegen
satz zu dem unlangst durch A. Wiles gelosten groBen Fermat-Problem, dessen Fall
dank der stiirmischen Entwicklung algebraischer Hilfsmittel in der Luft lag, steht hier
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keine umfassende Theone im Hintergrund. Es gibt auch keine allgemeine Vermutung
oder Kette von Hypothesen wie beim Fermat-Problem, die das Goldbach-Problem
am Ende als einfachen Spezialfall enthalt. An der Giiltigkeit der Goldbach-Aussage,
zumindest fur alle hinreichend groBen N, zweifelr kaum jemand. Wenn fast alle ge
raden N sehr viele, etwa N In-2 N Goldbach-Zerlegungen haben, dann ist es sehr
unwahrscheinlich, daB unendlich viele vollig leer ausgehen.

Eine zeitliche Prognose abzugeben, erscheint vermessen. Wie auch immer, man
darf der zukiinftigen Entwicklung mit Spannung entgegensehen.

Danksagung. Herrn Dr. Gunter Dufner danke ich fur die kritische Durchsicht des Manuskripts und zahl
reiche Verbesserungsvorschlage.
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