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Lebenslauf.

Ieh wurde am 25. August 1901 in Magdeburg geboren als Sohn
des Arztes Dr. med. Robert Lucke und gehirte seitdem stets dem
preuflischen Staate an. In memer Heimatstadt besuchte ich die
Vorschule und dann das Realgymnasiom, das mich Ostern 1919
mit dem Zeugnis der,'Reife entlie. Tm Winter 1919/20 bezog ich
die Universitiit Halle- Wittenberg und widmete mich dort dem
Studium der Mathematik und Physik unter Anleitung der Herren
Geh. Rat Wangerin, Geh. Rat Gutzmer und Geh. Rat Mie.
Die beiden folgenden Halbjahre hiirte ich in Jena bei den Herren
Geh. Rat HauBner, Prof. Koebe, Prof. Auerbach und Prof.
Winkelmann; die Seminariibungen des erstgenannten Herrn ge-
wihrten mir reiche Anregung und Freude. Fiinf Semester studierte
ich dann in Géttingen, wo ich hauptsiichlich bei den Herren Greh.
Rat Hilbert, Prof. Courant, Prof. Franck und besonders
bei meinem verehrten Lehrver, Herrn Prof. Landau horte, unter
dessen Leitung ich in die Feinheiten der modernen Analysis ein-
dringen lernte, und dessen Vorlesung auch das Thema fiir die
vorliegende Arbeit lieferte. Tiir die wiederholten Ratschlige, die
er mir bei ihrer Abfassung erteilte, bin ich Herrn Prof. Landau
noch zu besonderem Dank verpflichtet. Wirtschaftliche Umstiinde
zwangen mich, in der Zeit von Ende 1923 bis jetzt zu Hause einer
Nebenbeschiiftigung nachzugehen.
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Tag der miindlichen Priifung: 14. Juli 1926.
Referent: Prof. Dr. E. Landau.

In der Arbeit vom Jahve 1922 Some problems of ' Partitio nume-
rorwm’; IIL: On the expression of a number as a sum of primes [Acta
Mathematica, Bd. XLIV (1923), 8. 1—70] haben die Herren Hardy
und Littlewood wnter der hypothetischen Voraussetzung, dafi alle
Dirichletschen L-Funktionen in ciner Halbebene 6 >0, wo § < 3 ist,
keine Nullstelle haben, hewiesen, dal jede hinveichend grofie ungerade
Zahl sich als Swmme dreier ungerader Primzahlen darstellen libt. Wie
grof} eine ungerade Zahl sein mufl, um von dem Beweis erfalit zu
werden — das soll hier untersucht werden; und es ist von einer
gewissen prinzipiellen Wichtigkeit, fiir einen Beweis, der asym-
ptotisch ein so bedeutsames Resultat liefert, auch eine sichere
zahlenmiifiige Grenze dafiir anzugeben, von welcher Stelle an er
gilt; wenn diese Grenze so scharf, wie es mit den gegenwiirtigen
Mitteln moglich ist, bestimmt wird. Freilich so klein wird sie
nicht ausfallen, daf sie die Behauptung fiir die vom Beweis aus-
geschlossenen Werte nachzurechnen gestattet! Denn es wird im
wesentlichen eine Potenz vom Exponenten £ —0 verglichen mit
dem Quadrat des log; und selbst im Falle § = }, der offenbar
das iiberwiegende theoretische Interesse bietet, und auf den wir
uns bei der Zahlenrechnung von vornherein beschriinken, ist z B.

die Beziehung it =0 =log’ 1 zwar fiir n=2,15.10" erfiillt, aber
filr » = 2,14.10" noch nicht. .

Als Grundlage nehmen wir die 'Partitio numerorum’; 11L; nur
in einem Punkt, der allerdings fiir die Abschiitzung gerade der
wesentlichste ist, benutzen wir die Vereinfachung, welche Herr
Prof. Landau in der Arbeit Zur additiven Primzahltheorie [Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XLVT (1922), Seite
349—38b6] gegeben hat. Dadurch werden einerseits gewisse Kon-
stanten, die keine giinstige Absclifitzung zulassen, vermieden; und
andererseits gibt das vercinfachte Verfahren in der Grifenordnung
der Vergleichsglieder auch kein schlechteres Resultat als das der
Herren Hardy und Littlewood. Die Untersuchung, welche
dies im einzelnen dartut, soll hier ebenso wenig ausgefithrt werden
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wie die Minimalbetrachtungen, die zum Auffinden der giinstigsten
Zahlenwerte der im Verlaufe auftretenden Parameter A, r, ¢ u. a.
gefithrt haben. Im folgenden werden vielmehr diese Zahlenwerte
an den betreffenden Stellen sogleich angegeben, und mit ihnen
wird alsdann das zuvor pnammm@ﬂoowgm Resultat bewiesen. Es ist
immerhin bemerkenswert, dafl dieses in einer scharfen numerischen
Konstanten bestehen é&.a — trotz der geringen Kenntnis, die
man iiber die Ordinaten der Wurzeln der ¢-Funktion hat.

Es sei

f(x) = 2 logp o

p=2
wo p durch alle ungeraden Primzahlen liuft;
O
filx) = 2 v(n)a?;

&=

nach dem Cauchyschen Satz ist

1 (@)
() == A wa:mﬂ: du,
oVe
wo iiber den Kreis [#| = ¢ " in positivem Sinne integriert

werden soll. Es sei B = y2x\n. Der Integrationskreis werde
mit Hilfe der Medianten der zu [B] gehbrigen Fareyreihe, deren
2x fache als Amplituden der Teilpunkte gew#hlt werden, in Teil-

B
hogen zerlegt, deren Anzahl 3, (k) ist, und deren jeder genau
k=1
S
einen Punkt ¢ ® ¢ im Inmern enthilt, wo

2 mim
o=c¢ ¥ mk=1 0=m<k=B

ist. Dieser Teilbogen B = B, hat die Gestalt:

=g X Sl Qulﬁﬂll&w -9, =0=49,,

SR

Fiir »(n) erhalten wir so die Darstellung

H—. "3
v(n) = 5 W... S .\x.@_v

Es sei weiter

X (k) |
Sl = 3 B 5 b= g(k);
(n) wm . ® mm._ @ WO h @ (k);

bk
ﬁ‘ LA @ml W.Q 3

0 = Bm = f(x)—1.
Alsdann ergibt sich
@) —¢*| = [@]|[F@)+f@v+v' | =] 2|3 /@F + ]9,
£0)= e < [ 1F@=v FORT IR

e » muwalil_m&m o 5 _.&..w:i
e m<a\,_3&1e§

= 3M\: (2) — o] o

A

[ L a3 [ )=

a.&.
<je a_mbe_:_@_:f mha__ii

v -5 \ o
g *
m :
*M% @E?TM% :::i Max. | @,
4 0 0 Yy I.K.nw
A
wo zur Abkiirzung  Max. |@| fir Max. DMax. |@,(x)|
V= e « auf B,
_e\n—_ Sy n
geschrieben ist.
Hierin ist
™ i
M.\. [f()[ a8 = \, f@dp, wemn a = |z|e'?
8 e :
_2Vap

= 2z 3 log’p|a|? = 2= 3 log’pe ™ .
=2 p=>=2



)

!

,\. [ "d# = 0, wenn & nicht quadratfrei;
B

sonst

F_m dir n 1 "B .de A
19 < % BTN . "
v\. @: F:x.. : ' 2Van H.T,,w.nr.n. ok

Fw " kB

@m&mw ist

3 $ |
v(n)— B L .\. M.m%ﬂ da |
B

wo hier wie spiiter die gestrichenen Summen stets ither quadrat-
freie Summationsbuchstaben laufen. Weiter ist

3 ey ,%.u 3
Yer o = Yo o
X x
B G = ...la.H :

W a®) dy _ p®) , a TH o
T <| mm Sy s k8 \ 2 > dy ;
+ By .5, ST A7

und, weil cm#m:ﬁﬁ%

IIA
e o
—
g
T
S
i
w&\
2
P
8
%“:

A
1 \
8
B
=

(8)

@

(8)

; 1

| 2i

W g e®
.\W St dx NJ b.a 9 |

Folglich ist

%= -

n'
2 an (k)

B :
3 e m e =S
Aus (1), (2), (8) folgt

o Sople iy BT g

k=1 k=B 7
_2Vmp ?
wm,\a TR
e R R e;w log®*p e % LA Illv
4 Vi @Ww it V= w_m.u o (k)
jg|=e¢ " .

Der Natur der Sache nach ist v(n) Z0; S(n) ist reell. Daher
ergibt sich

eﬁaww S(n) — rechte Seite der Ungleichung (4).

Wir werden beweisen, daf — unter Annahme der verallge-
meinerten Riemannschen Vermutung — fiir ungerade » > 3,6.10*
gilt:

<!» B k 2 n? &
aMHAe@v 5 nwlwmmm%
Ve I;w\.mh St |
3e | - 2 n =0.
i Max. ,\M_Bﬁm\mmmwomh e ,\A._.“IHGQSV
|#|=¢ "

Damit wird das Ziel dieser Untersuchung erreicht sein:

Unter der Voraussetzung, dali die auf alle Diriehletschen L-
Funktionen verallgemeinerte Riemannsche Vermutung wahr ist, sind
alle ungeraden Zahlen = 8,610 als Summe dreier ungerader Prim-
sahlen darstellbar.



S
Hilfssatz 1. Fiir jedes (nicht notwendig ganze) x = 10" ist
z ]
g, o w ] T H-_Awo=.~+m_+;m.+ 10-.
n=1 @) n=1 @)

Beweis: Fir 2=1 ist?)

e = 2 imfet) = 3 isp Loy
=190 n=1% ply T =1 ~_3@_:.uiu_.
& i
H SR SRR 1 L 1 b <ol
M 1! sli..H " m%iu. .INWN ﬁw%g BE sty i m
(mh=1 (m, D=1
nun ist
H.HAH..TWV M“‘ \H\A“ MH
|l Pl m=<z M~ pZpm’
(mh=1
.und daher
il T e il e T+Jwailv I
ne=1 ®(n) |~WN:W_|_N”%! sMH_E ) HW =1 M{H n
f- H. ..R... H o uﬂ .R.‘ H
UL e e ey
&um

1) Vgl. Landau: Ueber die zahlentheoretische Function o (n) und ihre Be-
ziehung aum Goldbachschen Satz. [Nachr. d. Konigl. Gesellschaft d. Wissensch.
zu Gottingen, math.-physikal. Klasse, Jahrg. 1900, 8, 177—186].

2) Ein Produkt E bedeutet 1 fiir 7 = 1.

8) Es lohnt sich vielleicht, die asymptotische Formel fiir Mw

e ﬁé

stellen, wenn auch nachher nur die Abschitzung des Textes gebraucht wird. Es
ist (vgl. d. obig. Beweis)

herzu-

To=32 B2 3 2o 5 tOhulig4oy Ao

= 2 o
el a=va® S8 T Lo n=ya" ©
”3»
@ =
= 3 EE Qoge+ O—2logm)+0 3 2En—lgs , , 1

% log e + € —2 MV G
fay (lose +0—2 5 @)+ ?

Die Verschirfung des O-Gliedes geht am schnellsten mittels der Formel in

Landau: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen [Leipzig und

e R
Aus der fiir s>1 giiltigen Reihenidentitiit

L _ e S e R 1
M wﬁw m.v .,I. M Eﬂ M. .x!

ﬂlmm n=1 " \_.B“__.Eu

folgt

e, FUl e

g=114 n=1 " =1 M

Berlin 1909], § 163:

N e
Q(x) = mMa_ wﬁu @+ o(\z) und scharfer:

Loy G0-Qe-)_ o 0w, 0
ey D 3

3AE$§+C [#]+1

1
t.dmi_ gL r+§+?§

e .ﬂwv log @ - const. - c.rw..\ und schiirfer,

Fiir s > 1 ist nun

Zvww = 0 gtog) = 10+ )1 (4 Gmpms)

iﬁHmF

n=1 s .Eﬂ.upﬂ__wﬂ.u
A et o S Ty ;
wo ¥ s 0ine Dirichletsche Reihe ist, die fiir s > 0 absolut konvergiert.
me==1
Daher ist:
1 So D C BT HA 4 v s D
S P — == o (lop @ o} s 22 (2 ==
sﬁnsu iy Mas oA & wAv‘EW&S
e n< - P
T
1 o Dplogm S W o R I T i D m
T I % -s_ﬂsm e _ 3_.._, ¢\H #.0 p> !...w_& f\s
m=ua m=\ya Vo<m<gz
nun ist
ol ) A
=14 ) = e
m=1 M /) Pl 4

logp p*

W“ Dy logm W Dy .I%m”t%mﬂ.mww ¥

m= ms n=1 " A e e R
QI:GW
L Dylogm logp
S =], o K SRR T T8, R
ST b % oy



=il

Vo'

und hieraus wegen
A o
N.H‘.ummimcmq._.«,T e o e d ey A [ N
& /\& <w D}
s e mi:,__ < R e G2
ﬁmﬂqi WJ (log x4 C —2log 3+:HL~
q "= :
(& @]
S ::: (loga+ C—2logn)+C 3 H
T =1 W : n=> <&
¥ 5 2log :_1] log iy w
. n=\x 5 V
1 e W
< dglieerosf wre(Lof” )
: [Vee] 4 1
- log: hz w v S0 50 log n ! 2
: [Va) + ;
fiir x> ¢ ist dies
? ch:. AP Hw e ﬁw_v+~ A# v._n log Lo 4 +.:,ﬁ.<;._.. %
* " <_, o+ ; Va
und hierin ist
log2  log8 & logn _log2  log3 B2 #on "
¢ 3 5 a :
Ay S sl Sae aay e +h o
. log2 logd 1+4logd
E BN e R T
daher fiir 2 = ¢
& 2 6+ 2lop a
b .w Oc.mwr_s.‘ +~ u Fou r‘_‘jh.
qg=11 ES \Va
T S s 1

und

(Ga)

folgt hiermit die Behanptung.

daher
& , - _ow@
3 - = loga -+ C—=2 2 o\.....av
+ 3 _\U.L .0 L
m <<\ Vi Ve
. logp :
= loge 4 04+ 3 — 25— 40— und schirfer.
e e T v

~dn

o % 5 3

Hilfssatz 2. Fiir # =0 (nicht notwendig ganz) ist

(7) N».Jn A n v 57
; ]l G:l
Beweis :
% @ h_.v @ w IH
: - - 1 :_;.w..ii-v
SM—AAQAEVV pr W Aeﬁ_ﬁv 3WUH~M¢HA l—lﬁﬁ]va
S 2p—1 aﬁg 2p—1
SR s [%)yy 2p—1
:Wwwzhm (p—1F e W__MCTIC..._
. w_le 2p—1 \?)
=z - < g AH o v
so3 bl <ol 222
Sl BN 2 \_5 A 0=
. ap—113_ & o B p=a (p—1p
o i)=3, 1,0 o)<
2 3 1 w
B haitt B W,
An\m\.\ b wﬁ << D,

1) Dies geniigt fiir unsere Zwecke.

2) Das selbstindige Interesse liegt hier wieder bei der asymptotischen Formel ;
Fiir s =2 ist

Z n? : p* P(2p—1)
o = 1t ) = 0 B+ 250
n=1 PO Ty Fo—yp w Jm : +€|:§m+3
X0 8 D
e S, e
=1 o=y’
e 5 ;
w0 N e cine Dirichletsche Reibe ist, die fiir s =1 absolut konvergiert
m=1
Daher ist

M__

= RA.GAE:VN m Ma ‘ sh;. $ hmv

=@ Tt -+ R el 2+ c,m.ana el pf
= £l T+ =) oW
(7a) \W%.wmmu ®+olyYa) = w,_lwummmv &4 o(ye) und schirfer,
worin ) S S 1

PP
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Hilfssatz 3. Iir « = 0 und ganz ist

®) oMo. oA =i 11,4
o, S L0 ] 4
& 2
Beweis: Wenn ¢ (2) = >/ A.\r?vv gesetzt wird, so kommt
n=1
nach (7)
3 1 g 2 n—1
g 1 _ T ve-ue-D
=la+~€?v n=x-+1 n'
g8 Wl 9@y _gr 5 EL
= 2 Ot T ) T 2 Wk I
0 Y+l !.i;H{.I _..A MV*S H\H‘»
Amq\ P %lmi o (L) <

Hilfssatz 4. FEs sei g(n) = q(n) ein Charakter mod k; und er
gehire zu K — in dem Sinme, dalfl der aus y, entstehende Charalter
gx cigentlich ist.  Is sei

k 2

3 2e ®
.\.I.H

Dann ist

P N o

o TL VE, falls Tn .hv w1,
0 sonst.

Yorbemerkungen: 1. Ist %N = 1, d. h. g, eigentlich, so ist
B(y)| = VK. Dieser Spezialfall steht bewiesen o Handbuch®,

N, 492—494.

(9 VB () =

1) Mit (7a) kommt
1 (@56 2 9+ 1 w 201

M: it i 5 e s
n= .n+ L ¢ ()? £(6) $1N.M+ L R Gu+ a: = H\;«rﬁs + C

Lt o« o Vo

5(6) (z41 (@ 1)

= L6 ke SR T B 6 e R,

£@©) Amq,ﬁM&.,Tu v.ﬁ 3ﬁrm+H34n oauu
£(@2)§(3) 1 1

(82) ST m Tl

Y Tk

2. Ist K=1, d. h. g, der Hauptcharakter, so ist | B(y)| = u*(k).
In der Tat ist hier B(y) = p(k)").
i%
Beweis: Es ist, ¢ ¥ = ¢ gesetat,

1B = WNQEW&SZA e QM.“«S@“Mié@-e

S S ¢ =S gn) 3 atA,.__m..vwv

y)=1 dik
p o 4 Es_lp
=saff) = aw=12tD 5 .
ATk \/ n=1{mod d) dr 4 k ,
=HHA=§~NV
Wenn g, zu K gehort, dann auch g,.
Im Falle d ¥ Wm ist D x(m) = 0; in der Tat, wire —
n=1 Aaon Wv
k = dv gesetat — M z(n) % 0, so werden wir nachweisen,
n= od v)
daf fiir (a, k) = m. =1 (mod »)
1) =
ist, also doch
N 4
&W.Wﬁ .NW“ mm, .INW.\: v.

Némlich, fiir ¢« = %v+1 und (a4, k) = 1 sind
a,a(w+1), a@v+1),..., a((d—=1)v+1)
und 1, v41, 2041, ..., (d—1)v+1 einander mod % kongruent;

denn, daB (xv+1)(yv+1), wo y = 0,1,..., d—1, von der Form
av+1 ist, ist klar; je zwei dieser d Produkte sind aber inkongruent
mod £.  Also ist

1) Summe der primitiven %ten Einheitswurzeln, , Handbuch®, 8. 572—b73
und Partitio numerorum ; 111, 3, 21.

2) Bumme der (1—wu)ten Potenzen der primitiven kten E.-W. Partitio
numerorum ; III, 8. 21 (Lemma 11), y

3) Die Entwicklung bis hierhin bei Landau: Zur additiven Primzahltheorie,
Beweis von Satz 3. 2).

4) , Handbuch®, S, 484 unten bis 485,



g
> g (n) == P glan) = yla) o 1 (n),
- k & k> k
n=1 Asommv n= —Aaoa :‘..v .«lAEcn av
(gl —1) R LS R
n=1 ?om ..w;
y(a) ="1.

Im Falle - \Mx. ist . gn) = e:_ﬂ.. -3 da niimlich
\_;mwﬁaom.m‘v ﬂﬁ:.v

;, s0 ist das in der 3 auftretende gz(n) stets 1 oder 0, und

&m > selbst gleich der Anzahl derjenigen teilerfremden Rest-
klassen mod £, welche NHAE& Wwv sind.  Diese Anzahl ist aber

p (1 H ; s
2 Ly A M.‘GTEM wo o der grifite Teiler von d ist, fiir den

f
¥ ﬂ d v
B :
() i
Zusammen kommt also

_ugnn.mm;:ea
“? P\a
nun ist, wenn » ein quadratfreier Teiler von £k ist,

Ji eS

a7 ;

also, falls —. mﬁm&mﬂuﬁ

FoA 1o @/
Bll=3 ud k 3 m%ay:

% dld
de i
K W
P.y ‘LWH
(0) . S 1
¢ o3 Ll =T 5 B eb
%_w @,E:a m_w a,\..
5 5 “%w | K9
(3)= (0 5)=1

= K, falls Am hhv 1, sonst = 0O;

1) Dieser Rechnung liegt eine allgemeine Umkehrformel zugrunde: Ist &

falls “.m nicht quadratfrei, ist
Bp)P = _M ::: .NAM\__
g ola)
wo K' so bestimmt mwr dafi M‘. quadratfrei ist und jeder Prim-
faktor von ?.. auch in N: ' vorkommt; alsdann ist aber Tm %_ VV 1

::m daher b:t..m 0%

fest mmmmgz ferner g(n) = > w(d)f(d) fir alle quadratfreien nk, so ist

din
f(n) = 3, wid)g(d) fir jedes solche (k).
d'n
1) Definieren wir allgemeiner
Amim .
T
B(y) = V z(ie ’
mqmm
so kommt, falls (m, k) = 1, also ¢ k primitive /te Einheitswurzel ist,
_:2::
k
B(y) =z (m) V i(mj)e ;
Je=1
- wM@,
[Bpl= X zle .
=1
wuﬂ:z”
e

Ist dagegen (m, k) = 1, und zwar e primitive k' te Einheitswurzel, so ist im

Falle K ¥k gewilh B(y,) == 0; denn der Beweis ,, Handbueh®, §126 funktioniert auch
dann (dort hat K eine andere Bedeutung!). Im Falle K|k' ergibt sich, mm. =il
Fm

v .
¢ = p gesetzt:

k ¥ d—1 Py (@) ¥

Suie= 3 3 potant T = 0@ 3
b w==1 g ==0 ni=1

wo d’ wieder der grifite Teiler von d ist, fiir den gilt (&', d') = I, und Wwo i

2w () 0%,

der aus g, entstehende Charakter (der ebenfalls zu K gehort), > z.(n)e"

also ein B(y,) mit primitivem ¢ ist. Wir haben demnach als Resunltat die alle
moglichen Fille umfassende Formel: .

| 2aim . | 1 ¥

[~k e o (k) Aw. v K, falls K|} und Tm v“H
ﬁwm.v & M NaA.\.V@ \__. | P .ﬁ;h__\w m—. L«ﬁ /\ ) # ’ N ’

J=1 : (0 sonst.



Hilfssatz 5. Fir § =11, (=0 ist

k.4

g e £ 2 e
{10) | (A4 ti)! Mk.:&,\mam 2 : Q#._-va 3
Wi
= V3
4@) = L SR gy ey
¥ 2 (I+2) (1+22)
181, -
Beweis: Es ist fir ¢ >0, t =0 w
‘lu_lﬂmmmﬁ Jlm m
I(s) n=1 ;
1 (ot oy +8) — %
VR AEEAT 2y b B a4 P Ty
el el e s
o0
log|I'(s)| = — Co—}log(a*+)— 3 Aﬁommﬁ;.m.&f.mvlgmxim‘v“
el

Flog|I'(s)] _ Q (n+o)—+#

de* el ((n+ 0)* + g

Diese Summe vergleichen wir mit dem Integral

oo bnu..l.&m xz o0
ity TR SO Ll 1o S =
3 ASMIT%VN da “ n\.ma_xw‘v 0 Q = Ov
Die Funktion ihM|i“ ; von x ist fiir x>0 erst wachsend,
(2® 4+ 8)
nachher fallend und erreicht in » = #\/8 das Maximum w“ daher
ist fiir qu und = —
2 <w
g okt ﬂﬁirz e SRR L Lo R
Dot T S T N e B
0 p_p K [tV8—o]+o+1 ,a_p 2 m
- g 0 — ey AT
e AR T L
o-1 1 _ Bl=1=1f-(@-1_,
G_1F4+F 8 —  8P(o—1F+6

denn
2
Bl—=1)—1)—(c—17 = aa|8.miqm+qu

= 8¢’ (6—$)+20—1=2=>0;

“ a X (n+ a%l%
und fiir ¢ < <w _mﬁaMo (1% o) + B
sind. Daher ist fiir 6 =4 die Funktion log!I'(s) bei festem
t =0 eine konvexe Funktion von o, also speziell auf der Strecke
iSoE2:

= 0, weil alle Glieder >0

log|I'(s)| = log| C(§+1i)] + wcoﬁﬁaia —log | I"(§ 4 ti])
= ﬁlquuom._ﬁ@.*:? ) +(26—3) log | I'(2 4+ i),

r@) = |ra+mlt 2 e+
Nun ist
D(§+t) D —ti) = LW.+:§lzuw@,*.:_vimlé
; _ 2=(3+7)
= GO ma— ~ 5 = =
P@+4) D@ —ti) = (L+ti)ti (1 — i) DE) T (L —ti)
= it  2mi(l+7)
=+t gnm = g
daher kommt
PN ) £ i . i
Aaaau_la]a“vmlla , ?aﬁl.m,l adallw f

diese Abschitzung gilt fiir {=0 und jedes o des Intervalls
3 = 6 =2, und liefert fiir { > oo als obere ,Limesfunktion” sogar
die asymptotische Formel fiir I'(s):

3
VZre 2 £°— %

Setzen wir noch ¢ = HL.[» go kommt fir} S 11, t = 0:

w 2 1—1 b u..l .
. i +#) (148
I+t = \2n £; L — S
Q.u._.wmv.w ? s aJH ».A.:aul_ aJ —1
Wegen
EhL e ol 1 ik e ¥
AR L N PR e LD
1+2xt 1+¢
ist hierin
i 1—4
; o i)
?a .lad»lw 0 —4) f

und der Ausdruck
T L
Q.u ol uwvw‘




(11)

R e

nimmt seinen gribten Wert A (1) (der nur wenig grifier als 1 ist) fiir

5 debg

TR némlich

Vi i
Ay = A £ —
g a4+ " rat

Damit ergibt sich:

1

G (140f—* A(2) :
_r i
PO+t = <v§ ahﬁl x) { oo ria“vm —1 (t=0),
; S H ¢l 1
IG+ii)| = A@)V2me 2 (¢ +1}—3 (= 0).

Hilfssatz 6. L (s, 1) habe in der Halbebene 6> % keine Null-
stelle. s sei N(s, y,) die fiir a.Vu. durch

N(s) = N, = 3 %(2) Wgn. L
v v
definierte. Funktion.  Dann ist fiir ) = 0,526
NA+ti, 5) | <7 752 log I + 752 log (1t 41) 4 10400.
Beweis: Es ist fiir 6 > 1, also fiir ¢ = 2

2 W
N(s,g) = % 2(p*) log p

?

~ y V(=)
i : L dog p
,?:..T:“m" (A4ti)! —
e | |+ W =1y
L. Ist %, nicht der Eﬁéﬁn_ﬂmnmw%ﬁ so kommt fiir ¢ >0
i AT o0 753 P e s,
L= 3 Byyt §- SWoREad.
n=1 % n=m-p1 4
wenn m ganz ist und R(r) = M 1(n) gesetzt wird,
==l
m o n-1 s j2ae
Lo :: L(w) R (m)
.ﬁ‘.d — b 7 g gondh s e
5) §W|!Lu e + s 3“M+H : e e C.:.l_l.._..ve..
et fi I k : 1
wegen | R(x) = g < w..: folgt hieraus fiir ¢ = 5
1 \.u R du I
L) = MJ 5 :
) T wan <: Tl m+1" U NC:.TH% :

1) Fiir B, (x) ist die schiirfere Abschitzung R, — 0O ( Vi log k) bekannt, mit
der sich jedoch in unserem Fall keine nennenswerte Verbesserung erzielen licBe,

e

also fiiv m = [k(/t/+1)]

; , e +_N \v N2 \n‘\wi‘
LI S 2VE(H+ D+ —5_ SITOES ) z_jé

_ﬂe. R e
Vi (it +1) m<>.:w+

MN<\,AW+H_+T+ v

= BVk({+1)
Die Funktion log L(s) ist nach Voranssetzung fiir 6 > § regulir;
und dort ist ‘

R ucma_. L Fh. :L
daher liefert die Carathéodorysche Ungleichung ﬁ.:. &@. oﬁmﬁa
Derivierte, angewandt auf die Kreise um § -+ r +¢i mit den Radien
round # 4L —4, wo r == 0,508 ist:

= log 3+ L log k+ 4 log ([t 4 1);

B

(A1)

1 :
Hc:.fln_l_?+H wwwoﬁ.HAmlT‘-T?Vv

A

2r LA A._ca. 3 m.\ log I +
(A=

2 1 . Pt v
= Ches ?cm‘wu*l lagEt: 2 log ([¢}++ +5+3W‘§ i t_S@iTi
IT. Ist g, der mm.:wknnrﬁ.:wﬁﬁ.. so haben wir
Ly rﬁ p
..NK.E % w +W» =1
N W AOS. .wc
; (A1) | M_w;+: l_..wp i
Nun ist fiir ¢ > 1, m ganz und =0

ntlogom 1 n+1 du
..,..\.s o -duw = v o

7 n
o n+1 "w—n = 1 OOl
—8 2 .\‘ s = % H_ o =3
3.”.ﬂ._uﬂ n L n=m+1 :+ m+1
m 41 1 1 1
o w?;lz.u_ W og~1 (m+1)"’
T - .\.::_Lzlz 1
g = X -—~—38 — e+
£() Wi ,.x HWU.T vy wtt (m41)
i ¥
+

s—1 k1

eine Formel, welche auch fiir ¢ =0, die Stelle s = 1 ausgenommen,
: I



TR (s

richtig bleibt; fiir m = 0 liefert sie

o0 n-pl,
2k b oh o i B 8 s du,
: s—1 =1, ™+
woraus weiter folgt:
[ el
wréuz.utlwm fir 60, s 4 1;

denn es ist fiir n =1

e ﬁ__.b. g r\w m%uTE:TWV.IH e

n

g \ 17 ==, jr) e <0

3+Hx[=a_@.ﬂ nt+1l g
e 5
§Q+_. M §q+—

n "

Die obige Formel fiir ¢(s) liefert jetzt fiir 6=14, [t| = a = 0,412

.ﬂ ‘-v.oom?. H H Tq
= 3MH w 4 2 il o +T;+C + [s—1| G

also, m = [|¢|+ 3] gesetat:

ﬂ L3 3 Q+ _mm .}Hl..? ...... .
EEI=1+2(ViH+3-1) +— 314% ﬁ_@T_Tw; ~ Y1
t+3% 1
Viti+3  Vigl+g @

Daher ist fiir 6> 1, [t =a:

=2V +§+

log [E(s)| AHomAw+WmV+.MiHomAE+W:Y

und die Carathéodorysche Ungleichung liefert ihnlich wie
vorhin :

‘w‘ 3

Gkt = 2 ‘%,?ﬁf K wHomA_ﬁ_+ﬁ,+&+smw@+é
fir [t{ =a+r = 0,92

1) Fir die Lindelifsche u-Funktion gilt auf der Strecke L a1

#(@) =+ d h. es ist in der Halbebene o=} £(8) = Am-_.mv fiir jedes

¢>0; und aus {(s) 5 O fiir 6> 4 folgt sogar p(s) = 0, d.h. £(s) = O(t)

fiir o ”V.,M + d. Aber diese asymptotischen Formeln haben fir unseren Zweck,
wo eine Abschiitzung von ¢ = 0 an bendtigt wird, keinen Wert.

e f %JWHA?+VS?$¢

Auf der Strecke [£| = 0,92 bedienen wir uns fiir _ M.E.I:“ mms.,..m.
Abschiitzung, die nicht von der Hypothese, daB (s) rechts von
¢ = } keine Wurzel habe, Gebrauch macht, sondern &w vorhin
gegebene Abschiitzung von |§(s)| nach unten benutzt: Es ist

.
: 1 oo 3+Hz 3&; oo " " a.H &
I s i e e duts —logudu,
==y B [T e B
PP she 2 log u " 1
und daher, solange 24— \/(1— 1)’ +# = 0 ist, wegen -\H. o =5
i ooy oG
L& = L=+ " 22 I
)=
VL= +# 24
(B B R
VL=2) + 27 ey

Vi (20— <2I$M+E
der Nemner ist auf der Strecke [¢| = 0,92 positiv und nimmt dort
wegen

B i e T 3 (E e
L@ — V=D %8 = — wﬂ +__a.<,w = ‘_W.,w._, )

mit wachsendem |# stindig ab: daher ist fiir || = 0,92

&&.

v AEP +VA=27F0P% + 5 <ﬁ+ s e

_ w__ o S = TITE O s Rk R TR ——— S
TR VE + 0,92° @T VT =2+ 0,92)

g
¥ i M ¥
und die vorhin fiir |#| = 0,92 gefundene Abschiitzung von F -(A+1i) ! |
gilt schon von ¢ = 0 an; weil ferner o MI‘H »iwu‘ ist, haben
wir somit als Mﬁmvim von II:
1
H Q +tf = .;.:.-W.%l A(i log &+ ﬂom Am + v

‘H\_omAw,+ﬁ+wv+§mwA vv



I und II sind vereinigt in der Schlufformel :

3 2r {1 1 \
NG+ ti)| = srm Aw log &+ 5 log (¢ + 1)+ log (3 + \_L
1 3 3 ﬁoa. )
< loe [+ . o | ) g ! .
+t9 QUA‘._'MV‘..T_.:U Am.._.;v.*.% Ppr—-1)"

hierin ist

1 4 1 o0 an
log ¢ .i+._,.v =2 .rﬁA b v\.nTnAH .\. i
AM ey :m+.~. o5 s w...w -+ . |

=:log “ Hw = log 126 < 4,84 ;
ferner ist fiir 2 > 1 r
.&WV.\. 3__ SEBa )
SRR : .
¥ > co »
e F r”m.dw‘ E +,\‘ FW g
log2 log8 o
< -cm.\ P.m.l.. +.\, .Emz dn < 0,72 4 LR i
2 (x=1p"
und daher
log p log p ?q log p
it L3 2 W S s 2 i
WU P(pr=1) W.,LEENIM +W p™ H + (p*=1)p*(pF4-1) :
=t ¢ w\ _
2H—2ByH—2(B2
5 Rkl L |
1 1 1 _

o 91—1 =t 371 -1 e A +0,72(101 —8) < 24.
Setzen wir diese, sowie die Werte » =
ein, so kommt
| N(4+ ti)| ’
< 1504 (} log b+ 4 log (/| + 1) +1og 5,428 + 1 log 2,008 + 4.84) 4 24
< 782 log k + 752 log (It + 1) + 10400. v

0,508, 1 = 0,626, a = 0,412

Hilfssatz 7. IFir n= 10" ist, wenn die Riemannsche Ver- 1
mactung wahr ist,

(12) > logipe A - A
p=2

Beweis: Nach der Mellinschen Integralformel und wegen
der absoluten Konvergenz der auftretenden Integrale ist

|

-t

2\7p 2\am
s e 7
> log'pe T >, logm d(mje e
p=>2 m=1
co 1 w+e.u0.ﬂ._] h ”n a_q
= 3 logmdm)=— s)m™ -I.u.v ds
Ehﬂ.: 0w Alm) CPF .\,..N|:c (s, w<a
Bt s 4 % ri(, v = EEMEN)
2mi 2yn/ m=1 m
(2)
8 sall
== m-... .\.H;.,.__A:w\‘v A:w\v (s)ds
2mi 24/ \&
2 .
: nlogn o (2 A " vk.aﬂ.ﬁomwﬁ.& s
Y w<a (C'+1log <i+w3@hﬁ.: ava -
die Verlegung des Integrationsweges war erlaubt, denn — iihnlich

wie im Beweis von Hilfssatz 6 — ist
N
Amv (s) = O(log{) gleichmiifig tiir ¢ = § + 09, d >0 fest,

Nach eciner Formel im Beweis von Hilfssatz 6 ist fiir ¢ > 4,
it = 0,412

log &(s) << L log (1 +§)+ log 5,428
daher.

9-te Derivierte analog wie dort anwendet,
r = (),608:

%_:QWG n 7 L Rl s 8 o B o f 1 v
= ‘MM s b Hcsﬂ_x.+b + wv._'?j chww.v?amﬁm +~v

1 8 + i
=131 AW. log (£t -+1) + 9 log A_.{_- wv + log 5,428 + HomwA.w. + ,vv

< 66 log (/£ +1) 4+ 910:

wenn man die Carathéodorysche Ungleichung fiir die
fiir ¢ = 3, /=092,

und dies bleibt auch riehtig fiir || < 0,92: denn dort gilt:

MWW\.AM‘+?.V_+, wih .IQ _.

o0 w1,
§'(s) = \JN‘JW\.TN = W.H|3 log u du
: Twll w fo=1 n w
o nt+1 oy n

ger g log® u du



- i
wird dies — p» = } gesetzt — wenn man noch beachtet, dafi

R Jpot :
.\H‘ .cﬂft du = an ; also mrﬂ._,.i = I's NH 8 .+. w " S ”.u_

% Fm w;?:

AN e

4y 3 FE VA =
=4 u..sw_.mw. --.% pP+t 5 5 ww:‘.Hl @i
VP4 2y —Vi-yp
2y

3n+$
e 3 2

<ﬁ‘t3f e (L= F 4 5 <e +& V(1 - 3.,_% _

ol TLAR Y PRI .
NP+ ERy - Ela.r_.z _

der Nenner ist fiir [t =092 wieder positiv und mit wachsendem

it abnehmend, sodaB wir haben: fiir ¢ = y =%, [t =092 ist

4 A ki
(1- u\a Ty ,: u\f;;f. « V0,92 \(1 L—p\+092

-~ - e : : Sy
V0,92 5 <a pF + 0,929
£ 2
E u\,I\a P +0,9% + 2 - +§w.<c|3h+§m
+ e e R LS e S g 91
VP 095 @5 = Vi =) 4 0989 s
8 st
co \ITM“ ¢ oo — “.m
.\4 e (t+1)* &A.\ e (t4+1)dt
1] 0
SRR A SR g
e ?:o o+ §)de = ?v g A
co am Rs
o i I o Mt ( 1F
y\a g A (14 1) MOM.QITHV%A.\‘ ot a..TH dt
0 0 e §
4 /8¢ 2
T e Qav._r v.ﬂoaw

Mit diesen Formeln und der Formel (10) ergibt sich nunmehe:

ok 0 S

e S

T

< m i <mm @dm,vm .\. e Gl iy 910) ¢

AAE\L ,\Imﬁ vao 0,52 + 910.1,05);

hierin ist \HA v <m < 1,01 und daher die rechte Seite

V36
;
< mooAl@uv .
Setzt man ein, so folgt:

_ 2V=p

2
loglp ¢ %< = nlogn—184_"_ 4800 Al.fv
P W 2 ;L w <I 5

< 2 \m
4+ 800

und da »n Vulww. Vim tir n =10 ist, so ist die Behauptung be-

wiesen.

V=

n

Hilfssatz 8, Auf dem Kreis |a| ist

(13) | @] < (475 1og n -+ 8770) n°™™,
Beweis:
f@) = 3 logpa? = 3 logpa?+ 3 logp «?—log 2.2,
p>2 DLk plk
| @] = |f(z)— @_M_ log p aul.ﬁ+Homw_+Ho®w.
bk _
2mim
B g

2logpat= 3 logpe e
prE Pk

2xim

E 2 H,\.m._l.oo —5 —s
Y

= 3 "logpe p I(s)ds

nach der Formel von Mellin (denn R(y)=>0)
2mim .

Yy
L g p " I'(s)d

s logp e e
wwwemq.mu&@ 2 dwi

(4, %)
T

=L “,R

(2)

i 5
sai | v T Z6) s
(2)



T A

maﬁ..Eu.

B s log p
13 26D

P=j(modk) P

! =0 werde so bestimmt, daf jI = 1 (mod £). Dann ist

wo Z(s) = e
J

B 1
() = I e 1 ()

und
PRI ‘a\gﬁﬁ@ = S0 R‘waﬁv\mﬁ
% » & P P p
_.OW.E < .—.OM.M..
&= X— ih)y="h P Y e
W v w_i 2) ﬁm,ﬂwo@ v
Demnach
S A ;
y I Bt
\wﬁ.m.v P M.: MRA.\V »/ﬂﬁ.w.._ Rvu wo N(s, Nv G Mﬁ%kv uom.uh‘u
h 7 : s P
; 2xim
i g s
Z(8) = 3 Z N(sp) W ¢ ()
=
2 imj :
1 MR Sk =
= 5 2NED1m e x(mj) = 3 N(s, ) 1(m) B(3),
xz J ‘ %
b T 4
e T
wo. B () = .MHm 2 ().

“ H -H .
= Jogp o = 7 300 B@) 5 [ 116 N6, 1)
mi : )

Die N(s,7) sind in der Halbebene 6 > § reguliir, ausgenommen
das dem Hauptcharakter entsprechende N (s, 1), das in s =1 einen
Pol 1. Ordnung mit dem Residuum 1 hat. Nach der Vorbemer-
kung 2 zu Hilfssatz 4 ist daher

bt e B & llw..%ptoo..
%W“wwom.%& it 7 5 Wacéwcﬁv L ¥ I(s) N(s, x) ds
und
o<1 D wa s RS
=SB g [ IO N ) ds|+loghologe,
: A —ico

wo wir wie frither 4 = 0,526 wiihlen. Nach (9) ist

| @ = W\ww Emw; .\._qiﬁamvbﬂ? %) ds | +logk +log 2;
L m.:@&_w_

(1)

-

S B

<uﬂ . ! o m|qm
Gl gyl walbe ]
s dgh P T | o roiaka .|<.H.
¥ i f = |y| Phlos e T ..m.lnﬁ.o@_VmEm = vl
nach (10) ist
T
— 18]

9

IPO+6)| = A@V2me e+ A1) <1,002;
nach (11)
| N(A4ti)| < 752 log k+ 752 log (| t| + 1) + 10400.

[y e N, g s |
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80 i i lf] i
Am@%ﬂﬁ%:ﬁ.i&%:sl\ P R L R e

—0Q0
co -~ 21|
+Es<w|admm§t».\ Farey T g 1 Hog (18] 4+ 1) i
— 00 7

hierin ist

co ¢ |.m.n|u
£ 2 1t

=00

co L
H'\, A%ﬁa.crmlmlgno&a 2 Qs_;va.iw&
0

= ,\.oo?l &+Q|&“+ .W,J (t+ Hvu..lw dt
0

QO ; < T p e s BT o
M.\ & P i) Ff% g B g
0 0

und analog
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