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Einige neuere Untersuchungen
iiber die Dichte in der additiven Zahlentheorie.?)

Von HANs ROHRBACH in Goéttingen.

Den Grundproblemen der additiven Zahlentheorie ist die Aufgabe
gemeinsam, jedes Element einer gegebenen Menge R von natiirlichen
Zahlen als Summe einer beschrinkien Anzahl s von Elementen einer
anderen gegebenen Menge U natiirlicher Zahlen darzustellen. Hierzu ge-
horen z. B. die Fermatschen Sédtze iiber die Darstellbarkeit der
Primzahlen der Form 4 x + 1 als Summe zweier Quadratzahlen oder
aller natiirlichen Zahlen als Summe von Polygonalzahlen, ferner das
Waringsche Problem (It die Menge aller natiirlichen Zahlen, 9 die
Menge der k-ten Potenzen, s = g (k) und die Goldbachsche Ver-
mutung (I die Menge der geraden Zahlen, A die Menge der Prim-
zahlen, s=2). Bei dieser weiBl man bisher nur, daB ein beschrinktes s
existiert. Schnirelmann zeigte als erster: Es gibt eine Konstante ¢
derart, daB jedes natiirliche x > 1 als Summe von hochstens ¢ Prim-
zahlen darstellbar ist.

Die Existenz eines beschriankten s ist bereits gesichert, wenn man
weiB, daB sich alle hinreichend grofien Zahlen von It als Summe einer

. beschriankten Anzahl s* von Elementen von U darstellen lassen. Diese
Fragestellung steht gerade bei den beiden letzten der obengenann-
ten Probleme im Vordergrund. Fiir das Waringsche Problem ist
s* = G (k), und fiir die Goldbachsche Vermutung gilt nach Vino-
gradow s* < 4.

Die Untersuchungen, iiber die ich im folgenden berichten will, be-
ziehen sich auf das zu Anfang formulierte allgemeine Darstellungs-
problem, alle oder alle hinreichend groBen Zahlen von it als Summe
einer beschrinkten Anzahl von Zahlen aus U darzustellen sowie auf
einige damit zusammenhingende Begriffe, Fragestellungen und Me-
thoden. Das Charakteristische an diesen Untersuchungen besteht
darin, da man von der Art der Zahlen der gegebenen Mengen ganz
absieht und nur ihre Verteilung innerhalb der Menge aller natiir-
lichen Zahlen beriicksichtigt. Mit anderen Worten: Die zu unter-
suchenden Mengen natiirlicher Zahlen werden nicht mehr arithmetisch
gegeben durch Festlegung der Natur der Elemente als Primzahlen,
Quadratzahlen o. a., sondern nur noch metrisch charakterisiert durch

1) Erweiterte Fassung eines Vortrags auf der Tagung der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung in Bad Kreuznach (1937). Abgeschlossen am 30. Juli 1938.
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Angabe der Anzahl ihrer Elemente im Verhidltnis zur Menge aller
natiirlichen Zahlen. Als MaB hierfiir wird, wenn A4 (x) fiir jedes na-
tiirliche x die Anzahl der Zahlen a < x von U bezeichnet, die untere

Grenze der Quotienten ‘@ (x =1, 2, 3, ...) eingefiihrt; sie heiBt die
Dichte der Menge .

Diese Betrachtungsweise hat L. Schnirelmann [29] zum Beweis des
oben erwihnten Satzes in die additive Zahlentheorie eingefiihrt. Aber
auch unabhingig von solchen Anwendungsmoglichkeiten sind diese
Begriffsbildungen und Hilfsmittel von Bedeutung. Aus ihnen hat sich
im Laufe der letzten Jahre ein fest umrissenes Teilgebiet der additiven
Zahlentheorie entwickelt mit einer groBen Zahl reizvoller Probleme
und interessanter Resultate, iiber die im Zusammenhang zu berichten
. eine lohnende Aufgabe ist.

Ich gehe zunichst auf die grundlegenden Begriffe der Dichte und
der Summe von Mengen natiirlicher Zahlen ein, bringe dann Ab-
schitzungen von E. Landau und I. Schur fiir die Dichte der Summe
zweier Mengen und beweise anschlieBend die beiden Hauptsitze iiber
das Darstellungsproblem. In diesem ersten Teil des Berichts (§§ 1—4)
gebe ich die Beweise moglichst vollstindig, da es mir darauf ankommt,
auch die Methoden zu zeigen; sie gestatten, trotz ihres elementaren
Charakters sehr allgemeine Aussagen abzuleiten.

Im zweiten Teil (§§ 5—6) wende ich mich den weiteren Unter-
suchungen iiber die Dichte zu, fasse mich aber in bezug auf die
Beweise kiirzer. Ich bringe hier Abschitzungen von A. Khintchine,
A. S.Besicovitch und A. Brauer fiir die Dichte der Summe von Mengen
und gehe dann néiher auf das ungeldste Problem dieses Gebietes ein:
die Abschitzung der Dichte einer Summe durch die Summe der
Einzeldichten.

Alle diese Fragen haben ihre eigentliche Bedeutung fiir Mengen
von positiver Dichte. Es folgt im dritten Teil (§§7—8) eine Darstellung
der Untersuchungen iiber Mengen mit verschwindender Dichte, wozu
Sétze von P. Erdos, H. Rohrbach und A. Stéhr gehéren. SchlieBlich
bringe ich noch eine Zusammenstellung der Dichtewerte fiir eine An-
zahl spezieller Mengen (§ 9). " '

Dariiber hinaus enthilt die vorliegende zusammenfassende Dar-
stellung der mit dem neuen Dichtebegriff zusammenhidngenden Fragen
naturgemiB auch einige neue Ergebnisse. Von diesen will ich hier
nur Satz 14 erwdhnen.

Im folgenden bedeuten kleine lateinische Buchstaben auBer e natiir-
licheZahlen, groBedeutsche Buchstaben Mengen vonnatiirlichen Zahlen,
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insbesondere 8 die Menge aller natiirlichen Zahlen, % die Komplemen-
tairmenge zu U in bezug auf 3. Ferner ist 4 (x) fiir jedes x die An-
zahl der Elemente a < x von %, 4 (0) =0, A4 (») die entsprechende
Anzahl fiir %, so daB A4 (x) + 4 (x) = x ist. Auf das Literaturver-
zeichnis am SchluB des Berichts wird durch Nummern in eckigen
Klammern hingewiesen.

§ 1. Die Dichte.
" 1. Unter der Dichte D (%) von ¥ versteht man die untere Grenze?)

der Quotienten A%x) fir x=1, 2, 3, ..., in Zeichen
(I) D(Q[):ﬁ_nAT(x) *x=r123,...).

Man setze D () = «. Dann besagt (1): Fiir alle x ist 4 (x) = «x,
und ist &, eine Zahl mit 4 (x) = &, x fiir alle %, so ist « = «,. Offen-
bar gilt 0 < « < 1. Es ist « = o stets dann, wenn U nicht die Zahl 1
enthélt. Eine Menge positiver Dichte muf also stets die 1 enthalten.
Dies wirkt besonders kraB, wenn U die Menge 8 ohne die 1 ist. All-
gemeiner hat die Menge, die aus 8 durch Weglassung der Zahl »

entsteht, die Dichte 1 — % Diese Abhingigkeit der Dichte vom

Anfang der Menge 2 wird zunichst als befremdend empfunden werden,
da sie nicht dem infinitesimalen Charakter entspricht, den man bei
einem Dichtebegriff erwartet. Demgegeniiber hat man jedoch den
Vorteil, daB die gewonnenen Ergebnisse fiir alle natiirlichen Zahlen
gelten, nicht nur fiir alle hinreichend groB8en Zahlen. Ferner liefert die
Definition (1) eine weitere Eigenschaft dieser Dichte, die fiir das
Folgende von wesentlicher Bedeutung ist: Dann und nur dann ist
o« =1, wenn A= 3 tst.

2. Fiir eine Berechnung von « beachte man: Ist

o= Min (10, 40 A1),

1’ 2 2ot T

so ist, wie man leicht nachweist, « = lim «,,. Ferner ist zuweilen

folgende Bemerkung niitzlich (vgl. [31]): Man bewerte jedes x mit
einem Plus- oder Minuszeichen, je nachdem x zu % gehort oder nicht.

2) Schnirelmann [29] betrachtet eine beliebige untere Schrank\e o > o und definiert:
% hat eine (positive) Dichte = o, wenn ‘%ﬁ =g ist fir =1, 2, 3, .... Die obige

prazisere Fassung geht auf Landau [19] zuriick.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XLVIII. 1. Abt. Heft 9/12 14
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Dadurch erhilt man abwechselnd Plus- und Minusfolgen, und der
Quotient 4

x
solange x eine Minusfolge durchlduft. Am Ende einer Minusfolge hat
er also stets ein Minimum, und man braucht nur die untere Grenze
dieser Minima zu bestimmen. Z. B. ergibt sich auf diese Weise fiir

die Menge A der Zahlen a, die entweder =1 (modZ%) oder =7+ 1
(mod &) sind (1 <= k— 1), die Dichte D (2) = Min (-, ;). Denn

steigt, solange x eine Plusfolge durchlduft, und fillt,

Tk
die Enden von Minusfolgen liegen bei x =v%k bzw. x =14 vk
(»=o0,1,2,...). An diesen Stellen hat der Quotient ‘%x) die Werte
% bzw. 7:__*;;, woraus sich entsprechend den Fillen £ < 2/ und

k = 21 die behauptete Dichte ergibt.

Im allgemeinen ist die Berechnung der Dichte einer gegebenen
Menge aber nicht leicht und meist nur mit analytischen Hilfsmitteln
moglich. Man vergleiche hierzu auch § 9.

3. Ersetzt man in der Definition (1) die untere Grenze durch den
limes inferior, so erhdlt man die Dichte

(2) 06*=D*(9I)=li£——— @=1,2,8,..)»

die als Dichte im Grofen oder als asymptotische Dichte von 2 bezeichnet
wird. Dieser Dichtebegriff hat infinitesimalen Charakter. Offenbar gilt

0= aZa*<1.
Ist z. B. A die Menge der positiven geraden Zahlen, so ist

A0y

p firx=2x"41,

I .. '
— fir — ’ L
> fir x = 24" bzw a¥ L1

also a* = %, wihrend &« = o ist, da 1 nicht zu % gehort.
Fiir die Hauptanwendung (vgl. Nr. 8) interessiert der Fall positiver
Dichte. Da die Dichte im GroBen «* unter Umstinden leichter zu

bestimmen ist als die eigentliche Dichte x (vgl. Nr. 4), so ist mit-
unter folgender Satz niitzlich (vgl. [30]):

Satz1: Dann und nur dann ist o >0, wenn «* > 0 ist und I zu W gehort.

Beweis: Die Bedingungen sind offenbar notwendig. Ist umgekehrt
«*> 0, so gibt es zu jedem & > o ein #,, so daB fiir alle x > #, stets

A—g—) = a* — ¢ ist. Man widhle ¢ < a*. Ferner sei u = Min A—iﬁ
(x=1,2,..., 7). Dann ist, da 1 zu U gehort, u = ;i— > o und folg-
0

lich auch « = Min («* — &, ) > o.
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Folgerung: Ist a* > o und 1 nicht in U, ferner N’ die aus A und
I bestehende Menge, so ist D (U') > o.

4. Wenn fiir eine Menge U der Grenzwert

(3) i 2 = 5

existiert, so heiBt ¢ die wnatiirliche Dichte von 9. Dann ist a* = 6,
d. h. die Dichte im GroBen gleich der natiirlichen Dichte. Ist der
Grenzwert (3) nicht vorhanden, so bezeichnet man

A= _ 5
x

lim = (x) =40 bzw. lim =0 (r=r1,2,3,...)

als untere bzw. obere natiirliche Dichte von U. Dann ist «* = 4, also
die Dichte im GroBen gleich der unteren natiirlichen Dichte.

Ist A die Menge aller natiirlichen Zahlen, denen eine bestimmte
Eigenschaft £ zukommt, so daB A alle und nur die Zahlen enthilt,
die die Eigenschaft E nicht haben, und hat A die natiirliche Dichte o,
so sagt man: fast alle natiirlichen Zahlen haben die Eigenschaft E.
Diesen Sachverhalt kann man jetzt auch durch «* = 1 charakterisieren.

Hat ndmlich % die natiirliche Dichte o, so folgt aus 4 (x) + 4 (x) =
lim 2% — 1 _lim Af‘) b 8
also auch «*= 1. Ist umgekehrt o* = lim 1@ =1, so ist wegen
A(x) <1 a.uchzll_frul° i) =1, und aus 4 (x) + 4 (x) = « folgt
lim Iifi) =1I—lim

> x>

4 (%)
T

= 0.

§ 2. Summe, Basis und Ordnung.

5. Sind & Mengen %;, %,, ..., Ay von natiirlichen Zahlen gegeben,
so versteht man unter der Summe (vgl. [29])

k
C=39

die Gesamtheit der Zahlen
(4) C:és a (axgmx'eu:‘OOder I,).

Py mindestens ein g, =1
Die Summenmenge € besteht also aus allen Summen von Zahlen
der Mengen %, , %,, ..., %U;, wobei aber in einer solchen Summe aus
jeder Menge hochstens ein Element vorkommt; insbesondere enthilt
€ alle Zahlen der einzelnen Mengen %,. Diese Addition von Mengen

natiirlicher Zahlen ist assoziativ und kommutativ.
14*
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Sind speziell alle Mengen ¥, einander gleich, A, = (x=1, 2,..., k),
so setzt man

k
>SUA=FkA.
6. Gibt es fiir zwei Mengen U und I eine natiirliche Zahl s mit
(5) m s,

so heiBt A eine Basis®) endlicher Ordnung fiir die Menge M. Ist h die
kleinste Zahl mit I C A, so heiBt # die Ordnung von U in bezug
auf M. Mit anderen Worten: Es 14aBt sich dann jede Zahl aus It als
. Summe von hochstens # Zahlen aus U darstellen, und es gibt
Zahlen in M, die sich nicht mit weniger als # Summanden aus % dar-
stellen lassen. Ist speziell MM = §, so steht in (5) das Gleichheits-
zeichen, und die kleinste Zahl 2 mit A% = § heiBt dann kurz die
Ordnung von A. Z. B. hat die Menge der Quadratzahlen die Ordnung 4,
aber in bezug auf die Menge der Primzahlen von der Form 4x + 1
die Ordnung 2. Die Menge der k-ten Potenzen hat die Ordnung g (%),
und nach dem Schnirelmannschen Satz ist die Menge der Primzahlen
eine Basis endlicher Ordnung fiir die Menge aller natiirlichen Zahlen.

7. Ist B eine Menge, die alle Elemente von It bis auf endlich viele
enthilt (B braucht dabei nicht Teilmenge von M zu sein), so schreibe
ich, um fiir diese Aussage einen kurzen Ausdruck zu haben: B ~ It 4).
Gibt es dann fiir eine Menge U ein s* mit der Eigenschaft

s*A~M,

so heiBt U eine Basis von endlicher Ordnung im Grofen fiir die Menge IN.
Ist 4* die kleinste Zahl derart, daB 4* % bei passendem , alle Zahlen
m > m, von MM enthilt, so heiBt #* die Ordnung von A im Grofen
in bezug auf M. Es 14Bt sich dann jede hinreichend groBe Zahl
aus M als Summe von hochstens 4#* Zahlen aus A darstellen, aber
es gibt immer wieder eine Zahl in N, die sich nicht mit weniger als
h* Zahlen aus U darstellen 14B8t. Ist speziell It = 8, so heiBt die
(im obigen Sinne) kleinste Zahl 4* mit A* % ~ 3 kurz die Ordnung von
A im Grofen oder die asymptotische Ordnung von . Z. B. hat die
Menge der k-ten Potenzen die Ordnung G (k) im GroBen, und nach
Vinogradow hat die Menge der Primzahlen in bezug auf die Menge
der positiven ungeraden Zahlen die Ordnung 3 im GroBen.

3) Diese Definition weicht von der Schnirelmannschen Basisdefinition [29] etwas
ab; sie ist ferner in bezug auf die Ordnung priziser als meine frithere Definition
(vel. [25]).

4) Diese Schreibweise (gelesen etwa: B asymptotisch gleich ) soll also nur ab-
kiirzende Bedeutung haben.
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8. Der Zusammenhang zwischen Dichte und Ordnung wird nun
durch die beiden Hauptsdtze gegeben (vgl. [29]), die folgendermaBen
lauten:

Hauptsatz I: Eine Menge natiirlicher Zahlen von positiver Dichte
besitzt stets eine endliche Ordnung.

Hauptsatz II: Eine Menge natiirlicher Zahlen von positiver Dichie
im Grofen hat eine endliche Ordnung im Groflen, wenn die Elemente
der Menge teilerfremd sind.

Diese Sitze, deren Beweise ganz elementar zu fiihren sind (§ 4),
zeigen die Bedeutung des neuen Dichtebegriffs. Durch sie wird das
allgemeine Darstellungsproblem auf die Berechnung der Dichte der
gegebenen Menge U zuriickgefiihrt. Die Natur der Elemente spielt
dabei keine Rolle. Man braucht sogar nur zu wissen, ob die Dichte
von U positiv (> o) ist. Dieser Nachweis ist also die eigentliche
Schwierigkeit des Darstellungsproblems.

9. Fiir Beweis und Anwendung der Hauptsitze ist nun die folgende
Frage wesentlich: Wie verhdlt sich die Dichte bei der Addition von
Mengen? Trivialerweise ist die Dichte der Summe mindestens so gro8
wie die Dichte jedes Summanden. Man wird jedoch erwarten, daB
sie im allgemeinen gréBer ist. Die Menge der Primzahlen $§ z. B. hat,
da 1 nicht dazugehort, die Dichte o, ebenso, wie etwa aus dem Prim-
zahlsatz folgt, die aus 1 und ‘§ bestehende Menge P’; der Hauptsatz
I ist also nicht anwendbar. Man kann aber zeigen (vgl. [29]), daB
bereits die Menge 2 P’ eine positive Dichte besitzt. Durch Anwendung
von Hauptsatz I folgt daraus, daB auch P’ eine endliche Ordnung hat,
d. h. der in der Einleitung genannte Schnirelmannsche Satz, da man
die etwaigen Einsen einer Darstellung zu Zweien und Dreien zu-
sammenfassen kann. _

Abschdtzungen fiir die Dichte einer Summe nach unten sind also
fiir das Darstellungsproblem von groBer Bedeutung. Ich unterscheide
die Fille, daB beide Summanden von positiver Dichte sind (§§3 unds),
und daB ein Summand positive, der andere verschwindende Dichte
besitzt (§7). SchlieBlich werden noch Summen der Dichte 1 betrachtet,
deren Summanden die Dichte o haben (§°8).

10. Beildufig sei erwihnt, daB die entsprechende Frage, wie sich
die Ordnung -bei der Addition von Mengen verhilt, leicht zu ent-
scheiden ist. Ist ndmlich % die Ordnung von %, %k die Ordnung von
B, ! die Ordnung von % + B, so ist offenbar ! < Min (4, k). Es kann
aber im allgemeinen keine Verkleinerung von / erreicht werden. Es
sei z. B. U fiir » > 1 die Menge der Zahlen a =1, 2, ..., n (mod n?),
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B die Menge der Zahlen b = 1 (mod#?). Dann ist % + B die Menge
der Zahlen ¢=1,2,...,#n+ I (mod#?, und man findet: k==,
k=mn*l=mn. Denn es ist Y=nPB, also A+ B=(n+ 1)V und
P—1)UA+B)=m—1)B+3,nA+B)=3.

11. Bei den hier betrachteten Untersuchungen ist auch ein etwas
engerer Summenbegriff fiir Mengen von natiirlichen Zahlen eingefiihrt
worden (vgl. [3]). Danach versteht man unter der Summe A + B von
A und B die Gesamtheit der Zahlen

(6) c=a-+eb (@aC A, b B, e=o oder 1).
- Offenbar ist

ALBLA+D, DALB)<DA+ D).

Jedoch ist diese Summenbildung weder kommutativ noch assoziativ.

§ 3. Abschitzungen fiir die Dichte einer Summe. I.
12. Ich nenne zunichst einige einfache, aber grundlegende Sitze.
Allgemein gilt (vgl. [31]):
Hilfssatz 1: Sind A und B Mengen mit A + B + 3, und ist x
eine Zahl aus A + B, so ist fiir jedes y mit 0 <y < x

(7) x—y—124(x—y—1)+ B(x) - B(y).

Beweis: Fir y = x — 1 ist (7) erfiillt, da dann beiderseits o
steht. Fiir y < x — 1 seien 4,, a,, ..., a, die Zahlen < x — y von A.
Dann ist r=A4 (¥ —y—1), und die» + 1 Zahlen x, x —a,, ..., x—a,

gehoren, weil x nicht in % + B liegt, zu B. Ist £ eine beliebige dieser
Zahlen, so ist ferner y < § < x. Daher folgt

B)—B()zA(x—y—1+1
x—B(x)—y+By)zA@x—y—1)+1.

Dies ergibt (7).
Wenn x nicht zu % + B gehért, liegt x auch nicht in U, und es
ist A (¥ — 1) = A (x). Daher erhilt man aus Hilfssatz 1 fiir y = o:

Hilfssatz 2: Sind U und B Mengen mit A+ B + 3, und ist x
eine Zahl aus A + B, so gilt . "
(8) x—1=A(x)+ B(x).

Hieraus folgt leicht (vgl. [29]) der wichtige "

Satz2: Sind U und B Mengen mit den Dichien o bzw. B, und ist
a+p=1,50ist A4+B=23.
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Beweis: Wire A + B + 3, so gibe esein x in A 4+ B. Fiir dieses
x ware aber nach (8)

x—I1ZAX)+Bx)=Zax+pxr=(x+p)x=x.

Ist z. B. A die Menge der abundanten Zahlen (einschlieBlich der
vollkommenen Zahlen), also 2 die Menge der defizienten Zahlen, so
ist bekanntlich (vgl. [1]) 4 (x) < 0,47 x fiir alle x, also 4 (x) > 0,53
fiir alle x. Daher ist « = D (%) = 0,53 und 2 « > 1, nach Satz 2 also
2% = 3. Es 14Bt sich also jede natiirliche Zahl als Summe zweier
defizienter Zahlen darstellen.

13. Es ist bemerkenswert, daB3 sich Satz 2 mit einer kleinen Ein-
schrinkung auch auf die Dichte im GrofBen iibertragen 14B8t. Es gilt
namlich

Satz 2*. Haben U und B die Dichten «* und p* im Grofen und
ist a* + f* > 1,50 1st U+ B~ 3.

Beweis: Zu jedem &> o0 gibt es ein #, und ein #,, so daB
A (%) = (a* — &) x ist fiir x = », und B (x) = (B* — &) « ist fiir x = #,.
Man setze a* + f* = 1 4 29 (# > 0) und wihle ein ¢ < ¢. Dann ge-
" horen alle ¥ = ny = Max (n,, n,) zu A + B. Anderenfalls wire nim-
lich, falls ein x = #, nicht zu A + B gehort, fiir dieses x nach (8)

x—IZAX)+Bx)=(a*—e)x+ (f*—e)x = (a*+p*—2P) x=1x.

Dagegen geniigt die Voraussetzung «* + p* = 1 fiir die Giiltigkeit
von Satz 2* nicht mehr. Denn wenn % die Menge der positiven ge-
raden Zahlen und 8B = U ist, so ist (vgl. Nr. 3) a* = g* =}, aber
A+ B~ 3.

14. Gegeben seien jetzt die Mengen A;, Ay, ..., A, und € = 2”' A,

mit den Dichten «,, &,, ..., &, und . Dann ist trivialerweise y = «,
(»=1,2,...,n). Bei der Abschitzung von y nach unten handelt es
sich nun darum, moglichst giinstige untere Schranken ¢ («,, &g, ..., %5)
derart zu bestimmen, daB fiir jede Wahl der Mengen %, mit den
Dichten &, (» =1, 2, ..., n)

(9) y = Min (I, ¢ (1, &g, - . ., &p))

ist. Dabei hat man noch zu beachten: Ist y = 1, so ist (9) stets er-
fiillt. Um also fiir eine Funktion ¢ (x,, &, ..., &,) zu beweisen, dal
sie eine Schranke im Sinne von (g) darstellt, muB man nur zeigen, daB
(x0) Yy @0y, g, ..., %) flir y <1

ist. Und ist einmal ¢ («,, &y, ..., ®,) = I, so bedeutet (9) und ebenso
_(10), daB y = 1 ist, da y nicht gréBer als 1 sein kann.
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15. Da die Summenbildung assoziativ ist, beschrankt man sich im
allgemeinen auf den Fall » = 2 und gewinnt die Abschitzungen fiir
#n > 2 durch Iteration. Im Falle #n = 2 werde %,=%, W= B, &, = «,
oy = p gesetzt. Dann gelten zundchst die in Satz 3 (vgl. [19], [21]) und
Satz 4 (vgl. [31]) formulierten Abschitzungen.

Satz 3: Fiir die Mengen N, B und € = A + B mit den Dichien «,
B und y < 1 gilt

(11) yZa+p—ap.

Beweis: Wegen y < 1 ist « < 1, so daB U nicht alle natiirlichen
. Zahlen enthilt. Sind @ und a + / + 1 zwei aufeinanderfolgende Zahlen
von A, so moge das Fehlen der Zahlen a + 1,4+ 2, ..., a + I fiir
Il =z 1 als eine Liicke von der Linge / in U gekennzeichnet werden.
Zu jeder Zahl von % vor einer Liicke addiere man so weit die ersten
Elemente von 9B, wie die Summe noch in die Liicke hineinfillt. Auf
diese Weise erhilt man, einschlieBlich der Elemente von 9, lauter
verschiedene Elemente von U + B. Hat U unterhalb x Liicken von
den Léngen I, l,, ..., l,, (wobei, falls ¥ nicht zu % gehért, sondern
a, < x das groBte Element von U unterhalb x ist, /,= x —a; zu

m
setzen ist), so ist deren Gesamtlinge 3/, = x — 4 (x), und da in
M=1I

einer Liicke von der Linge /, sich B(/,) Zahlen von B hinzufiigen
lassen, erhélt man also mindestens

A(x)+3B(l)zA(x)+ Sl =4 (%) + f(x— A4 (x)
pM=1 M=1I

verschiedene Zahlen aus U + B =€ unterhalb x. Daher ist fiir
jedes x
CHzAx)+plx—Ax)=A4Ax) 1T —p +Brx=(x+B8—ap) %,
alsoy=a+p—af.

Der Beweis zeigt, daB sogar D (A + B) = « + p — « B ist, da man
nur Zahlen aus U | B beriicksichtigt.

Satz 4: Fiir die Mengen U, B und € = A + B mit den Dichten «, B
(x < PB) und y < 1 gilt ‘ ‘
(12) p &k

.
I—u«

Beweis: Wegeny<1ist A+ B=0C =+ 8 Die Elemente von €
seien, nach wachsender GroBe geordnet, x,, %,, ..., ferner sei x,= o.
Dann gilt nach (7) firv=1,2,3,...

Xy— %y — I 2 B(%) — B(#%,) + 4 (%, — % —1).
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Hieraus folgt durch Summation von v =1 bisv =%, da 4 () = x %
auch fiir x = o gilt,

N

X— h = B (%) —|—2h'A (% — %y — I) = B(x3) + x (% — h) .

v=1I

Nun ist & = C (x;), d. h. x,— h = C (%), also gilt fiir jedes x aus €
(und das geniigt nach Nr. 2)

C(x) =2 B(x) + «C(x) = px+ «C (%),
C(x) =z

x,d.h.ygL

I—ox I—x

Denn mit y < 1 ist « < 1. Da man nun A und B vertauschen darf,
gilt ebensa

C(x)gl—i—ﬂx, d. h. ygliﬁ.

Fiir « < B ist aber die erste Abschitzung die bessere.

16. Die Abschidtzungen (11) und (12) lassen sich leicht auf den
Fall » > 2 iibertragen. Man setze

DU +Up+--+W)=9p, v=2,3,...,%), y.=7.
Dann erhilt man aus (11) in der Form
I—y = (I— ) (I— )
durch fortgesetztes Anwenden fiir y < 1
I—y=(T—o)(T—ag) - (I— ),
(13) y=1—-II{x—a)
Die Iteration von (12) in' der Form

%1
I— &y

V2 =
ergibt in analoger Weise fiir y < 1

> % "
.y 7n= (I—a’)(l——as)°"(l—lxn)

Ve X1
'}’321_0‘82 (T— o) (1—ag)” "

Da es auf die Reihenfolge der Mengen ¥, nicht ankommt, ist also

(14) p> Max %2 =%) _ o

” n—1

,x=x,z...,nH(I_aw) H(I—'“v)
ry=1 v=1

wenn &; < %y < -+ < &, ist. Denn dann wird das Maximum fiir
&, = &, angenommen, da &« — «? seinen groBten Wert bei o« = § hat
und &, + o, < I ist wegen y < 1 und Satz 2.
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§ 4. Beweis der beiden Hauptsitze.

17. Der Wortlaut der Sitze ist in Nr. 8 formuliert. Beim Be-
weis von I bzw. II schlieBe ich mich den Darstellungen von Landau
[x9], [21] bzw. Schur [30] an.

Beweis von I: Ist %A die gegebene Menge mit « > 0 und ist
o« =3}, so folgt aus Satz 2, daBl 2 A = § ist, also A die Ordnung 1
(fir « = 1) oder 2 (fiir $ < & < 1) hat. Es sei also 0 < « < } und %
die kleinste Zahl derart, daB

(T—o)f=4
ist. Dann ist nach (13) firn =2 und A, =A (r=1,2,..., %)
DR =1—(1—)k=1},
also 2k = 8 nach Satz 2. Die Ordnung % von U ist also hoch-
stens 2 k.
Oder man bestimmt die kleinste Zahl / derart, daB
(T—o) =«
ist. Dann ist # </, da nach (14) flir s =lund A, =A (r=1,2,...,1)
also I = 3 ist.
Man kann hier noch zeigen, daB

(x5) hsz[ ]

ist; es ergibt sich jedoch spiter eine bessere Abschidtzung fiir 4
(vgl. Nr. 18, 4).

Beweis von II: Ist ¥ die gegebene Menge mit a* > 0 und 1 in
A enthalten, so ist nach Satz 1 auch « > o, also Hauptsatz II auf
Grund von Hauptsatz I richtig. Gehort 1 nicht zu %, so sei A’ die
aus % und 1 bestehende Menge. Dann ist D (W) > o (Nr. 3, Fol-
gerung), also A’ nach Hauptsatz I von endlicher, Ordnung 4’. Jedes x
1aBt sich daher als Summe von hochstens 4’ Zahlen aus %, d. h. in
der Form )

X=M "1+ Gq + Go, + *++ + Ga, (3, (A M+ 7S H)

darstellen. Fiir beliebiges b aus ¥ gilt dann
%b=mb+ ap,b + ag,b+ -+ + a4, b,

d. h. xb 1iBt sich als Summe von m + b7 Zahlen aus Y darstellen.
Nun ist m + br < (m + 7) b < I'b. Folglich enthilt 4’69 alle Viel-
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fachen von b. Nach Voraussetzung gibt es nun s = 2 zueinander
teilerfremde Zahlen 4,, b,, ..., b, in A. Fiir 6 =1, 2, ..., s enthdlt

1'b,A alle Vielfachen von b,, also kU mit & = 4’ Zs' b, alle Vielfachsum-

men %, b, + %30+ ¢+ + x,b,F0mit x,=0,1,2,...(6=1,2,...,5).
Bekanntlich 148t sich aber, wenn (b, by, ..., b;) = 1 ist, jede hin-
reichend groBe natiirliche Zahl als Vielfachsumme der &, mit nichi-
negativen Koeffizienten darstellen. Also ist 29 ~ 8,d h A<k
Die Voraussetzung der Teilerfremdheit der Zahlen von % in Haupt-
satz II ist notwendig. @gg')die Menge der positiven geraden Zahlen
hat keine endliche Ordnung im GroBen, obgleich fiir sie a* = } ist.

§ 5. Abschédtzungen fiir die Dichte einer Summe. II.

18. Die tiefstgelegene der bisher bekannten Abschidtzungen der
Form (10) ist von Khintchine [17] bewiesen worden. Sie lautet:

Satz5: Ist «, die kleinste unter den Dichien der Mengen N, , Y, ..., A,
und 0 < x; < ;I;, so gilt fiir die Dichte y von Z”QI,

(x6) YN

Einige unmittelbare Folgerungen hieraus sind?®):

I.Ist ;; 0, =<, und &, < ﬁ—ﬁ’ wo 7 eine beliebige
der Zahlen 1, 2, ..., n ist, so ist
(17) D(ZW) = (n—7+ D),

also auch y = (n — 7 + 1) x,.

2. Ist & S g < ++- < &, und gilt fiir irgendein » aus 1,2,...,#
die Ungleichung (» — 7 + 1) &, = 1, so ist

(18) PLES:H
worin # auch durch die kleinste Zahl m mit (m + 1 —7) &, = I er-
setzt werden darf.

Ist ndmlich m (r <m <) in dieser Weise bestimmt, ist also
(m —r)x, < 1, so ist nach (17)

m—1I

D)= (m—r)x,, ferner D(U,) = «,,

rv=r

5) Bezeichnungen wie in § 3.
“) hasa heagei!
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also D(SU)+D )= (m—7+1a, =1,

folglich Zm‘ A, = 8 nach Satz 2.
3.Isty; Sy <--- =, und y < 1, so ist

(19) ’ ’ a'<n_—FIT-——V (r=12,...;M).

Anderenfalls wire ndmlich nach (18) y = 1.

4. Fiir eine einzelne Menge U folgt: Ist « > o die Dichte und 4
die Ordnung von ¥, so ist

(20) h§[§]+1.

Wird namlich m durch m —- 1 < % < m bestimmt, so ist nach (18)
fir %, =%, r =1, &, = & offenbar # < m; daraus folgt (20). Fiir
Mengen mit einer Dichte zwischen % und 1 ist (20) genau.

19. Die Bedeutung des Satzes 5 geht aus diesen Folgerungen deut-
lich hervor. Namentlich die Abschdtzung (20) — man vergleiche sie
mit (15) — stellt eine schéne quantitative Ergdnzung zum Hauptsatz I
dar. Auf den Beweis des Satzes 5 muB ich hier leider verzichten, da
er fiir diesen Bericht zu umfangreich ist®). Ich will aus dem Beweis-
gang nur die beiden folgenden Sitze hervorheben, die auch an sich
von Interesse sind.

Es sei JU, =G, ferner seien «, 4, u reelle Zahlen mit

vy=1

n—1I
n

0<oc<%, SAi<i—oux, O=Su<uw

und N eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt (vgl.[17]):
Satz6: Ist fiir alle x=1,2,..., N

A,(x)gocx—"*l (= 5,2, cory n—1)
A”(x)gax—}.,
so st

(21) C(N)=2naN—ni+n—T1.

6) Fiir # = 2 findet man eine Darstellung des Beweises auch in [21].



Einige Reuere Untersuchungen iiber die Dichte in der additiven Zahlentheorie 271 3

Satzy: Ist fiir alle x=1,2,..., N

/1,(96)20696—-1,—:—I w=1,2,...,2—1),

A,(X) = (1 —nx)x —np,
so st

(22) C(N)= (1 —a&)N —pu.

Aus Satz 6 folgt fiir 1= ":I, daB C(N) =2 n« N ist, und da fiir

o« = &, die Voraussetzungen von Satz 6 durch die von Satz 5 erfiillt
werden und N beliebig groB gewahlt werden darf, ergibt sich Satz 5
aus Satz 6. Das Merkwiirdige dabei ist, daB es bisher nicht gelungen
ist, Satz 5 anders als auf dem Umweg iiber den komplizierteren und
mit schwicheren Voraussetzungen versehenen Satz 6 zu beweisen,
und daB man Satz 6 wiederum bisher nicht ohne Satz 7, sondern
nur beide gleichzeitig beweisen kann. Beide Sitze sind fir N =1
und beliebige Parameterwerte 4, u richtig. Der Beweis erfolgt durch
einen sehr kunstvollen InduktionsschluB, doch kommt man vollstindig
mit elementaren Hilfsmitteln aus. Eine Abkiirzung dieses Induktions-
schlusses hat kiirzlich P. Scherk [34] angegeben.

20. Wie den Satz 6 kann man auch Satz 7 zur Abschdtzung
von y heranziehen. Wendet man ihn fiir u = 0, o = &, bzw. «, auf
A, W, ..., A, in dieser Reihenfolge bzw. in der Reihenfolge
Wy, As, ..., W, U an, so folgt leicht (vgl. [4]):

Satz8: Ist oy, S g < -+ < o, und

I I
0< < on =T —noy baw. 0< o<, 63 2T —noy,
so st

(23) yY2I1—ou, bw. y=I—«,.

21. Neben der Abschitzung (16), die unmittelbar fiir eine beliebige
Anzahl » von Mengen gilt, sind noch zwei weitere Abschdtzungen
fiir  zu nennen, die sich wieder auf den Fall » = 2 beziehen. Man
setze
B (x)

va'=ﬁn£(_x_)_ il3

—rFr ﬂ,=ﬁ_n

=123 .::)

Dann gilt (vgl. [3], sowie die Darstellung in [21]):
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Satz9: Sind « > o0, > o die Dichten von U, B, und ist x + ' < 1,
so st

(24) DAL B)=za+p,
also, falls auch &'+ B < 1 1ist,
(25) y = Max (« + g, &'+ B).

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer Vertiefung der SchluB3-
weise, die zumr Beweise von Satz 3 fiihrt. Der kiirzlich von H.-H. Ost-
mann [23] gegebene vermeintliche Beweis von Satz g ist nicht richtig.

Die Voraussetzung « + 8’ < 1 bzw. &’ + < 1 bedeutet keine Ein-
schrankung. Denn aus « + = 1 oder &'+ f = 1 folgt ¥ = I nach
Satz 2, da « = «', = ist. In der Ungleichung (24) kann das
Gleichheitszeichen stehen. Das zeigt das Beispiel: Es sei# = 3 und %

die Menge 1,n,n+1I,n+2,..., B die Menge 1, n—1,7n,n+4+1,....
I
n—r’

Dannist A | B die Menge 1,2, 7,7+ I, n+2,... und x ==
D% | %B) =

2

”n—I

22. Die Abschitzung (25) fiir o stellt nicht unmittelbar eine Ab-
schdtzung der Form (10) dar, doch kann man eine solche daraus ab-
leiten (vgl. [4]). Hierzu braucht man

Hilfssatz3: Ist « >0 und k durch % <a< Fé? bestimmt, so
ist o/ =

Setzt man nidmlich x = g% + 7 (0 <7 <k, ¢ und » abhingig von x),
so ist fir ¢ > o und jedes x =1

A(x) 2 ocx=aqgk+ar>qg+a«r, d.h. A(x) =g+ 1,
und da dies wegen « > 0 auch fiir ¢ = o gilt, ist stets

A@# o, _g+1 1 . ah %.

rt+1=ghktr41 = gk+ %k~ k’
Aus Satz g und Hilfssatz 3 folgt daher (vgl. [4])

v

Satz 10: Hab'en A und B die Dichten « > o0, B> 0 und ist y < 1,
ferner

(26) S <as
so st
(27) ngax(a-{—%,p_;.%).

I
E—1’ T =j—r
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Nach (26) ist E—1= [%:', l—1= [%], folglich kann man die
Abschitzung (27) auch in der Form

07 )

schreiben oder, etwas weniger scharf, in der Form

(28) y = Max (oc + —

;
N

Durch Iteration erhdlt man aus (28) und (29) fiir » = 2 Mengen
A, Ay, ..., A, die Abschitzungen

(29) y=p+ >+ < a<fh).

1+oc

(30) y= Max (lx —}—2 ) (o0, p=1,2,...,1)
(R

und

(31) vz Max («x +,€,?;La)

23. Betrachtet man nun fiir » = 2 die fiinf unabhéngig voneinander
gewonnenen Abschdtzungen der Form (10) fiir y, namlich (11), (12),
(16), (23) und (28), so erhebt sich die Frage, ob man eine davon als
beste ansehen kann. Zundchst ist (28) stets besser als (11); das gilt
sogar schon von (29). Denn fiir o < x < g ist

Bt

=4+ a— >ft+oa—a2=pf4+0—af.

1+oc I+tx

Daher scheidet (11) aus. Vergleicht man aber die vier iibrigen Ab-
schitzungen miteinander, so 148t sich zeigen (vgl. [4]), daB es
fiir jede dieser Abschidtzungen Wertepaare «, § gibt, fiir die sie besser

ist als die drei anderen Abschidtzungen, sogar bei festem o« < %
Man kann also zusammenfassend feststellen:

Firo<a<B, y<1ist

(32) szax( B , 206, 06+

S m)

und bezeichnet man dieses Maximum mit M, so gilt ferner

y=Max(M,1—«) fir f=1—2«,
(83) {ngax(M,x_p) fir «=1—2p.
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24. Aus diesen Abschitzungen kann man nun durch Mittelbildung
neue Abschitzungen gewinnen. Denn wenn y = ¢ (x, f) und y = y («, f)
ist, so gilt fiir beliebige reelle Zahlen », A mit x>0, A>0

A
(34) Y= e h) + v (e h).
. 0.9
So folgt z. B. aus (16) und (29) fiir » = T A=2,a=<8
(35) yz— @+ h > (a+h),
14—
2 14

da y < 1, nach (19) also & < ~;~ ist. Wenn auch die so gewonnenen

Abschitzungen nicht besser sein konnen als die, aus denen sie kom-
biniert sind, so ist es doch hiufig von Vorteil, auch derartige Ab-
schitzungen zur Hand zu haben.

25. Ferner kann man, um Abschidtzungen fiir die Dichte einer
Summe von 'z > 2 Mengen aufzustellen, statt eine fiir n = 2 giiltige
Abschétzung zu iterieren)auch sukzessive mehrere fiir n = 2 giiltige
Abschitzungen anwenden. Hierbei hat man zu beachten, daB auf
Grund der assoziativen Eigenschaft der Summenbildung viele Még-
lichkeiten zur Kombination vorhanden sind. Man hat dann unter
diesen eine mdoglichst giinstige zu wihlen. '

Aus (32) und (33) kann man natiirlich auBer den gemiB (34) ge-
wonnenen Abschidtzungen auch auf anderen Wegen Abschidtzungen
von y durch «, f bzw. «,, &, ..., &, erhalten. Man vergleiche hierzu
[31], wo lineare Abschédtzungen von y durch die «, , sowie Abschitzungen
von y mit Hilfe von Produkten der «,, sowie Abschitzungen von »*
durch Potenzen «,* abgeleitet sind, und [4], wo diese Resultate z. T.
verschirft sind.

26. Fiir eine direkte Abschitzung der Dichte y von %A 4+ 8B durch
die Dichten «, # von % und B wird man Aussagen dariiber zu er-
halten versuchen, wieviele Summen @ + b mit a < %, & C B bestimmt
verschieden ausfallen. Bei dem Beweise von Satz 3 z. B. geschieht
dies in der Weise, daB man — anschaulich gesprochen — in die
Liicken der einen Menge (%) den Anfang der anderen Menge (), so-
weit er Platz findet, einfiigt und die dadurch entstehenden Elemente
a + b abzdhlt. Eine dhnliche, nur schirfere Methode wird zum Be-
weis von Satz g benutzt. In diesem Zusammenhang sei auf Unter-
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suchungen von N. P. Romanoff [28] hingewiesen, der die gesuchte An-
zahl der Elemente < x von A + B mit f(a,, a,, ..., &%; by, bs,..., 0] %)

bezeichnet, wo 4, , a,, ..., a; die Elemente < x von { und b,, b,, ..., 5,
die Elemente < x von 9 sind, und mehrere Mittelbildungen be-
rechnet, die durch Summierung von f(a,, @5, ..., a; by, by, ..., ;| %)

bei bestimmten Summierungsvorschriften fiir die a, bzw. die b, ent-
stehen.

2%7. Zum SchluB sei noch erwéhnt, daB keine der fir «, §, y ge-
fundenen Abschédtzungen fiir die asymptotischen Dichten o*, g*, y*
giiltig ist. Ist z. B. A die Menge der Zahlen 2 = o oder 1 (mod 6),
B die Menge der Zahlen b = o oder 5 (mod 6), also % + B die Menge
der Zahlen ¢ = o, 1 oder 5 (mod 6), so ist a* = f*= 1, y*= %, Dies
zeigt, daB (11), (16), (23), (28) und (29) fiir «*, f*, y* nicht gelten.
Und ist U die Menge der Zahlen a=o, 1 oder 2 (mod 6), B die Menge
der Zahlen b = o, 1 oder 5 (mod 6), also U + B die Menge der Zahlen
c=0,1I, 2, 3 oder 5 (mod 6), so ist «* = *= %, y*= &, und man er-
kennt hieraus, daB auch (12) fiir «*, f*, y* nicht richtig zu sein braucht.

§ 6. Das ungeloste Problem.

28. Im Zusammenhang mit der Frage nach moglichst giinstigen
unteren Schranken (10) fiir die Dichte einer Summe von # Mengen
ist oft die Vermutung ausgesprochen worden, daB

(36) DU+ WU+ -+ A) 2D (W) +D(Ae) + -+ D (W)

ist. Diese Ungleichung wire auf Grund der Assoziativitit der Summen-
bildung fiir ein beliebiges #» = 2 richtig, falls sie fiir » = 2 gelten
wiirde. In diesem Paragraphen soll auf die mit dieser noch un-
bewiesenen Vermutung zusammenhédngenden Untersuchungen ein-
gegangen werden.

Vorweg sei bemerkt, daB es sich hierbei wesentlich um ein Problem
fiir die eigentliche Dichte (1) handelt. Fiir die Dichte im GroBen (2)
gilt die zu (36) analoge Ungleichung sicher nicht, da dies schon fiir
n =2 nicht der Fall ist, wie jedes der beiden in Nr. 27 genannten Bei-
spiele erkennen 14B8t. Hinsichtlich einer Vermutung iiber die Dichte
im GroBen vergleiche man Nr. 34.

29. Der Satz 5 zeigt, daB die Vermutung (36) im Spezialfall
®; = &g=+++ = &, (Was nicht notwendig %, = % = - .- = A, bedeutet)
richtig ist. Die Vermutung (n = 2)

(37) yza+b
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gilt also fiir « = . Wahlt man ferner «,, «,, ..., x, gemédB den Be-
dingungen

(38) 0<(x1—-:-o¢2=---=zx,,_1<%, Gp=1—nx

bzw.

(39) n—_?_léo‘z=0‘3="'=0‘n<;{: Gy =1I1— Nk,

so ist nach Satz 8

yY2I—o=Mm—I) o+ I —nx;=0;+ &g+ + &y
bzw.
Y2I—og=(1—I) &g+ T —H0og= &+ g+ +++ + &p.
Die Vermutung (36) ist also auch in den Spezialfillen (38) und (39)
richtig, fiir » = 2 also in den Fillen
O<zx<%,ﬁ=1——21x bzw. —;~§ﬂ<%, x=1—20.

LiBt man noch y = 1 zu, so zeigt Satz 2, daB (37) auch fiir alle
Wertepaare «,f mit ¢ + f = 1 gilt.

Durch Kombination der angefiihrten Spezialfille kann man nun
beliebig viel weitere Fille ableiten, in denen sich die Vermutung (36)
als richtig erweist. Ein Beispiel ist: n = 3, ¢; = @, = %, ;= —:— .

Ein gewisses Analogon zu (37) gibt schlieBlich der Satz 9, wo g
durch die modifizierte Dichte f'< f, aber % + B durch den schwi-
cheren Summenbegriff A | B, also y durch D (A J B) < y ersetzt
ist. Auch dieser Satz macht die Richtigkeit von (37), also auch von
(36), sehr wahrscheinlich.

30. Im Zusammenhang mit dieser Vermutung interessieren Ab-

~ schitzungen wie (35), die durch Mittelbildung gemaB (34) zu gewinnen

sind und zeigen, wie weit man an die Vermutung (37) herangekommen
ist. Man hat allgemein das Problem aufgeworfen (vgl. [31]):

A. Fiir jedes n = 2 soll die groBte Zahl u, bestimmt werden, fiir
die stets, d. h. bei beliebiger Wahl der Mengen %, , %;, ..., %,
(40) yg,un(“l‘l‘ "‘2+"'+0‘n)
wird.

Wenn die Vermutung zutrifft, ist u,= 1. Nach (35) ist z. B.
g > % > 0,8571. Die zur Zeit beste Abschitzung fiir u, hat kiirz-

lich A. Brauer [4] erhalten auf Grund von
Satzir: Ist oy S g < o+ < &, wmd y < I, SO 1St

(41) 7;“n+%'0‘n-1+';—“n-a+"'+;%:“l-
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Fiir n = 2 ergibt sich dies folgendermaBen: Nach (27) ist y =+ % ;
I
k—1

WO % <= ist. Also ist T = (R — 1) ¢ und

kR —
v=h+ kla?_ﬁ+%zx

fiir 2 = 4. Dies gilt ferner fiir % << % Denn fiir % <a< % ist
ygﬂ—{—%gﬁ—{——i—a, und fﬁr%<zx<% ist wegen « 4+ B < 17)
und (16) ﬂ+%zx< I—%oc<2rx§y.

Da aber y < 1 ist, kommen nach (19) nur Werte &« < % in Betracht;
also gilt '
(42) yZh+la
stets firo<a<pund y <1I.

Entsprechend zeigt man fiir n > 2

(43) yZD @+ + %) + P
und erhdlt induktiv die Behauptung (41).
Durch Mittelbildung (34) zwischen (16) und (42) mit den Gewichten

x=1,A= 8 folgt nunmehr (vgl. [4]):

(44) vz (@+h),

also p, = % > 0,8888. Analog kann man durch Kombination von (16)
mit (41) bzw. (43) zeigen:
2

580 > 0,8576 (n=4).

120
Mg = —->0,8633, = 6

139

31. Fiir kleine Werte von o« (nz’imlich x< %) ist die in (35) ge-
wonnene Abschitzung

YZi e+, e=r1s

besser als (44), allgemein 148t sich aber (44) mit den zur Zeit be-

kannten Resultaten nicht verbessern. Das zeigt das Beispiel & = -;—,

B = :_52 In diesem Fall ist « 4 8= % und das Maximum der sich
aus (32) und (33) ergebenden unteren Schranken fiir y gleich

2= (+h).

7) Dies folgt aus Satz 2 und y < 1.

15*
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Daher kann auch durch Kombination der Abschitzungen (32)
und (33) der Faktor % in (44) nicht vergroBert werden. Es muB eine

wesentlich neue, bessere Abschidtzung fiir y zu den bisher bekannten
hinzukommen, wenn eine Verbesserung von (44) erzielt werden soll.

32. Nach Satz 2 muBl, wenn y < I sein soll, auch « + 8 < 1 sein.

Dies gilt fiir # > 2 noch nicht. Aus (40) und g, = ;Sﬁ folgt fir

361
7 > 2 nur:
Soll W, + Wy + -+ + W, noch nicht die Menge aller natiirlichen Zahlen
umfassen, so muf

. 3361
Ot gt < g = 1,1670I...

sein.
33. Neben dem in Nr. 30 genannten Problem A werden (vgl. [31])
noch drei weitere Probleme zur Diskussion gestellt:

B. Bei gegebenem m =1, 2, 3, ... soll fir jedes # > m die gréBte
Zahl u,™ bestimmt werden, fiir die stets

Y 2 pnl™ (1 + Xt o0+ X)
ist. .
C. Fiir jedes #» soll die groBte ganze Zahl m, bestimmt werden,
fiir die stets
. Y06+ Gt ot G,
1st.
D. Bei gegebenem # soll der kleinste Exponent g, = I bestimmt
werden, fiir den stets
Yo = 010n 4 Xgfn 4 o o0 + .00
ist.
Wenn die Vermutung (36) zutrifft, ist u,(™ = 7:—, My="mn, 0= I.
Eine Abschitzung fiir u,™ liefert bereits Satz 5. Denn aus y = na«,
folgt u, = n, und allgemein ist (vgl. (17)) fiir jedes m < »

yZD(SU) = (—m+an2 (G —T+) (m+oat o+ o),
also PROOP ,-:-_
Es gilt nun (vgl. [31]):
. L]
Setzt man S,=_ ——, so ist

y=1I v
(m) Vn x Vn .
(45) L s et Y e
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Ferner ist fiir geniigend groBes #» (z. B.n> —i:—mz) bei festem m = 3

ms " __ 1,
™ > P

Soll dann der rechte Ausdruck in (45) mindestens gleich I sein,
so muB 2Yn—m = Vn, d. h. 3n = 4m sein. Es ist also
3n
mz[*F]:
Wiirde man hier formal nur wenig mehr, nidmlich m, = %‘ , beweisen
konnen, so wiirde sich fiir » = 2

ng%, dh my,=2,

und damit die Vermutung (37), also auch (36), ergeben.
Die Bestimmung von g, schlieBlich gehort zu den am SchluB8 von

Nr. 25 erwdhnten Abschidtzungen von y* durch Potenzen « *. Es ist

g,,sk’—g(“’"F—Vg)—x=I,3886...;

= log 2
insbesondere gilt also stets
VP2 o oy’ e ot
Diese Abschitzung 148t sich jedoch noch verschirfen. Es gilt sogar
EZnol+ (n—I) o+ 4 200 1+ &t
wenn wieder & < oy < -+ < , vorausgesetzt wird.

34. Bereits in Nr. 28 habe ich darauf hingewiesen, daB die der Ver-
mutung y = 2”’ «, entsprechende Vermutung fiir die asymptotischen

Dichten y* und «,* (v=1, 2, ..., n) nicht richtig ist. Man kann
jedoch in Analogie zu Problem A (Nr. 30) die folgende Frage aufwerfen:

A*. Man bestimme fiir jedes n = 2 die groBSte Zahl u,*, fiir die stets

ist V2 pa* (g* + o* + -+ - + xn¥)
ist.

Diese Formulierung muB jedoch noch durch zwei Annahmen er-
ginzt werden. Zundchst soll auch hier die Frage nach einer derartigen
Abschitzung im Sinne von Nr. 14, d. h. unter der Annahme y* < 1,
verstanden werden. Fiir # = 2 ist also «* 4 f* < 1 vorauszusetzen,
da sonst nach Satz 2* die Summe ¥ 4 B alle hinreichend groBen
Zahlen enthilt, mithin erst recht y* = 1 gilt. Ferner soll jede Menge
A, (v=1, 2, ..., n) die 1 enthalten. Denn sonst wire das Problem A*
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in trivialer Weise mit u,* =% zu beantworten. Stets ist nidmlich,

falls a,* das groBte der «,* bezeichnet,
aT AT CAR A SRR A

also pp* = % Bedeutet nun ¥ fiir beliebiges £ = » die Menge der
Zahlen a=o0 (mod k), so ist, wenn A, = QI gesetzt wird (v=1,2..., n),
jedes o, * = y* = -, und daher pu,* g —

Betrachtet man unter den zusatzhchen Annahmen den Fall » = 2,
d. h. die Ungleichung
V¥ = up* (a* + B*),

so ist, wie das zweite Beispiel in Nr. 27 zeigt, u,* < %. Es gilt jedoch
mehr. Ist nimlich ¥ die Menge der Zahlen @ = o oder 1 (mod 4) und
B =9, also a*=p*= %, so hat € = 2% die asymptotische Dichte
p*= % d. h. es ist

*< 3,
re® 4

Man darf vielleicht vermﬁten, daB hier das Gleichheitszeichen gilt.
Denn es ist (vgl. [33])

PrE et + )

richtig fiir den Spezialfall A = B bei beliebigem zuldssigen A. Der
(noch nicht bewiesene) etwas allgemeinere Spezialfall zx* = B* wire
als Analogon zum Satz 5 fiir #» = 2 anzusehen.

§ 7. Wesentliche Komponenten.

35. Die bisher mitgeteilten Resultate haben ihre eigentliche Bedeu-
tung fiir Mengen von positiver Dichte. Sie werden trivial, wenn eine
" oder mehrere der betrachteten Mengen die Dichte o haben. Aber schon
das in Nr. 8 genannte Beispiel der Mengen der Primzahlen zeigt, daB
die Frage nach dem Verhalten der Dichte bei der Addition von
Mengen auch zu wesentlichen Ergebnissen fithren kann, wenn einige
oder alle Summanden die Dichte o besitzen. Ich beschranke mich bei
den hierher gehorenden Untersuchungen®) hauptsichlich auf den Fall

8) Fiir die Untersuchungen der Nrn. 3537 vgl. auch die Darstellung bei Landau [21].
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zweter Mengen und nehme zunichst an, daB nur eine der beiden
Mengen eine verschwindende Dichte hat. Dann handelt es sich um
die Frage:

Gibt es Mengen B mit B = o, die die Eigenschaft haben, dap fiir be-
liebiges A mit 0 < « < 1 die Dichte D (U + B) > « ist?

Eine solche Menge B heiBit eine wesentliche Komponente der Summe
A + B. Khintchine [18] hat die Frage nach ihrer Existenz in be-
jahendem Sinne beantwortet, indem er zeigte, daB die Menge der
Quadratzahlen eine wesentliche Komponente darstellt.

36. Dies Resultat sowie die von A. Buchstab [6] und S. Morimoto [22]
gegebenen Verschirfungen sind in dem folgenden Satz von Erdés [12]
enthalten, nach dem allgemein jede Basis endlicher Ordnung eine
wesentliche Komponente ist:

Satz 12: Hat A die Dichte « > 0 und ist B eine Basis h-ter Ord-
nung fiir die Menge aller natiirlichen Zahlen, so ist
(46) DA LB za+2".

Beweis: Essei A - B=C€, x beliebig, m eine der Zahlen 1, 2, ...,
x—1,. ferner 4,,(x) bzw. A,,(x) bei festem m und verinderlichem a
aus A die Anzahl der Zahlen @ + m < x, die zu % bzw. A gehoren.
Dann ist A, (%) + A, (%) = A(x — m), also

(47) SA—m =3 An(x) + 3 An(3).

m=1

Nun ist, wenn a 4 m = a’ gesetzt wird, E‘IA,,,(x) die Anzahl aller

m=1

Differenzen a’— @ der 4(x) Elemente < x von ¥, also

x—1I

(48) S An(x) =3 (42(x)"— 4 ().

Ist ferner R (x) die Anzahl der Elemente a + b6 < x (¢ < %, b T B),
die nicht zu U gehéren, also

R(x)=C(x) — 4 (%),
da € =% + B ist, und /(m) die Minimalanzahl von Summanden in
den Darstellungen von m als Summe von Elementen b aus B, so ist
(49) {[‘“)Qr’) Zm(x)gl(m)R(x) m=1,2,..., x—1).
Bestimmt man nimlich fir jedes ¢ aus % mit @ + m C ¥,

m=>0y+ by + -+ bym) (feste Zerlegung), @ +m < x, den kleinsten In-
dex ¢, fiir den @ 4 b, +by++--+b,_, in A, aber a+b; + by + -+ -+ b,
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in % liegt, und faBt alle @, die zu demselben 7 gehoren, in eine Klasse
zusammen, so liegen in jeder Klasse héchstens 4, (1) < R (x) Elemente
und fiir ¢ sind hochstens 7 (m) Werte moglich. '

Nach Voraussetzung ist nun /(m) < . Daher folgt aus (47), (48)

und (49)
:é:fl (m) =:§:A (x —m) <}(42(x) — 4 %) + R (%) éz (m),

(50) _—
Z_’A (m) < %.(Az(x) —Ax)+ Cx—Ax)hx,
> 4w
: (¥) o m=1 A@x)  A*(x)—4 (#)

also ~ = ae P T ae
Da nun 4 (x) = « x ist, ist S‘IA (m) = o xﬂ:x , und man erhilt

C (%) « A (x) A2(») o o?
(57) v Sty —me=ttg o

weil die Funktion & — ;i’—x fiir £ < hx monoton steigt und
E=Ax)=x=hx

ist. Damit ist (46) bewiesen.

37. Die Ungleichungen (50) zeigen, daB statt der Abschitzung
l(m)<h, die aus der Basiseigenschaft von %8 folgt, die schwichere

Forderung

(52) S'l(m) < Ax fiir alle x

m=1

geniigt mit einem von x unabhidngigen 4. Denn dann ist auch
aS'l(m) =< Ax, und man kann in der zweiten der Ungleichungen (50)

h durch A ersetzen. Ferner ist A= 1 (man setze ¥ =1 in (52) und be-
achte /(1) = 1), also bleibt auch die SchluBweise bei (51) giiltig. Da-
her gilt (vgl. [21]) in Verallgemeinerung von Satz 12

Satz 13: Hat W die Dichte « > o und B die Eigenschaft, daB sich
jedes m als Summe von hochstens L (m) Elementen aus B darstellen lipt,
wo I (m) der Bedingung (52) geniigt, so ist

(53) DA} B za+25%.
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Die Verallgemeinerung, die Satz 13 gegeniiber Satz 12 enthilt, er-
streckt sich in zwei Richtungen. Durch Satz 13 wird ndmlich einer-
seits der Bereich der wesentlichen Komponenten vergréert, anderer-
seits zugleich der Wirkungsgrad jeder Komponente erhoht, da 1 < 4
ist. Auch fiir eine Basis %-ter Ordnung wird also (53) im allgemeinen
besser als (46) sein.”Ist z. B. 8 die Menge der Quadratzahlen, so ist

h =4, und es kann 1 = 19 oesetzt werden vgl. [21]). Daher gilt dann
4 6 8
fiir beliebiges A

D(QI_]-%)goc+Iig(oc—oc2)>oc+

o — ?
8

38. Beide Sitze lassen sich nun auf die Dichte und Ordnung im
GroBen ausdehnen. Ich fasse das Ergebnis fiir beide Falle im folgen-
den Satz zusammen:

Satz 14: Hat W die Dichte im Grofen o* > 0 und B die Eigenschaft,
daf ein mqy existiert devart, daf sich jedes m > m, als Summe von
hichstens I(m) Elementen aus B darstellen 1ift, wo I (m) der Bedingung

(54) Si(m) < 2*x fur alle x> mq

m=m,+1

mit einem von X unabhdngigen A* gemiigt, so gilt
4 o* — x*?2
(55) D*A+ %) = o*+ —5—-

Zwei Spezialfille dieses Satzes sind bereits bekannt. Er gilt ins-
besondere dann, wenn B eine Basis von endlicher Ordnung % (Spezial-
fall A*=h, vgl. [33]) bzw. eine Basis von endlicher Ordnung 4* im
GroBen (Spezialfall A* = A*, vgl. [30]) fiir die Menge aller natiirlichen
Zahlen ist. Stets ist A*= 1, da nach (54) wegen /(m) = 1 die Un-
gleichung * x = x — m, fiir alle x > m, gilt. ‘

Beweis: Da a* >0 ist, gibt es zu jedem & mit 0 <e< a* ein n,,
so daB 4 (x) = («* — ¢) x ist fiir alle x = n,. Fiir jedes x (vgl. (47)) ist
nun A4, (x) < A (x — m). Im folgenden sei x > Max (1, m,+ I).
Dann ist

(56) SAn) <3 A(x—m) + 3 dn(),
und aus (47), (48) und (56), dann (49) und (54) folgt analog wie oben
 SAE—m sl —Am) + 3 An )

< }(42(x) — A(%) + 2*x(C (%) — A(%).
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Andererseits ist

A —m) = SA(x—m) —mox =3 A () — my %

m=mmy+1 m=1 m=1

gS‘IA (m) — myx

"=,

2 __ P
= (a*—¢) L - 2 (06*—6)”——*0 2 e

Nt —,

Aus beidem zusammen ergibt sich, wenn man (a*—¢) =——— =7

setzt und durch A* x2 dividiert,

CH AW _ 420  oat—e 1 _ m
T = x T aEe T o Ba M

und hieraus durch denselben SchluB wie bei (51), der wegen A*> 1
zulissig ist,

C * (a*—g)? | a*—e n m,
B ey U sy Ul Ul O

a* a*2

* S L. o Mg M),
>at+ 2% 2A* ( +2l“+}.‘x3+}."x)

Bestimmt man nun zu beliebigem &* > o ein ¢ (fiir das die vor-
stehende Ungleichung gilt) so, daB ¢ + % < %‘ ist, so sind #, und 7

&*

feste Zahlen, und man kann weiter x so groB wihlen, da3 # + }% ==

ist. Es ist also
C (%)

x

¥

= ¥
2A* €

a'
> ot om T

fiir alle hinreichend groBen x. Daraus folgt (55).

39. In Verallgemeinerung von Satz 13 hat soeben A. Brauer 5] eine .
weitere Verschdrfung des Wirkungsgrades einer wesentlichen Kom-
ponente bewiesen. Er zeigt, daB man unter denselben Voraussetzungen
wie bei Satz 13 die Ungleichung (53) durch

' ot
D(‘)I-i-?B)>a+“l“

ersetzen darf. Dies ist schirfer als (53), da fiir « <1

. _V;=1:a + (x —2Va)' = I—z—cx
ist.
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§ 8. Minimalbasen.

40. Der Gedankengang der §§ 1—6 ist, kurz zusammengefaBt, der
folgende: Die Menge %, die eine Basis fiir die Menge 8 aller Zahlen
sein soll, ist gegeben und die Ordnung # von % bzw. die Ordnung im
GroBen 4* von U gesucht. Insbesondere interessiert, ob % und 4* end-
lich sind. Um dies zu entscheiden, geniigt es, die Dichte bzw. die
Dichte im GroBen von 2 oder einem endlichen Vielfachen von U als
positiv nachzuweisen. Hierdurch wird man dann auf die Aufgabe ge-
fiihrt, die Dichte einer Summe durch die Summe der Einzeldichten
-abzuschéitzen.

Man hat nun auch die hierzu umgekehrte Fragestellung untersucht,
daB die Ordnung % einer Basis fiir 3 oder fiir eine Teilmenge It C 3
vorgeschrieben und eine Menge U gesucht wird, die eine Basis &-ter
Ordnung fiir M mit moglichst wenig Elementen ist (vgl. [25]). Letzteres
ist fiir endliches I klar; fiir unendliches It ist es so zu verstehen,
daB fiir keine andere Basis A-ter Ordnung B fiir M

B(x) < A(x) fiir alle hinreichend groBen x

ist. 9 heiBt dann kurz eine Minimalbasis h-ter Ordnung fitr M. Die
eben genannte Aufgabe lautet dann: Man bestimme zu vorgegebenem
h eine Minimalbasis h-ter Ovdnung fiir M.

41. Diese Frage ist noch keineswegs gelost. Es liegen vorerst nur
einige Teilresultate vor. Ich betrachte zunédchst den Fall I = 3. Man
wird erwarten, daB eine Minimalbasis die Dichte o hat. Das ist auch
richtig, und daher gehéren diese Untersuchungen zu dem Fall der
Addition von Mengen der Dichte o, unter Beschrinkung auf lauter
gleiche Summanden, aber unter der Verschirfung, daB8 die Summe
die Dichte 1 besitzen soll. Es sei zundchst ein einfaches Beispiel
fir den Extremfall gezeigt, daB (h = 2) die Summe zweier Mengen
der Dichte o die Dichte 1 haben kannm, also alle natiirlichen Zahlen
umfafBt.

Ist ) die'Menge der Quadratzahlen, so ist bekanntlich 40 = 3.
und die Dichte (sogar die natiirliche Dichte) von £ gleich o, da
Q (x) =V« ist fiir alle x. Es hat aber auch 2£ noch die Dichte o,
so daB 2§ eine Menge der verlangten Art ist. Man berechne die Dichte
von 28 =9 etwa folgendermaBen:

Von den naturhchen Zahlen sind nicht als Summe zweier Quadrat-
zahlen darstellbar afle durch eirie Primzahl p=—1 (mod 4) in un-
gerader Potenz teilbaren Zahlen. Es seien p;, $3, . . ., pa die ersten
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»n Primzahlen = — 1 (mod 4). Wiare o« = D () > o, so wdhle man -
erst » und danach x so gro8, daB

) {.é<1—»%+%s>=,é{x—<;,—p—;>}<:,
<

ist. Nun gilt fiir die Anzahl N(x) der natiirlichen Zahlen < x, die
durch mindestens eins der p, teilbar sind, ohne zugleich durch 2
teilbar zu sein

")_E[m],,é,[mﬁ” ey 3 <n[m,m, r]+
n=v

wo die Summation iiber die verschiedenen Glieder [p—px—p] zu
uy Pu ey

erstrecken ist, bei denen keine Primzahl 12#0 in héherer als in der
zweiten Potenz vorkommt. Daher ist, mit Riicksicht auf die 3" — 1

eckigen Klammern in dem Ausdruck fiir N(x),

+Pv)+3h

(58) A(x)gx—N(x)<xﬁ(I_i

und aus (57) und (58) wiirde folgen, daB fiir geniigend groBes x
A(x) <x-§+—:—x =oux

wire, wahrend 4 (%) = ax ist fiir alle x. Folglich hat A = 20 die
Dichte o.

42. Die Konstruktion einer Minimalbasis A-ter Ordnung fiir § ist
bisher nicht gelungen. Man kennt jedoch ziemlich genaue Ab-
schitzungen fiir die Anzahl der Elemente < x einer solchen Minimal-
basis (vgl. [25], [32], [24]). Mit Riicksicht auf die bei diesen Unter-
suchungen benutzten Zifferndarstellungen ist es zweckmiBig, zur
Menge der natiirlichen Zahlen und zu den Basiselementen die Zahl o
hinzuzunehmen. Die jetzt betrachteten Mengen sind also Mengen nichi-
negativer ganzer Zahlen. Die Definition der Summe bleibt erhalten;
man braucht nur in (4) den Zusatz: mindestens ein e,=1I, zustreichen.
Die Dichte einer Menge U von nichtnegativen ganzen Zahlen ist durch

D@ =fin 2¥) (y=1,2,3,...)zu definieren, wo A'(x) die Anzahl
der positiven Elemente < x von % bedeutet. Die Mengen dieses Para-

graphen haben die Dichte o. Mit A(x) wird wieder die Anzahl der
. Elemente < x von % bezeichnet (also einschl. 0). Es gilt nun (vgl. [32])
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Satz 15: Ist A eine Minimalbasis h-ter Ordnung (h = 2) fiir 3,
so st B
(59) A(x) < 2hVx.

Beweis: Man konstruiere folgendermaBen eine Basis A-ter Ord-
nung B fiir §: Es sei B (v=1, 2, ..., h) die Menge aller im Ziffern-
system mit der Grundzahl 2* geschriebenen nichtnegativen Zahlen,
die nur die Ziffern o oder 2~ aufweisen, und 8 die Vereinigungsmenge

von BW, BP, ..., B®. Da jede Zahl ¢ mit 0 <c<2*—1 in der
Form?)

h
(60) c=23b" mit 5" BN

darstellbar ist, so gilt, falls z = 2"09 2"¢ eine beliebige Zahl aus 3,

dargestellt im Ziffernsystem mit der Grundzahl 2*, ist und ¢, nach
(60) dargestellt wird,

r

h h r
=3 Sb2re=3 b2 0P C BY).
9=o v =

I ‘V=IQ=O

Hier ist aber die innere Summe eine Zahl aus B¢ und daher z als
Summe von %4 Zahlen aus B dargestellt. Da allgemein weniger als 4
Zahlen von B nicht ausreichen, ist also B eine Basis 4-ter Ordnung
fir 3.

Die Mengen B haben paarweise nur die Zahl o gemeinsam. Folg-
lich ist )
(61) - B(x)=3B"(x) —h+ 1.

Bestimmt man nun die Zahl s so, daB

(62) il L B §

ist, so folgt unter Benutzung von (61)

li(f) < B(z":'+1)——1) _ h28+1—-;h+ T _ zh,‘
V=# Vs %

also

(63) B(x) <2hV%.

Diese Abschitzung gilt also erst recht fiir die Anzahl 4 (x) einer
Minimalbasis % der Ordnung &.

9) Darstellung als Summe von Zweierpotenzen!
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Dieselbe Basis 8 wird auch in [24] angegeben; die Abschitzung
lautet dort:

(64) B(x) < ———Yx<2n¥x.

—1
1—2 A

Man kann jedoch durch eine Verfeinerung der Intervalleinteilung (62)
die Abschitzung (63) zu

B(x) <oV2h¥Yx mit ¢=—— < 1,062

elog2

verscharfen (vgl. [32]), was besser ist als (64).

43. Ob aber B schon eine Minimalbasis fiir § darstellt, ist nicht
entschieden. Fiir einen endlichen Abschnitt von 3, wo die Frage nach
einer Minimalbasis noch etwas genauer untersucht ist (vgl. [25]),
14Bt sich jedenfalls ein besseres Resultat erzielen. Man wihle 7 be-
liebig und bezeichne mit M die Menge der Zahleno,1,2,...,m.
Eine Basis A-ter Ordnung fiir 9t heiBt dann auch eine Basis A-ter
Ordnung fiir m . Es gilt nun:

Satz 16: Es seien x,, X, . . ., X, beliebige natiirliche Zahlen. Werden
dann dy, dy, . . ., dy, durch

(65) di=1, dy= 2,8+ Kgdy+ -+ (%1 + 1) dy_y #=2,3,...5+1)
definiert, so bildet die Menge &, mit den Elementen
0,d,,2d,,...,%4d, '

x1d1+ dz, x1d1+ ng, e e ey x1d1+ xsd’,

h—2 h—2 h—1x
vadv'l'dh—];.zxvdv"‘ Zdh—:l: cvey vadv:

ye=1 vy=1 =1
h—1 h—1 h
vadv'*‘ dh: vadv“}‘ Zdh: . &8y vadv
y=1 y=1 y=1

eine Basis h-ter Ordnung mit I + x,+ %3+ - -+ + % Elementen fiir
die Zahl -

(66) xld1+ x,d,—i—---—}—(x,,'-l— I)dh'—“I=dn+1_I-

Beweis: Fiir 4 =1 ist die Behauptung richtig; denn die erste
Zeile von ©, ist eine Basis erster Ordnung fiir dg— 1 = x;. Es sei
schon bewiesen, daB &,_,, d. h. die ersten #—1 Zeilen von &,, eine
Basis (h — 1)-ter Ordnung fiir d,— 1 ist. Da ©,_, in &, enthalten
ist und o zu &, gehort, hat man nur zu zeigen, daB sich alle ganzen
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Zahlen von d, bis d,,; — I als Summe von 4 Zahlen aus ©, darstellen
lassen. Jede dieser Zahlen ist nun von der Form

S =%+ Xadp+ -+ Gp_1dn_1+ qdn+ 7

(g=o0,1,2,..., %p; 0 v < dp—1).

Hiervon ist aber x,d, + %3dy+ - -+ + %3 _1ds_1 + qd, eine Zahl aus
&, . Ferner 148t sich 7, da 0 < 7 < d, — 1 ist, nach Induktionsvoraus-
setzung als Summe von #— 1 (und allgemein auch nicht mit weniger)
Zahlen aus &,_, darstellen. Folglich ist s eine Summe von % (und
allgemein auch nicht von weniger) Zahlen aus &,, weil &,_, Teil-
menge von ©, ist.

Satz 17: Es sex U eine Minimalbasis h-ter Ovdnung (h = 2) fiir die
Zahl m. Dann gilt fiir die Anzahl A(m) der Basiselemente

(67) A(m) < him.

Beweis: Man setze A(m) = k. Dann ist fiir 2 < & nichts zu be-
weisen. Fiir & > & sei n, (k) die groBte ganze Zahl derart, daB sich alle
Zahlen 0,1,2,...,n,(k) durch eine Basis A-ter Ordnung von &
Elementen darstellen lassen. Wahlt man dann in (65) #;, %, . . ., %

h '
so, daB 1 + 3 x,= k ist, so ist, da &, eine Basis s-ter Ordnung fiir

v=1

dp,1— I ist, nach (66)

A
) Zdp1— 1= (Xn+ 1)da = [T (%4 1),

letzteres,lweil nach (65) 4, = (%,_,+ 1)d,_, firv=2,3,..., h und
d,= 1 ist. Setzt man nun x,=xg=-.-=x, = [%], X+ I= [%:l +7,
WO 7. aus

(68) B[] +r="r

zu bestimmen ist, so ergibt sich

o0 mwz[]F0 ()= ()

Da nun ¥ eine Minimalbasis A-ter Ordnung fiir » von % Elementen
ist, folgt unter Beriicksichtigung der ersten Ungleichung (69)

(70) mR)=m >m(k— 1) = ([k'h—l] + I)h—l ([k_; I] + r’) s
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wo 7, entsprechend zu (68), durch

h[kII]—i—r’: k—1
bestimmt ist. Setzt man
)=t

soistoZ o < h—:I , und man erhilt aus (70) fiir 7’4 o

m> ([k_;1:|+ 1)h= (%+1_%__ )hg (_:)h

~und fir ”=o0

h

" (k—h—-1+i)h—lk;~1 g(k)"—‘l(l'a;-x_{_I)kzr

< Eh—2
™ R*+ h—20k —h 4+ 1).

Hieraus folgt, da 2 > % = 2 ist,
m> (%)h fir A=3,

d. h. (67), da A (m) = & ist.
Fiir » = 2 wird der Nachweis von (67) durch eine besondere Unter-
suchung erbracht (vgl. [25]).

44. Zum SchluB sei bemerkt, daB die Abschitzungen (59) und (67)
bereits die richtige GroBenordnung liefern. Es gilt ndmlich:
Ist A eine Minimalbasis A-ter Ordnung fiir 3, so ist

A(x) =0{/7).

Hierfiir ist wegen (59) nur noch zu beweisen, daB es eine Kon-
stante » > o gibt, so daB fiir hinreichend groBes x

(71) A(x) > %Yz

ist. Da zur Darstellung eines Elements < ¥ von 8 als Summe von
h Elementen aus Y nur Elemente < x von 2 benutzt werden konnen,
geniigt es, (71) fiir einen endlichen Abschnitt von § zu zeigen, etwa
fiir die Menge It der Zahlen o, 1, 2, ..., m. Es wird also behauptet:

Ist m beliebig, # fest und A (m) die Anzahl der Elemente einer
Minimalbasis A-ter Ordnung fiir m, so ist

A(m) =0(Vm).

Hierfiir ist wegen (67) nur noch die Existenz einer Konstanten
% >0 mit 4(m) > »'})/m fiir hinreichend groBes m nachzuweisen.
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Mit 4 (m) Elementen kann man nun
_ (Am) 4+ h—1
c=("3)

Summen zu je 4 (unter Zulassung gleicher) Summanden bilden. Um
dadurch alle nichtnegativen Zahlen < m darzustellen, muB C > m,

also erst recht
(Am) + B — 1)k

7 >m

sein. Hieraus folgt aber fiir m > (A — 1)*

A(m) > {Vh —1)Ym = »Ym (#' > o).

§ 9. Ergebnisse iiber die Dichte spezieller Mengen.

45. In diesem letzten Paragraphen gebe ich einige spezielle Mengen
natiirlicher Zahlen an, iiber deren Dichte etwas bekannt ist, ohne daf
diese Zusammenstellung Anspruch auf Vollstindigkeit erheben soll,
Ich beriicksichtige nur neuere Ergebnisse, beschranke mich aber nicht
auf die Dichten « und «*, sondern betrachte auch die natiirlichen
Dichten 8, é und 31°), da hieraus mittels der Beziehung

0Sas<oa*=0<0<d=<1
mitunter Riickschliisse auf « und «* moglich sind. Insbesondere ist
ja a* = &, wenn 9 existiert. Jede Menge mit & > 0 bzw. a* > o stellt
dann ein Beispiel fiir Hauptsatz I bzw. Hauptsatz II dar, wenn in
diesem Fall noch die Bedingung der Teilerfremdheit erfiillt ist.

46. Fiir die Menge P der Primzahlen ist é = o, also auch fiir die
Menge %', die aus 1 und P besteht. Fiir die Menge A = 2P ist
o > o (vgl. [29]).

Fiir die Menge & der k-ten Potenzen aller natiirlichen Zahlen (% > 1)
ist d = 0. Fiir die Menge A=P+ K ist « >0 (vgl. [27]) und a* =1

(vel. [9])-

" Fiir die Menge & aller nichtnegativen Potenzen einer festen Zahl
!> 1ist 6=o0. Fiir die Menge A =P+ & ist x > o (vgl. [27]), genauer
*x= xT;g_l (x Konstante) (vgl. [20]).

Fiir die Menge der (positiven) Zahlen $,2 + p,2 — ps*— P4 (p; Prim-
zahlen) ist « >0 (vgl. [15]), ebenso fiir jede der Mengen p,*+ p* — p5*,
k

4 2 .
_2" pd— 39, Sep (6= 1, pi, ¢ Primzahlen) (vgl. [15]).

=X =I

10) Bezeichnungen wie in § 1.
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47. Es sei 9 eine Menge von Zahlen a,, a,, a5, . . ., fiir die a; durch
kein @; mit 4 ¢ teilbar ist (¢,/=1,2,3,...). Dann ist § =0,
3 < % (vgl. [2] und [11]).

Es seien m,,my,...,m,, ... natiirliche Zahlen. Die Menge der

Zahlen, die durch m, teilbar sind, hat die natiirliche Dichte 6, = —"IT :

1
die Menge derjenigen, die durch m,, aber durch keine der Zahlen
my, m,, ..., m,_, teilbar sind (»=2, 3,...), hat die natiirliche Dichte

I I I

(72) 0, = o

Wy {muam, ) +z<%’<v {my, my,my}

—F e,

wo die geschweiften Klammern das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache bezeichnen.

Die Menge der Zahlen, die durch keine von # festen Zahlen

my, m,, ..., m, teilbar sind, hat die natiirliche Dichte
| ==L ¥ ol
- T M S (memy )
— S W (="
x<%;p {mxrmzrm,u.} + + {ml,m, ..... mn}

Es ist (vgl. [16] und [26])
sz (r—5)

’

Es sei oy(n) die Anzahl der Teiler von #». Fiir die Menge der
Zahlen n mit gy(n) < o4(n + 1) ist 6 = % (vgl. [14]).

Es sei o0y(n) die' Summe der Teiler von #. Fiir die Menge der
abundanten Zahlen (o, (n) = 2#) gilt 0,241 < 8 < 8 < 0,332 (vgl. [1]).
Allgemeiner ist fiir die Menge der x-fach abundanten Zahlen
(0y(m) = xn, » = 1) 6 fiir alle » vorhanden und eine stetige Funktion
von x (vgl. [8], [7] und [10]). Genauer ist 6 = 34,, wo 4, nach

v=1I

(72) mittels der primitiven x-fach abundanten Zahlen gebildet ist
(vel. [8]).

Es sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion, die den Bedingungen
f(n) = o0 und f(nyng) = f(n,) + f(ng) fiir (n,, n;) = 1 geniigt, und A
eine gegebene Konstante. Dann existiert fiir die Menge der Zahlen #

mit f(n) = A die natiirliche Dichte (vgl. [13]). Fiir f(n) = log i,f’i)
und A = logx ergibt sich als Spezialfall die Menge der x-fach ab-
undanten Zahlen. :
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