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Affektlose Gleichungen in der Theorie
der Laguerreschen und Hermiteschen Polynome.

Von J. Schur in Berlin.

In einer vor kurzem erschienenen Arbeit *) bin ich zu folgenden Resultaten gelangt:
1. Bedeutet Ln das Laguerresche Polynom

r _ ^n~
nl dxn ~~ / v\

so ist Ln = 0 für jedes n eine Gleichung ohne Affekt.
2. Die Galoissche Gruppe der Gleichung

ist für jedes durch 4 teilbare n die alternierende Gruppe ra-ten Grades 21M. Für alle übrigen
n ist die Gleichung ohne Affekt.

Im folgenden will ich noch auf einige weitere Folgen von Gleichungen aufmerksam
machen, deren Galoissche Gruppe mit der symmetrischen oder alternierenden Gruppe
übereinstimmt.

I. Die Galoissche Gruppe der Gleichung

^ 0
(» + !)!o

ist für jedes ungerade n und für alle geraden n, für die n + l eine Quadratzahl ist, die alter-
nierende Gruppe 2ln. In allen übrigen Fällen ist die Gleichung ohne Affekt 2).

II. Bedeutet

Hm(x) = (-1 ~ -
=0

das m-te Hermitesche Polynom und setzt man
H2n(x)

so sind

_ l) „Gleichungen ohne Affekt'4, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1930, S. 443—449. — Im folgenden
wird diese Arbeit kurz mit G. zitiert werden.

3) Das Polynom Jn kann auch mit Hilfe der Gleichung
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K(»\x) = 0, K$*(x) =0
für n > 12 affektlose Gleichungen n-ten Grades 3).

Durch diese Spezialfälle erfährt der bekannte Hilbertsche Beweis für die Existenz
von Gleichungen beliebigen Grades mit rationalen Koeffizienten, deren Galoissche Gruppe
mit der symmetrischen bzw. alternierenden Gruppe übereinstimmt, eine bemerkens-
wert einfache Illustration. Insbesondere führen die Gleichungen E& = 0 und /at+i = 0
auf den Fall der alternierenden Gruppe. Es wäre von Interesse, diesen Fall auch für die
bei diesen Beispielen noch nicht vorkommenden Gradzahlen der Form ik + 2 in ähnlich
konkreter Weise zu verwirklichen.

§ L Einige Hilfssätze.
Der Beweis der Sätze I und II beruht in erster Linie auf einem Kriterium, das

ich in der mit G. zitierten Arbeit (§1) abgeleitet habe:
A. Es sei
(i) F(x) = s» + a^-i + . . . + a* = 0

eine Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten, die folgende Eigenschaften besitzt:
a) Die Funktion F(x) ist im Körper der rationalen Zahlen irreduzibel.
b) Es läßt sich eine Primzahl p angeben, die in der Diskriminante der Gleichung

mindestens in der n-ten Potenz aufgeht.
c) Das konstante Glied an ist durch p, aber nicht durch p2 teilbar.
d) Es gilt eine Kongruenz der Form

F(x) = x* f(x) (mod. p ) , (k > l )
wobei die Diskriminante A' des Polynoms f(x) zu p teuer fremd ist.

Die Galoissche Gruppe © der Gleichung besitzt dann eine durch p teilbare Ordnung
g. Ist hierbei insbesondere

so ist © die symmetrische oder die alternierende Gruppe. Der zweite Fall tritt ein, wenn
eine Quadratzahl ist.

Dieses Kriterium führt nur für genügend große Werte von n zum Ziele. Bei kleineren
Werten von n mache ich von einem bekannten Satz von Dedekind Gebrauch:

B. Es sei wieder (1) eine irreduzible ganzzahlige Gleichung. Gilt für irgendeine Prim-
zahl q eine Zerlegung der Form

F(x)^FlF2--Fr (mod. g),
wobei F!, F2, . . ., Fr mod. q irreduzible, untereinander inkongruente Polynome sind, so
enthält die Galoissche Gruppe der Gleichung mindestens eine Permutation, die in r Zykeln
zerfällt, deren Ordnungen mit den Graden der Polynome F^ F2, . . ., Fr übereinstimmen 4).

Von entscheidender Bedeutung sind für uns auch die Irreduzibilitätssätze, die ich
in einer früheren Arbeit5) bewiesen habe:

3) Es ist zu vermuten, daß auch die Gradzahlen n ̂  12 dasselbe Verhalten zeigen, doch konnte ich das bis
jetzt nur für n g 7 beweisen.

4) Diesen Satz hat zuerst Herr M. Bauer in seiner Arbeit „Ganzzahlige Gleichungen ohne Affekt", Math.
Annalen 64 (1907), S. 320—327 zur Herstellung affektloser Gleichungen herangezogen. Einen elementaren
Beweis des DedeMndschen Satzes habe ich in meiner Arbeit „Beispiele für Gleichungen ohne Affekt", Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 29 (1920), S. 146—150 angegeben.

5) „Einige Sätze über Primzahlen mit Anwendungen auf Irreduzibilitätsfragen", II, Sitzungsberichte der
Berliner Akademie 1929, S. 370-391. Bereitgestellt von | De Gruyter / TCS
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54 Schur, Affektkse Gkichungen.

G. Im allgemeinen ist jedes Polynom der Form
é¾· /vt2 /ãé W — l /v»it

(2) h(x) = l + gl^ + g2 _ + . - . + g^ -^ ± ̂ + -1TJ

mit ganzen rationalen gv im K rper der rationalen Zahlen irreduzibel. Hier sind folgende
Ausnahmen m glich: 1. Ist n von der Form 2r — l (r ̂  2), so kann h(x) erst nach Fort-
hebung des Faktors ÷ + 2 oder ÷ — 2 irreduzibel werden. 2. F r n = 8 kann h(x) das
Produkt zweier irreduzibler Funktionen der Grade 2 und 6 sein.

D. Die Polynome
x-*H3(x), Ht(x), x~lH5(x), H9(x),...

sind im K rper der rationalen Zahlen irreduzibel.

§ 2. Die Diskriminanten der verallgemeinerten Laguerreschen Polynome.
In ihrem Buche „Aufgaben und Lehrs tze aus der Analysis", Bd. II, S. 94 und

S. 294 haben G. Polya und G. Szeg eine Verallgemeinerung der Laguerreschen Polynome
eingef hrt: Ist <x eine Konstante, so setze man

dxn

Es wird dann

F r eine rationale Zahl Ë = — empfiehlt es sich, die Ausdr ckeì

ì

einzuf hren. Setzt man
(3) Çç=ç(ë + ìç),

so kann dieses Polynom in der Form

(4) Fn(x, ë, ì) = a»-- *?- s-' + *5=i*5 a^-* ---- + (- D" ̂ 777^

geschrieben werden. Es bestehen dann, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Relationen
(5) xF'% = nFn + knFn-i (n ̂  l, F0- 1)
(5') Fn = (x- ln) Fn^ - mnFn-2 (n ̂  2),

wobei
(6) ln= kn — kn-i= ë + ì(2ç— 1), mn= ìkn-.é

zu setzen ist 6).
Auf Grund dieser Formeln l t sich die Diskriminante Äç des Polynoms Fn(x, ë, ì)

in genau derselben Weise explizit berechnen, wie das im Laguerreschen Fall ë — Ï, ì — l
gelingt (vgl. G., § 2). Man erh lt den Ausdruck

*) Die Rekursionsformel (5) findet sich schon bei Polya und Szeg a. a. 0. Es E t sich umgekehrt ohne M he
folgendes beweisen: Kennt man f r eine Folge von Polynomen

*„=*"+4Â)*"~1 + · · · + <4n) (*· = õ
Relationen von der Gestalt (5) und (5') mit konstanten kn, In, »»n und von Null verschiedenen kn, so mu die Kon-
stante kn die Form (2) und das Polynom Fn die Form (3) haben.
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§ 3. Die Polynome Jn.
Setzt man in (4) = = l, also &w = n(n + 1), so wird man auf den Ausdruck

(8) Gn=s»- (ji + l)**-i + (*+l)ns»-2 ---- + (- 1)» (n + l ) l

geführt, der mit unserem Polynom Jn in der Beziehung
Gn=(-i)n(n + 1)1

steht. Für die Diskriminante zlw von Gw erhält man aus (7) den Wert 7)
=2*·3*. *·.. 2 -2'( + ) -1.

Diese Formel setzt in Evidenz, daß dann und nur dann eine Quadratzahl wird,
wenn n ungerade oder n + l ein ungerades Quadrat ist. Ferner geht aus ihr hervor, daß

n durch keine oberhalb n + l liegende Primzahl teilbar ist und eine Primzahl p des
Intervalls

( 9 ) n < p < n

genau in der Potenz p2?-2 enthält. Wegen
2p — 2>n+i — 2

ist der hier auftretende Exponent mindestens gleich n.
Setzt man, wenn p eine dieser Primzahlen ist, n = p + m, so wird p + m < 2p — l,

also
(10) p>m+l.

Aus (8) ergibt sich ohne Mühe die Kongruenz
Gn=&Gm (mod. p)

Hierbei ist wegen (10) die Diskriminante Am des Faktors Gm zu p teilerfremd.
Da außerdem das konstante Glied ± (w + 1)! von Gn unsere Primzahl nur in der

ersten Potenz enthält, so erkennen wir, daß für das Polynom Gn die Bedingungen b), c)
und d) des Hilfssatzes A. in bezug auf jede Primzahl des Intervalls (9) erfüllt sind.

Was nun die Bedingung a), also die Irreduzibilität von Gn anbetrifft, so beachte
man, daß Jn die Form (2) hat. Ein Zerfallen von Gn in Faktoren mit rationalen Koeffi-
zienten käme daher nach G. nur für n = T — l und n = 8 in Betracht. Im ersten Fall
müßte aber Gn(2) = 0 sein. Dies trifft nicht zu, weil n ungerade ist und für jede in n
aufgehende Primzahl q aus (8)

Gn(2) T (mod. q)
folgt. Wäre ferner G8 reduzibel, so könnte nur ein Zerfallen in zwei ganzzahlige Faktoren
A, B der Grade 2 und 6 stattfinden. Es ist aber

G8~r^ — 2) (mod. 7),
folglich müßten die konstanten Glieder von A und B beide durch 7 teilbar sein. Dies ist
auszuschließen, weil ihr Produkt 9! die Primzahl 7 nur in der ersten Potenz enthält.

Die Funktion Gn ist daher für alle Werte von n irreduzibel. In Verbindung mit dem
Früheren folgt hieraus auf Grund des Hilfssatzes A., daß die Ordnung gn der Galoisschen
Gruppe © unserer Gleichung durch jede Primzahl des Intervalls (9) teilbar sein muß.

Kommt unter diesen Primzahlen auch nur eine vor, die kleiner als n — 2 ist, so
wird ® nach A. entweder die symmetrische Gruppe @n oder die alternierende Gruppe 9in.

7) Auf anderem Wege habe ich diese Diskriminante in meiner Arbeit „Über die Verteilung der Wurzeln bei
gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten", Math. Zeitschrift l (1918), S. 377—402 (§3),
berechnet. Bereitgestellt von | De Gruyter / TCS
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56 Schur, Affektkse Gleichungen.

Welcher Fall eintritt, hängt nur von dem Verhalten der Diskriminante ab, das wir
schon beherrschen. Der zu beweisende Satz I gilt also jedenfalls für alle Gradzahlen #,
für die das Intervall

wenigstens eine Primzahl enthält.
Auf Grund der Tatsache, daß es für ^ 24 stets Primzahlen p gibt, die den Be-

dingungen

genügen 8), erkennt man leicht, daß nur noch die Werte
n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 13

eine Ausnahme bilden könnten.
Die ersten beiden Fälle erledigen sich unmittelbar auf Grund der Bemerkung,

daß die Galoissche Gruppe einer irreduziblen Gleichung zweiten oder dritten Grades
allein durch das Verhalten der Diskriminante bestimmt ist. In den übrigen Fällen be-
nutzen wir die Tatsache, daß © jedenfalls transitiv ist und eine Ordnung gn besitzt, die
durch jede Primzahl des Intervalls (9) teilbar ist. Das liefert insbesondere

(11) g4 = 0 (mod. 3), g7 = 0 (mod. 5), g13 == 0 (mod. 11).
Hieraus folgt schon aus rein gruppentheoretischen Gründen, daß unsere Gruppe © in
den Fällen

n = 4, 7, 13
die alternierende Gruppe umfassen muß. Denn es gibt keine andere transitive Gruppe
eines dieser Grade, deren Ordnung der zugehörigen Kongruenz (11) genügt9).

In den Fällen n = 5, 6, 9 reicht das bisher Bewiesene noch nicht aus, um © als
eine der Gruppen @„ oder 9ln zu kennzeichnen. Hier schließen wir so: Aus der Transiti-
vität von ® folgt in Verbindung mit

ge = 0 (mod. 5) , g9 = 0 (mod. 7) ,
daß © jedenfalls eine primitive Permutationsgruppe sein muß. Es gelten ferner, wie eine
einfache Rechnung zeigt, die Kongruenzen

G5 ( — 3)(x — 8)(x* + 4z2 — 2z — 7) (mod. 23) ,
Ge = ( + 6)( * + 3)(x* — 2x* — 5x + 4) (mod. 23) ,
G9 = ( — 5)(#3 + 2 + + 3)(sf + bx* + x* — 4r2 + 3x + 3) (mod. 13) .

Die hier auftretenden Faktoren sind nach dem zugehörigen Primzahlmodul irreduzibel.
Aus dem Hilfssatz B. ergibt sich daher, daß unsere Gruppe © in allen drei Fällen eine
Permutation enthält, die in eine passend gewählte Potenz erhoben einen Zyklus der
Ordnung 3 liefert. Eine primitive Gruppe, die einen solchen Zyklus enthält, muß aber
bekanntlich die alternierende Gruppe umfassen.

Damit ist der Satz I für alle Werte von n als bewiesen anzusehen.
8) VgL meine Arbeit „Einige Sätze über Primzahlen mit Anwendungen auf Irreduzibilitätsfragen", I, Sitzungs-

berichte der Berliner Akademie 1929, S. 126—136 (§ 2). — Dort wird dieser Satz für ^ 29 ausgesprochen, er gilt
aber schon f ur ^ 24.

8) Der Fall n = 4 ist trivial. Für n = 7 vgl. W. Burnside, „Theory of Groups of finite Order", Cambridge 1911,
S. 214, für n = 13 vgl. G. A. Miller, „On the transitive Substitution groups of degrees thirteen and fourteen", Quar-
terly Journal 29 (1898), S. 224-249. Bereitgestellt von | De Gruyter / TCS
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§ 4. Beweis des Satzes II.
Auch die Hermiteschen Polynome und die aus ihnen hervorgehenden Funktionen

(^ und K(^ hängen in einfacher Weise mit den verallgemeinerten Laguerreschen Poly-
nomen zusammen (vgl. Polya und Szegö, a. a. 0., S. 295). In den Bezeichnungen des § 2
wird

K(«\x) = Fn(x, -1,2), K%\x) - Fn(x, l, 2).
Die Diskriminanten D^0) und D(^ dieser Polynome lassen sich daher mit Hilfe der Formel
(7) berechnen. Es ergibt sich

(12) D(
n
e^ 1T*~/ [vv(2v - l + 2er1] (e = 0, 1).

v—2

Für n > l kann keine dieser Zahlen eine Quadratzahl sein.
Dies läßt sich für n < 7 durch eine direkte Rechnung bestätigen. Ist aber n^l,

so wende man folgende präzisere Fassung des Tschebyscheffschen Satzes an, die man
Herrn Robert Breusch 10) verdankt.

Sobald n^l ist, enthält das Intervall n < p < In wenigstens zwei Primzahlen,
von denen die eine von der Form ix — l, die andere von der Form 4r + l ist.

Aus der Formel (12) geht hervor, daß eine Primzahl p dieses Intervalls in D(n genau
p—2 £—1

in der Potenz p 2 enthalten ist. Wählt man, was nach Breusch möglich ist,
p == 2 — l (mod. 4), so wird der Exponent ungerade. Folglich kann D(n keine Quadrat-
zahl sein.

Hieraus folgt, daß die Galoissche Gruppe ©( ) der Gleichung
(13) K$(x)=Q (n>i)

von der alternierenden Gruppe verschieden sein muß.
Um auf diese Gleichung den Hilfssatz A. anwenden zu können, muß man die Be-

trachtung auf die Primzahlen des Intervalls
,.,, 2n + 2(14) —±— <p<n

beschränken.
Eine solche Primzahl p geht in D(^ genau in der Potenz

p—2 —l 2p—2 —l
pp.p~^~=p 2

auf, und der hier auftretende Exponent ist größer als |(2rc — 1), also mindestens gleich n.
Ferner ist das konstante Glied

(— l)n · l - 3 - 5· · · (2n — l + 2 )
von K^ nur durch die erste Potenz von p teilbar. Setzt man n = p + m, so wird

o o
p + m < -^-s , also p> 2m + 2 .

Man beweist nun ohne Mühe, daß die Kongruenz
K$(x) = <fK$(x) (mod. p )

gilt. Da die Diskriminante D*$ von K$(x) wegen (12) nur durch Primzahlen unterhalb
2m + 2 teilbar ist, muß sie zu p teilerfremd sein. Endlich ist auch die Irreduzibilität

10) Die Arbeit des Herrn Breusch wird demnächst in der Mathematischen Zeitschrift erscheinen.
Journal für Mathematik. Bd. 165.
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58 Schur, AffeJctlose Gleichungen.

der Funktion K(n(x) gesichert. Denn der Hilfssatz D. besagt sogar, daß K%\x*) ein im
Gebiet der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom ist.

Wir sehen also, daß für die Gleichung (13) die vier Bedingungen des Hilfssatzes A.
in bezug auf jede Primzahl des Intervalls (14) erfüllt sind. Folglich ist die Galoissche
Gruppe ®(e) der Gleichung jedenfalls eine transitive Permutationsgruppe, deren Ordnung
diese Primzahlen als Teiler auf weisen muß.

Existiert wenigstens eine Primzahl /?, die den Bedingungen
(15) 2*_+2_ e < i > < j | _ 2

genügt, so lehrt unser Hilfssatz in Verbindung mit dem Früheren, daß ©( ) mit der
symmetrischen Gruppe @n übereinstimmen muß.

Auf Grund der in § 3 angeführten Regel über die Primzahlen eines Intervalls

x, -r-\ erkennt man leicht, daß das Intervall (15) stets Primzahlen enthält, wTenn nicht

einer der folgenden Ausnahmefälle vorliegt:
= 0, n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13,

e= l, n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 19.
Diese Fälle n = 2 und n = 3 führen wieder ohne weiteres auf ©(fi) — @ . Auch die Fälle
n = 13 und n = 19 bilden keine Ausnahme. Es muß nämlich bei uns

GW - G« = 0 (mod. 11) , G$ = 0 (mod. 17)
sein, weil die Primzahl 11 bzw. 17 in das zugehörige Intervall (14) fällt. Abgesehen von
der symmetrischen und der alternierenden Gruppe existiert aber keine transitive Permu-
tationsgruppe des Grades 13 oder 19, deren Ordnung den Teiler 11 oder 17 aufweist.
Für n = 13 habe ich das schon auf S. 56 benutzt, für n = 19 folgt die Richtigkeit der
Behauptung aus den Ergebnissen von E. Martin n) über primitive Permutationsgruppen
des Grades 18.

Ebenso erledigt sich auch der Fall = 0, n = 4 auf Grund der Bemerkung, daß
g
-o- < 3 < 4 ist und daher G(

4
0) durch 3 teilbar sein muß.

Auf die übrigen Ausnahmefälle n ^ 12 soll hier nicht eingegangen werden.
11) „On the imprimitive Substitution groups of degree fifteen and the primitive Substitution groups of

degree eighteen", American Journal 23 (1901), S. 259—286.

Eingegangen 31. Dezember 1930.
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