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Affektlose Gleichungen in der Theorie
der Laguerreschen und Hermiteschen Polynome.

Von J. Schur in Berlin.

In einer vor kurzem erschienenen Arbeit !) bin ich zu folgenden Resultaten gelangt:
1. Bedeutet L, das Laguerresche Polynom

_d (@) ( )(——x)_
Ly = n! dxn ——é: v 0

so ist L, = O fiir jedes » eine Gleichung ohne Affekt.
2. Die Galoissche Gruppe der Gleichung

=0
ist fiir jedes durch 4 teilbare n die alternierende Gruppe n-ten Grades ,. Fiir alle iibrigen
n ist die Gleichung ohne Affekt.
Im folgenden will ich noch auf einige weitere Folgen von Gleichungen aufmerksam
machen, deren Galoissche Gruppe mit der symmetrischen oder alternierenden Gruppe
iibereinstimmt.

I. Die Galoissche Gruppe der Gleichung

,,_—dex_ ()({:;]))—! 0

ist fiir jedes ungerade n und fiir alle geraden n, fiir die n -+ 1 eine Quadratzahl ist, die alter-
nierende Gruppe N,.. In allen iibrigen Fillen ist die Gleichung ohne Affekt 2).

11. Bedeutet

! m ?2” [
Hy(z) = (— 1)’” 2 Lﬁ__ Z’ (_4)" ( ) 1.3.5. (2” — 1 )gm—2m
p=0
das m-te Hermitesche Polynom und setzt man
H2n(x) = K;O)(xz% H2n+1(x) = sztl)(xz)a
so sind

. 1) ,,Gleichungen ohne Affekt", Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1930, S. 443—449. — Im folgenden
wird diese Arbeit kurz mit G. zitiert werden.
%) Das Polynom J,, kann auch mit Hilfe der Gleichung

Jow_ 1 dLnp
P p41 dx
gekennzeichnet werden. Bereitgestellt von | De Gruyter / TCS
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b4 Schur, Affektlose Gleichungen.

C. Im allgemeinen ist jedes Polynom der Form
2 n—1 n

() M) =L+ gqgr g gt )
mit ganzen rationalen g, im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel. Hier sind folgende
Ausnahmen méglich: 1. Ist n von der Form 2" — 1 (r = 2), so kann h(x) erst nach Fort-
hebung des Faktors x + 2 oder x — 2 irreduzibel werden. 2. Fiir n = 8 kann h(z) das
Produkt zweier irreduzibler Funktionen der Grade 2 und 6 sein.

D. Die Polynome

| s Hy(z), Hy(z), a7 Hy(z), He),...
sind im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

§ 2. Die Diskriminanten der verallgemeinerten Laguerreschen Polynome.

In ihrem Buche ,,Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis*‘, Bd. II, S. 94 und

S. 294 haben G. Polya und G. Szegé eine Verallgemeinerung der Laguerreschen Polynome
eingefiihrt: Ist « eine Konstante, so setze man

dn(e—z xn+a) oz @

W—_ =nte X Ln (.'.U).

Es wird dann

w= Yt e

—]
~ \n—v/

Fiir eine rationale Zahl « = % empfiehlt es sich, die Ausdriicke

()2
Fu(z, 4, p) = (— 1)" n! ‘u’n L”‘" (‘;)
einzufithren. Setzt man

(3) kn=n(A+ pun),
so kann dieses Polynom in der Form

@) Falr by =an—Fn s g oot ey (g e
geschrieben werden. Es bestehen dann, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Relationen
(5) zF,=nF, 4+ k,Fn_, (n=1, Fo=1)
(5") Fo=(x—1)Fp1—MmnFns (n = 2),
wobei
(6) ln=kn—kn—1= l+ﬂ(2n——-1), my= ,u'kn—l

zu setzen ist 8).

Auf Grund dieser Formeln 148t sich die Diskriminante 4, des Polynoms F(z, 4, u)
in genau derselben Weise explizit berechnen, wie das im Laguerreschen Fall 1= 0, u= 1
gelingt (vgl. G., § 2). Man erhilt den Ausdruck
n(n—1)

(7) Ap=p 2 nlhohahi- - k3 .

%) Die Rekursionsformel (5) findet sich schon bei Pélya und Szego a. a. 0. Es 148t sich umgekehrt ohne Miihe
folgendes beweisen: Kennt man fiir eine Folge von Polynomen

F,=a* 4 Ma" 14 ... (Fy=1)
Relationen von der Gestalt (5) und (6’) mit konstanten kn, l"B’EPbHé‘QsY@H %q” bgs@p&wgpynr&@ 5o mufl die Kon-
stante kn die Form (2) und das Polynom F, die Form (3) haben. Angemeldet
Heruntergeladen am | 21.09.17 10:25



Schur, Affektlose Gleichungen. 15%)

§ 3. Die Polynome J,.
Setzt man in (4) A = u =1, also k, = n(n + 1), so wird man auf den Ausdruck

® Gi=a— (1) et () b Dnerz o (=1 (0 1)

gefithrt, der mit unserem Polynom J, in der Beziehung
Gn=(—1)"(n + D)1 Jy
steht. Fiir die Diskriminante 4, von G, erhilt man aus (7) den Wert 7)
A, =2%.34. 45, .. g2, (n+1)"L.
Diese Formel setzt in Evidenz, dal 4, dann und nur dann eine Quadratzahl wird,
wenn 7 ungerade oder n + 1 ein ungerades Quadrat ist. Ferner geht aus ihr hervor, daf

A, durch keine oberhalb n 4+ 1 liegende Primzahl teilbar ist und eine Primzahl p des
Intervalls

n+1
©) +
genau in der Potenz p?—2 enthilt. Wegen
2p—2>n+1—2
ist der hier auftretende Exponent mindestens gleich #.
Setzt man, wenn p eine dieser Primzahlen ist, n = p + m, so wird p + m < 2p —1,

<p<n

also

(10) p>m+1.
Aus (8) ergibt sich ohne Miihe die Kongruenz
G,= 2?G,, (mod. p)
Hierbei ist wegen (10) die Diskriminante 4,, des Faktors G, zu p teilerfremd.

Da auBerdem das konstante Glied + (rn + 1)! von G, unsere Primzahl nur in der
ersten Potenz enthilt, so erkennen wir, daB fiir das Polynom G, die Bedingungen b), ¢)
und d) des Hilfssatzes A. in bezug auf jede Primzahl des Intervalls (9) erfiillt sind.

Was nun die Bedingung a), also die Irreduzibilitit von G, anbetrifft, so beachte
man, da J, die Form (2) hat. Ein Zerfallen von G, in Faktoren mit rationalen Koeffi-
zienten kiame daher nach C. nur fiir n = 2" — 1 und » = 8 in Betracht. Im ersten Fall
miifite aber G,(2) = 0 sein. Dies trifft nicht zu, weil » ungerade ist und fiir jede in n
aufgehende Primzahl ¢ aus (8)

Gn(2) = 2" (mod. q)
folgt. Wire ferner Gg reduzibel, so konnte nur ein Zerfallen in zwei ganzzahlige Faktoren
A, B der Grade 2 und 6 stattfinden. Es ist aber
Gy = 1'(x — 2) (mod. 7),

folglich miiBten die konstanten Glieder von A und B beide durch 7 teilbar sein. Dies ist
auszuschlieBen, weil ihr Produkt 9! die Primzahl 7 nur in der ersten Potenz enthilt.

Die Funktion G, ist daher fiir alle Werte von n irreduzibel. In Verbindung mit dem
Friiheren folgt hieraus auf Grund des Hilfssatzes A., daB die Ordnung g, der Galoisschen
Gruppe & unserer Gleichung durch jede Primzahl des Intervalls (9) teilbar sein muB.

Kommt unter diesen Primzahlen auch nur eine vor, die kleiner als n — 2 ist, so
wird @ nach A. entweder die symmetrische Gruppe &, oder die alternierende Gruppe ..

7) Auf anderem Wege habe ich diese Diskriminante in meiner Arbeit ,,Uber die Verteilung der Wurzeln bei
gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten‘‘, Math. Zeitschrift 1 (1918), S. 377—402 (§ 3),
berechnet. Bereitgestellt von | De Gruyter / TCS
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56 Schur, Affektlose Gleichungen.

Welcher Fall eintritt, hingt nur von dem Verhalten der Diskriminante 4, ab, das wir
schon beherrschen. Der zu beweisende Satz I gilt also jedenfalls fiir alle Gradzahlen n,
fir die das Intervall
”_‘2*‘1 <p<n-—2

wenigstens eine Primzahl enthalt.

Auf Grund der Tatsache, daB es fiir x = 24 stets Primzahlen p gibt, die den Be-
dingungen

5z

.’L'<p§‘4~

geniigen ®), erkennt man leicht, daB nur noch die Werte
n=234>5,6,7,9 13
eine Ausnahme bilden konnten.

Die ersten beiden Fille erledigen sich unmittelbar auf Grund der Bemerkung,
daB die Galoissche Gruppe einer irreduziblen Gleichung zweiten oder dritten Grades
allein durch das Verhalten der Diskriminante bestimmt ist. In den iibrigen Fillen be-
nutzen wir die Tatsache, daB ® jedenfalls transitiv ist und eine Ordnung g, besitzt, die
durch jede Primzahl des Intervalls (9) teilbar ist. Das liefert insbesondere

(11) ga=0 (mod. 3), g, =0 (mod.5), g3=0 (mod.11).

Hieraus folgt schon aus rein gruppentheoretischen Griinden, daf unsere Gruppe ® in
den Fillen

n=4113

die alternierende Gruppe umfassen mufl. Denn es gibt keine andere transitive Gruppe
eines dieser Grade, deren Ordnung der zugehorigen Kongruenz (11) geniigt ®).

In den Fillen n =5, 6,9 reicht das bisher Bewiesene noch nicht aus, um & als
eine der Gruppen &, oder 9, zu kennzeichnen. Hier schliefen wir so: Aus der Transiti-
vitdt von @ folgt in Verbindung mit

g =0 (mod. 5), gg=0 (mod.7),

daB @& jedenfalls eine primitive Permutationsgruppe sein mu. Es gelten ferner, wie eine
einfache Rechnung zeigt, die Kongruenzen

Gy = (xr — 3)(x — 8)(2® + 42% — 2z — 7) (mod. 23),
Gg = (z + 6)(2® + 3)(2® — 22® — bz + 4) (mod. 23),
Gy = (x —5)(#® + 22 + 2 + 3)(2® + 5t + 2° — 4a? + 3z + 3) (mod. 13).

Die hier auftretenden Faktoren sind nach dem zugehorigen Primzahlmodul irreduzibel.
Aus dem Hilfssatz B. ergibt sich daher, daB unsere Gruppe & in allen drei Fillen eine
Permutation enthilt, die in eine passend gewihlte Potenz erhoben einen Zyklus der
Ordnung 3 liefert. Eine primitive Gruppe, die einen solchen Zyklus enthélt, muBl aber
bekanntlich die alternierende Gruppe umfassen.

Damit ist der Satz I fiir alle Werte von r als bewiesen anzusehen.

- #) Vgl. meine Arbeit ,,Einige Sétze iiber Primzahlen mit Anwendungen auf Irreduzibilititsfragen®, I, Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie 1929, S. 125—136 (§ 2). — Dort wird dieser Satz fiir = 29 ausgesprochen, er gilt
aber schon fiir z = 24.

®) Der Falln = 4 ist trivial. Fiirn = 7 vgl. W. Burnside, ,,Theory of Groups of finite Order*, Cambridge 1911,
8. 214, fiir n = 13 vgl. G. A. Miller, ,,On the transitive substitution %%u s of degrees thirteen and fourteen‘, Quar-

terly Journal 29 (1898), S. 224— 249, Bereitgestellt von'| De Gruyter / TCS
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Schur, Affektlose Qleichungen. Y4

§ 4. Beweis des Satzes II.

Auch die Hermiteschen Polynome und die aus ihnen hervorgehenden Funktionen
K und K’ hangen in einfacher Weise mit den verallgemeinerten Laguerreschen Poly-
nomen zusammen (vgl. Polya und Szego, a. a. 0., S. 295). In den Bezeichnungen des § 2
wird

tho)(x) = Fﬂ(x7 - 1’ 2)7 Kf}’(x) = Fn(x’ 17 2)~

Die Diskriminanten D und D dieser Polynome lassen sich daher mit Hilfe der Formel
(7) berechnen. Es ergibt sich

n(n—1) n

(12) DY=22% [[J[V@v—1+2)7"] (e =0,1).

y=2

Fiir n > 1 kann keine dieser Zahlen eine Quadratzahl sein.

Dies 148t sich fiir n << 7 durch eine direkte Rechnung bestitigen. Ist aber n =7,
so wende man folgende prizisere Fassung des Tschebyscheffschen Satzes an, die man
Herrn Robert Breusch 19) verdankt.

Sobald n =7 1ist, enthdlt das Intervall n <<p << 2n wenigstens zwei Primzahlen,
pon denen die eine von der Form 4x — 1, die andere von der Form 4x + 1 ist.

Aus der Formel (12) geht hervor, daB eine Primzahl p dieses Intervalls in D' genau

—2¢—1
in der Potenz pp 2 enthalten ist. Wihlt man, was nach Breusch moglich ist,
p = 2¢ — 1 (mod. 4), so wird der Exponent ungerade. Folglich kann D keine Quadrat-
zahl sein.

Hieraus folgt, daB die Galoissche Gruppe ®'© der Gleichung

(13) KP(x) =0 (n>1)
von der alternierenden Gruppe verschieden sein muf.

Um auf diese Gleichung den Hilfssatz A. anwenden zu konnen, mul man die Be-
trachtung auf die Primzahlen des Intervalls

2n -+ 2¢

(14) g <p<n
beschranken.
Eine solche Primzahl p geht in D’ genau in der Potenz
p—2e~1 3p—2¢—1

pp . p 2 —_ p 2
auf, und der hier auftretende Exponent ist grofier als 1(2n — 1), also mindestens gleich ».
Ferner ist das konstante Glied
(—1)"*1-3-5---(2n—1 4 2¢)
von K nur durch die erste Potenz von p teilbar. Setzt man n = p 4+ m, so wird

p+m<3p;28, also p> 2m 4 2e.

Man beweist nun ohne Miihe, daB die Kongruenz
KP(x) = 2 K(x) (mod. p)

gilt. Da die Diskriminante D von K% (z) wegen (12) nur durch Primzahlen unterhalb
2m + 2¢ teilbar ist, muB sie zu p teilerfremd sein. Endlich ist auch die Irreduzibilitét

10) Die Arbeit des Herrn Breusch wird demniichst in der Mathémitisetén| @e‘ft@'ﬂﬁfﬁ ‘efschéinen.

Journal fiir Mathematik. Bd. 165, Angemeldet g
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b8 Schur, Affektlose Gleichungen.

der Funktion K'(z) gesichert. Denn der Hilfssatz D. besagt sogar, daB K (2?) ein im
Gebiet der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom ist.

Wir sehen also, daB fiir die Gleichung (13) die vier Bedingungen des Hilfssatzes A.
in bezug auf jede Primzahl des Intervalls (14) erfiillt sind. Folglich ist die Galoissche
Gruppe @ der Gleichung jedenfalls eine transitive Permutationsgruppe, deren Ordnung
diese Primzahlen als Teiler aufweisen muB8.

Existiert wenigstens eine Primzahl p, die den Bedingungen
2n + 2¢

3

geniigt, so lehrt unser Hilfssatz in Verbindung mit dem Friiheren, daB & mit der
symmetrischen Gruppe &, iibereinstimmen muB.
Auf Grund der-in § 3 angefiihrten Regel iiber die Primzahlen eines Intervalls

(15)

<p<n—2

(x, ég) erkennt man leicht, daB das Intervall (15) stets Primzahlen enthilt, wenn nicht

einer der folgenden Ausnahmefille vorliegt:

e=0, n=2 3,45,6,7 8 9, 11, 12, 13,

e=1, n=2,3, 4,5, 6,7 8, 9, 10, 11, 12, 13, 19.
Diese Fille n = 2 und n — 3 fithren wieder ohne weiteres auf ®° =@&,. Auch die Fille
n = 13 und » = 19 bilden keine Ausnahme. Es mufl némlich bei uns

G =6 =0 (mod. 11), G =0 (mod. 17)

sein, weil die Primzahl 11 bzw. 17 in das zugehorige Intervall (14) fallt. Abgesehen von
der symmetrischen und der alternierenden Gruppe existiert aber keine transitive Permu-
tationsgruppe des Grades 13 oder 19, deren Ordnung den Teiler 11 oder 17 aufweist.
Fir n = 13 habe ich das schon auf S. 56 benutzt, fiir n = 19 folgt die Richtigkeit der

Behauptung aus den Ergebnissen von E. Martin 1) iiber primitive Permutationsgruppen
des Grades 18.

Ebenso erledigt sich auch der Fall ¢ = O,vn = 4 auf Grund der Bemerkung, daf}
8

7 < 3 < 4 ist und daher G durch 3 teilbar sein muB.

Auf die iibrigen Ausnahmefille n < 12 soll hier nicht eingegangen werden.

1) ,,0n the imprimitive substitution groups of degree fifteen and the primitive substitution groups of
degree eighteen‘‘, American Journal 28 (1901), S. 259— 286.

Eingegangen 31. Dezember 1930.
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