!
!
4

Uber gemeinsame separabel-quadratische Zerfillungskorper
von Quaternionenalgebren

Von Peter Draxl, Bielefeld

Vorgelegt von Herrn M. Kneser in der Sitzung vom 4. Juli 1975

Ist % ein kommutativer Korper, dann wollen wir unter einer k-Quaternionen-
algebra wie iiblich eine einfache vierdimensionale k-Algebra mit Zentrum k
verstehen (vgl. etwa M. Deuring [3]). Ziel dieser Note ist der Beweis von
folgendem

Satz. Ist das Tensorprodukt zweier k-Quaternionenalgebren kein Schiefldrper,
80 besitzen diese einen gemeinsamen, iber k separabel-quadratischen Zerfdllungs-
korper.

Ist die Charakteristik von k ungleich zwei, so ist der Satz bekannt (A.
Pfister [5], 8. 124, Zusatz). Im allgemeinen Fall ist meines Wissens bislang
nur die Existenz eines gemeinsamen quadratischen Zerfallungskorpers unter
den gegebenen Voraussetzungen bekannt (A.A. Albert [1]), was im Falle
char k& == 2 selbstverstindlich ausreicht.

Folglich geniigt es, fortan char & = 2 vorauszusetzen. Bevor nun der Satz
in diesem verbleibenden Fall in § 2 bewiesen wird, werden in § 1 einige Tat-
sachen iiber k-Quaternionenalgebren bei char &k — 2 zusammengestellt, die
ich teilweise in der in § 2 benétigten Form in der Literatur nicht finden konnte.
In §3 werden dann als eine mogliche Anwendung obigen Satzes diejenigen
Korper der Charakteristik zwei axiomatisch gekennzeichnet, welche bis auf
Aquivalenz genau eine reguliire, quaternire, anisotrope quadratische Form
gestatten; dabei stellt sich heraus, daB die Verhaltnisse véllig den schon be-
kannten (A.Fréhlich [4]) im Falle char k =2 entsprechen.

Der hier in § 2 gegebene Beweis des Satzes ist iibrigens eine Verfeinerung
des Albertschen Beweises, der rein algebrentheoretisch verlauft. Es erscheint
einleuchtend, daB sich auch der die Theorie der quadratischen Formen wesent-
lich benutzende Pfistersche Beweis iibertragen 148t, wenn man gewisse neuere
Ergebnisse dieser Theorie auf den bislang in diesem Zusammenhang vernach-
lissigten Fall der Charakteristik zwei iibertriige. '

Nach wie vor unentschieden bleibt die Frage, ob im Falle eines nicht-voll-
kommenen Kérpers & mit char k = 2 unter den Voraussetzungen des Satzes
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auch die Existenz eines gemeinsamen fiber & inseparabel-quadratischen Zer-
fallungskérpers folgt; der Fall eines vollkommenen Korpers der Charakteristik
zwei ist insofern uninteressant, als dann gar keine k-Quaternionenschiefkérper
existieren (vgl. §1). -

§ 1. Quaternionenalgebren bei Charakteristik zwei

Wir fixieren einen kommutativen Koérper k¥ mit char k¥ = 2; dann ist die
Zuordnung x> %2 + % ein Endomorphismus der additiven Gruppe von £,
der mit p und dessen Bild mit % bezeichnet werden mége.

Ist « € k und T eine Unbestimmte, so ist die kommutative zweidimensionale

k-Algebra
k= k[TT2 4+ T + &)

bis auf Isomorphie nur von der Nebenklasse von « (mod k) abhéingig und
genau fiir x == 0 (mod pk) ein Korper. Die Zuordnung T > T' + 1 induziert
dabei auf %, einen involutorischen k-Algebra-Automorphismus —. Ist schlieBlich
t das Bild von T in %,, so hat man

k, = k @ kt mit der Rechenregel 12 =t + .

Nun definieren wir zu § € k* und « € k eine vierdimensionale k-Algebra durch

(ﬁT“] : = &y, @ kye mit den Rechenregeln

e? = fund ea = de fir alle a e k,,

welche (mod 2) graduiert ist. Setzt man die Involution = von k, durch die
Identitdt von k,e auf die ganze Algebra fort, so ist dadurch ein k-Algebra-
Antiautomorphismus ~ definiert, wie eine kurze Rechnung sofort zeigt; es
ist also

f=a-+be, falls t =a-+be mit a,bek,.

Bezeichnet dabei
] =fee (]2 =14

den Raum der unter ~ invarianten Elemente, so berechnet man
(1) T =1, genou wenn ek @ ke, genow wenn 2 k.

Setzt man nun

e; i=¢, ¢ i=-ef und ¢, := f-le;e, =1,

dann sind die Vektoren 1, ey, e,, e; iiber k linear unabhangig und es gilt
(2) ei=ﬂ’ eg:ﬁa" ﬂﬂd e1es+esel=ﬁ’
[2]
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wodurch die Multiplikation in unserer Algebra vollstindig beschrieben ist.
Ist jetzt « = 0(mod k), etwa o = 92 - y, so erfiillen die beiden Matrices

e1:=(g g) " :=(: ﬁ'(a}(—)i—ﬂ)

ebenfalls die Regeln (2), d. h. man hat in diesem Falle (-‘Ej—’g] o= M, (k). Ist
hingegen « == 0(mod pk), so hat man (in der Schreibweise von M. Deuring
(3], S. 64f.) (%E] = (8, k,, ), d. h. unsere Algebra ist eine zyklische Alge-
bra. Damit ist in jedem Falle (%—‘3] eine k- Quaternionenalgebra im eingangs
der Note definierten Sinne. Umgekehrt wei man aus der Theorie der Algebren,
daB jede k-Quaternionenalgebra vom oben eingefithrten Typus ist, denn ist
sie von M, (k) verschieden, so ist sie nach dem Satz von Wedderburn ein
Schiefkdrper, besitzt folglich einen tiber & separabel-quadratischen kommutas-
tiven Teilkdrper k, fiir geeignetes «, und ist letztlich wegen des Satzes von
Skolem und Noether von der gewiinschten Gestalt.

Der zuletzt ausgesprochene Sachverhalt liefert u. a.:

Tst of % 0 (mod p1) wnd by C (52,
(3) 80 qibt : 4 # ga ﬁ’_“ ~ (F: o
gibt es ein B ek m‘at(k]=(T].

Bezeichnet im folgenden (8, ] die Klasse von (-‘?-’kﬁ] in der Brauergruppe

Br(k) von k, so gelten fiir das Symbol (.,.] gewisse Rechenregeln, die sich
wie folgt zusammenfassen lassen (wir schreiben Br (k) additiv):

4 Durch die Zuordnung (B, &) — (B, «] ist eine Z-bilineare Abbildung
@ e x bjpk > Br(k) wohldefindert,

Lezteres ist entweder evident, bzw. folgt aus den Eigenschaften zyklischer
Algebren (vgl. [3], ibid.), bzw. folgt z.B. aus H. L. Schmid [6], S. 98 oder
auch J.-P. 8erre [7], ch.XIV, §5, Proposition 11 (dort jeweils der Fall
P = 2); Serres [«, ) ist iibrigens mit unserem (8, x] identisch.

Wesentlich fiir § 2 ist schlieBlich der folgende
Hilfssatz. Ist 9 k-Quaternionenschiefksrper und ¢ e U derart, daf k(c)/k in-

separabel-quadratisch ist, so kann man ein r € U mit r* + r ek so wiklen, daf
. wahlweise gilt: entweder

(A) - ¢+ cr +reek®
oder
(B) ¢+ ¢r 4 r¢ = 0.

(3]
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Zum Beweis nehmen wir 9 — (‘B’T“ an und schreiben ¢ = 1 - @e mit lek

und ek} (vgl. dazu (1) und die Voraussetzungen iiber ¢). Der Ansatz r =¢ + ze
mit zunéchst nocl_x unbekanntem z €k, und # + ¢ = g liefert dann

2tr=©+4 ze)f + xe) =a + xTZpek.
AuBerdem berechnet man miihelos

C+cr+re=2+ B 8p(xa), wo Sp die Spur der separablen
Korpererweiterung k,|l bedeutet.

Wegen a, f == 0 sowie der Surjektivitét obiger Spur kann damit durch ge-
eignete Wahl von  wahlweise (A) resp. (B) erzwungen werden.

Aus der Variante (B) des Hilfssatzes folgert man unmittelbar das nach-
stehende Gegenstiick zu (3):

Ist B == 1 (mod k**) und k(V/p')C (ﬁ_]’

, o
ke
®) 80 gibt es ein o' €k mit (‘B’T:‘] = (E}c—“‘]

§ 2. Der Beweis des Satzes

Es seien U = (‘Bf], U = (%”-‘:] die beiden gegebenen Algebren; wir
dirfen (B, «], (8', '] 50 annehmen (ansonsten ist die Behauptung trivial).
Wir setzen

D:i=W @ ;G,‘

und konnen dabei voraussetzen, daB D Schiefkérper ist, denn sonst wire schon
k, ein separabel-quadratischer Zerfallungskérper von 9’ und gleichzeitig als
maximal kommutativer Teilkorper auch ein solcher von I, folglich der ge-
suchte Korper. Es folgt

W A= D@ De mit den Rechenregeln e* = f und ed = be fur alle
(6) beD, wobei ~ die Fortseizung der gleichnamigen Involution von k, auf D
vermdge der Identitdt von W ist.

Nach Voraussetzung ist A’ ®, % kein Schiefkérper, besitzt also einen nicht-
trivialen Nullteiler y. Nach geeigneter Linksmultiplikation mit einem Element
aus D* kann wegen (6)

r=>b+emideD

angenommen werden, denn ¢ darf ja als nicht-trivialer Nullteiler nicht schon
in D liegen. Wegen

D =W © W't mit der Rechenregel 1* =t + «
[4]




Uber gemeinsame separabel-quadratische Zerfallungskérper usw. 255

hat man folglich
b =a <4 bt also D = a + b,

zusammenfassend damit
(7) t=a-4 b4 e mit a,be¥.
Mit g ist aunch (b + e)g ein Nullteiler, und zwar wegen
B+e)x=0+e)b+e)=bb+ped
ein solcher in ®; folglich ist letzterer Nullteiler gleich null und man hat
B =D0bd = (a + bé)(a + b¢) = a® 4+ ab 4 b2x 4+ (ab + ba),
also nach Koeffizientenvergleich

(8) ab =ba,

(9) f =a?+ ab + b2a.
Ferner hat man

(10) a¢k oder bgk,

denn wiéren beide Elemente in k, so wire wegen (9) f eine Norm der Kérper-
erweiterung k,/k und damit (8, k,, ~) = M,(k) (vgl. wiederum [3], ibid.), ent-
gegen der Voraussetzung (8, «] &= 0. Wegen (8) und (10) ist demnach

K:=k(abC¥U

ein iiber k quadratischer Kérper, und zwar ein gemeinsamer Zerfallungskérper
von ¥ und ', denn als maximal kommutativer Teilkérper von U’ zerfallt
K die Algebra ' und wegen (9) ist 8 Norm der Kérpererweiterung K, /K
(man darf natiirlich ohne Einschrénkung « == 0 (mod K) annehmen), d. h.
es gilt wie beim Beweis von (10): ¥ ®; K = (8, K,,, -) == M,(K).

Bis hierher haben wir den Albertschen Beweis aus [1] im Falle char k& = 2
in unserer Sprechweise nachvollzogen. Startet man nun mit irgendeinem
Nullteiler ¢ der Gestalt (7), so braucht die aus obigem ProzeB resultierende

Korpererweiterung K [k nicht separabel auszufallen. In diesem Zusammenhang
gilt nun:

(11) K[k ist genawu dann separabel, wenn a,b in (7) itber k linear unabhingig sind.
Zum Beweis von (11) unterscheiden wir Fille:

Fall 1. b € k: dann ist wegen (9) die Separabilitit von K/k mit b == 0 aqui-
-valent, was wegen (10) genau auf (11) hinauslauft.

Fall 2. b ¢ k: dann ist K = k(b), also
a=2»~1-+ ub mit A, uek.
[5]
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Einsetzen in (9) liefert
B = A+ ub)®+ (A+ ub)b + b2 == 2% + 1b + (x + Hp)b*

Also ist hier die Separabilitit von K/k mit A 4= 0 &quivalent, was wiederum
genau (11) bedeutet.

Nun ist aber mit g fiir jedes { € ®* auch
(12) gt =11(a 4 b&)t + e =0, + byf + e mit a, b e W

ein Nullteiler in U’ ®;, % von der Gestalt (7), so daB es fiir den Beweis unseres |
Satzes geniigh, z.B. folgendes zu zeigen:

(13) Sind a,b in (7) aber k linear abhingig, dann existiert ein t € D* derart,
dapB a,, 6, in (12) aber k linear unabhingig sind.

Zum Beweis von (13) seien also a, b iiber k linear abhiéingig. Wir machen
den Ansatz

t =14 (¢ + o) mit noch zu bestimmenden reW und g€k, insbesondere T =1+-1.
Es folgt
(14) 0=t =Ft =+ ) + (x +po).
Hat man also allgemein
Fi(a + b6)t = a} + bi(t + o) mit a}, bie A,
so folgt nach kurzer Rechnung

(15) t10; = t(a -+ b&)t + t(a + Bo)t,
resp.
(16) tta; =t(a + b6)( + o)t + t(a + 6O + o)t

Liegt jetzt Fall 1 vor, d.h. b = 0 und k(a)/k inseparabel-quadratisch (vgl.
(10) und, (11)), so setzen wir ¢ = 0 und erhalten so

tat = (r - ) a(r +8) = (rar + ax) 4+ (a 4+ ar 4 ra)é;

wahlt man nun r € A’ gemiB Variante (A) des Hilfssatzes in § 1 (man setze
dort ¢ = a), dann erhdlt man wegen (14) und (15) aus letzterem

by =B, = (r* + 7+ a)i(a + ar +ro) e k¥, %_

d. h. a;, b, sind wegen (10) iiber k linear unabhéngig. Liegt hingegen Fall 2 !
vor, d. h. @ = ub mit u € k und %(b)/k inseparabel-quadratisch (vgl. (10) und g

(6]




Uber gemeinsame separabel-quadratische Zerfallungsksrper usw. 25

(11)), so setzen wir ¢ = x und erhalten jetzt

tB(t + w) (G + W)t = tbt(x + o) = (r + £ + ) B(r + ¢ + w) (& + pp)
= (rbr + B(w + ) + (6 + br + rB) ( + ) (¢ + w);

wahlt man auch hier wiederum r € A’ gem#fB Variante (A) des Hilfssatzes in
§ 1 (man setze ¢ = b), so ergeben (14) und (16)

6 = + 7 + & + w3 (B + br + ) (x + pa) € ¥,
d.h. a}, b, sind iiber k linear unabhiingig und folglich auch a, = a} + ub}
und b, = b;.
Damit ist (13) in beiden Féllen gezeigt und somit der Satz vollstindig be-
wiesen.

§ 3. Hilbertkdrper der Charakteristik zwei

Wie bisher sei & ein kommutativer Korper mit char ¥ = 2. Wir behaupten
zunéchst:

Lemma. Folgende vier Aussagen sind dquivalent:
(i) es gibt eine separablel-quadratische Erweiterung von k
(17) { und
(ii) jede solche Erweiterung hat den Normindex zwei;

(@) & =pk,
(b) zu «==0 (mod pk) existiert f € k* mit (8, «] =0
und
(c) aus (B, ] 0 == (8, o] folgt (B, &1 = (8, &];
(19) { zusditzlich zu (a), (b) und (c) aus (18) gelie noch:
(d) aus (B, «] =0 == (B, &] folgt (B, x] = (B, &'];
(I) es gibt bis auf Isomorphie genaw einen k-Quaternionenschiefloirper
und
(IT) dieser wird von fjeder separabel-quadratischen Erweiterung von k
zerfdllt.

Erfiillt k eine der vier dquivalenten Bedingungen des Lemmas, so nennen
wir k in Anlehnung an A. Fréhlich [4], 8. 5883, einen Hilbertkorper (nimmt
man z.B. (17) zur Definition, so ist der Begriff Hilbertkérper bei beliehiger
Charalkteristik erklért und fallt fiir char & == 2 mit der oben zitierten Definition
in [4] zusammen).

" Zum Beweis des Lemmas beachten wir vorab, daB (17-i) trivialerweise mit
(18-a) dquivalent ist; zieht man jetzt wiederum die Theorie der zylklischen
Algebren zu Rate (M.Deuring [3], ibid.), dann bedeutet (18-h), dal der

7
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Normindex jeder separabel-quadratischen Erweiterung von & mindestens zwei
ist, wahrend (18-c) besagt, daBl der in Frage stehende Index jeweils hichstens
zwei betriigt. Folglich sind (17) und (18) dquivalent.

Zur Aquivalenz von (18) und (19) geniigt es zu zeigen, daB (d) aus (c) ge-
folgert werden kann. Da jeder tiber k¥ quadratische Zerfallungskérper einer
k-Quaternionenalgebra in diese eingebettet werden kann, gibt es wegen
(B, 0]+ (B, '] = (B, e + &'] (vgl. (4)) mit unserem Satz in Verbindung mit (3)
Elemente «”, y, 9’ € k mit

(B, o] = (y, &"] und (B, &'] = (¥, a"].

Hieraus folgt (d) mittels (¢) sofort.

Um schlieBlich die Aquivalenz von (19) und (20) einzusehen, beachten wir
zunéchst, daB aus (20-I) trivialerweise (a), (c) und (d) in (19) folgt; ferner
folgt (19-b) aus (20) unter Benutzung von (3), wenn man erneut bedenkt, daB
jeder iiber k£ quadratische Zerfallungskorper einer k-Quaternionenalgebra in
diese einbettbar ist. Umgekehrt folgt (20-I) aus (19), denn wegen (a) und (b)
gibt es wenigstens einen Quaternionenschiefkérper iiber . Es bleibt zu zeigen,
daB es bis auf dazu isomorphe keine weiteren solche gibt. Sei dazu (8, x] == 0
.= (f,a]; ist dann (B, «'] =0, so folgt aus (d) (8, a] = (8, «'] und damit
(B, «] = (B, o'] wegen (c); ist (8, «] 5= 0, so kommt man durch einen v&llig
analogen SchluB zur selben Folgerung; es braucht also nur noch der Fall
(8, &'] = (f', «] = O betrachtet zu werden: in dieser Situation folgt mit (4)

B, + '] = (B, ] 0 £ @, a] = B+ o],

also mit (c) wie gewiinscht (8, «] = (§', «’]. Endlich bleibt noch (20-II) aus
(19) zu folgern. Sei dazu % ein k-Quaternionenschiefkorper; schreibt man den
separabel-quadratischen Erweiterungskorper von % in der Form k, mit ge-
eignetem o == 0 (mod ¢ ), dann gibt es mit (19-b) ein B & k* mit 9 (ﬁT”‘] ;
d. h. k, ist Zerfallungskérper von 9. Damit ist das Lemma vollstéindig be-
wiesen.

Es erscheint angebracht, noch einmal zu betonen, daB unser Satz benétigt
wurde, um aus den #quivalenten Bedingungen (17) und (18) die scheinbar
starkeren Bedingungen (19) resp. (20) zu folgern. Im Falle char k == 2 tritt
an der entsprechenden Stelle (siehe [4], S. 586) diese Schwierigkeit nicht auf,
da dort die Symmetrie des klassischen Hilbertsymbols zur Verfiigung steht.
Unser Vorgehen indessen zeigt, daB auch im klassischen Fall die Symmetrie
nicht ausgenutzt zu werden braucht.

Aus dem Lemma zieht man nun leicht die tiblichen SchluBfolgerungen iiber
quadratische Formen iiber Hilbertkérpern. Man kann dabei wie A. Fréhlich
in [4] vorgehen, mufB allerdings die iiblichen Modifikationen der Theorie bei
Charakteristik zwei gemiB8 C. Arf [2] vornehmen. Das Frohlichsche Theorem
([4], S. 583) gilt also auch ohne die Voraussetzung char & == 2.

(8]
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