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Von Werner Schulz in Berlin.

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daB folgende von Herrn L. Schur
ausgesprochene und fir n > 12 bewiesene Vermutung!) auch fiir n = 12 richtig ist:

Satz. Bedentet

Hm(-'r') = (— 1)m 8_2_ a%:; (e_-g) :j’ (— ‘1)‘“ (Zn;) 1-3-5-.- (2!}‘ . 1) xm-ﬂ.u
: p=0

das m-te Hermitesche Polynom und setzt man
Hylz) = EQ@%),  Homn(2) = 0 K@),
so ist die Galoissche Gruppe der Gleichungen
. K@(x) =0 (e =0,1)
die symmetrische Gruppe ©n.

§ 1. Hilfsmittel fiir den Beweis.

Bei den Schurscher. Untersuchungen spielt folgendes Kriterium eine wichtige Rolle:

Es liege eine Gleichung n-ten Grades F () = 0 mit ganzen rationalen Koeffizienten
vor, die folgende Bedingungen erfiillt:

a) Die Funktion F(z) ist im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

b) Die Diskriminante der Gleichung F(z) = 0 enthalt eine Primzahl p mindestens
in der n-ten Potenz.

¢) Das konstante Glied von F(z) ist durch p, aber nicht durch p? teilbar.

d) Es gilt eine Kongruenz der Form

F(z) = 2* f(z) (mod p) (k> 1),

wobei die Diskriminante des Polynoms f(z) zu p teilerfremd ist.

Dann besitzt die Galoissche Gruppe der Gleichung eine durch p teilbare Ordnung.

Mit Hilfe dieses Kriteriums gelingt es zu zeigen, daf die Ordnung g der Galoisschen

Gruppe &Y von K®(z) = 0 durch jede Primzahl p des Intervalls

gn-—_g—& <p<n

1y 1. Schur, Affektlose Gleichungen in der Theorie der Laguerreschen und Hermiteschen Polynome, dieses
Journal 165 (1981), 8. 52—b8.
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teilbar sein muf.
Da nun eine Gruppe des Grades n, in deren Ordnung eine Primzahl p des Intervalls
5 <p<n—2
aufgeht, die alternierende oder symmetrische Gruppe n-ten Grades ist, so umfalt @
die alternierende Gruppe ,, sobald eine Primzahl p mit
2n 4 2¢
3

existiert. Dies trifft fiir alle n > 13 mit Ausnahme von n = 19, ¢ = 1 zu. So erkennt

man fiir diese Falle die Affektlosigkeit der Gleichungen K(z) = 0, wenn man noch
beachtet, daB die Diskriminante
n{n—1)

1) AY=2 2% .2°.3...2"(342¢)(5+2) - 20— 142"
von K®(z) keine Quadratzahl ist 2).

Fiir die kleinen Werte von n lassen sich die beim Beweis bendtigten Primzahl-
bedingungen nicht mehr verwirklichen. Man hat hier die Moglichkeit, Permutationen
aus ® zu finden, wenn man folgenden Satz von Dedekind heranzieht:

Ist F(z) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und dem hdchsten

Koeffizienten 1 und gilt fiir eine Primzahl p die Zerlegung

F(z) =F(z) Fy(2) - - - F{x) (mod p),
wobei die Faktoren F,(x) (mod p) irreduzibel und untereinander inkongruent sind,
so enthalt die Galoissche Gruppe der Gleichung F(z) = 0 eine Permutation, die in r
Zyklen zerfallt, deren Ordnungen die Gradzahlen der F,(z) sind.

Dieser Satz kann zur Bestimmung der Galoisschen Gruppe benutzt werden in
Verbindung mit dem folgenden:

Eine primitive Gruppe & des Grades n, die einen Zyklus der Primzahlordnung ¢
enthalt, ist mindestens (n — g + 1)-fach transitiv. Ist ¢ = 2, so ist & = &,; fir g =3
muB 9%, in & liegen.

Fiir die praktische Anwendung des Dedekindschen Satzes im Fall der Gleichungen
K¥(2) = 0 ergeben sich einige Unannehmlichkeiten. Zunichst sind die kleinen Prim-
zahlen fiir die Benutzung unbrauchbar; denn ein Primzahlmodul, fiir den der Satz an-
wendbar sein soll, darf nicht in der Diskriminante der Gleichung aufgehen, muB also
im vorliegenden Fall nach (1) gréBer als 2n — 1 + 2¢ sein. Ferner kommt hinzu, daf

das Auffinden eines irreduziblen Faktors von K{”(z) (mod p), der nicht linear oder
quadratisch ist, mit einem recht erheblichen Rechenaufwand verbunden sein kann.

Diese Schwierigkeiten fir die Bestimmung von ®” in den bei Herrn Schur nicht
erledigten Fillen lassen sich nun beheben, wenn man eine Verschérfung des Schurschen
Kriteriums benutzt, die ich in meiner Dissertation aufgestellt habe ):

Es liege eine Gleichung n-ten Grades F(z) = 0 mit ganzen rationalen Koefﬁzlenten
vor, die folgende Bedingungen erfiillt:

a) F(z) ist im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

b) Das konstante Glied von F(z) enthilt eine Primzahl p genau im Quadrat.

) Die in dieser Arbeit als bekannt angegebenen Tatsachen iiber K}:){a:) sind bei Herrn Schur a. a. 0.1)
bewiesen.
3) Werner Schulz, Reduzibilitit, Irreduzibilitit und Affektfreiheit bei gewissen Klassen von Polynomen,

Schriften d. Math. Seminars u. d. Inst. f. angew. Math. d. Universitdt Berlin 8 (1937), S. 117—154, insbes.
S. 138—140.
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c¢) Es gilt

F(z) = a* y(z) (mod p) (k> 1),
wobei die Diskriminante von w(z) zu p teilerfremd ist.
d) Es gilt
k
F(z) = 2 %(z) (mod p?) | (Z < —2—) 5

wobei y(x) == 0 (mod p?, z) ist.
e) Die Diskriminante von F(z) enthélt p mindestens in der (n + 2I)-ten Potenz.
Dann besitzt die Galoissche Gruppe der Gleichung eine durch p teilbare Ordnung.
Mit diesem Kriterium kann man fiir einen Teil der bisher offen gelassenen Félle
die Richtigkeit des eingangs genannten Satzes nachweisen, fiir die restlichen Fille Liefert
der Dedekindsche Satz das gesuchte Ergebnis.

§ 2. FEin Hilfssatz iiber die Primteiler von g.

Hilfssatz. Die Ordnung g der Galoisschen Gruppe B von K{(2) =0 ist durch
jede Primzahkl p des Intervalls

2 2n—1+2
@) L (v > 3)
teilbar. (AuBerdem ist bekannt (vgl. § 1), daB g durch jede Primzahl des Intervalls
i Z: 2 < p < n teilbar ist.)

Beweis. Es soll gezeigt werden, daB fiir jedes p aus (2) die Voraussetzungen a)
bis e) des im vorigen Paragraphen zuletzt genannten Kriteriums zutreffen. Dann ist
die Richtigkeit des Hilfssatzes sichergestellt.

K% (x) ist bekanntlich im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel ; somit gilt a).
Fiir die iibrigen Bedingungen des Kriteriums ist festzustellen, in welcher Potenz p

in den Koeffizienten von K(z) auftritt. Der Koeffizient von z" in KQ(z) ist

ok , {20+ & AT = R
(3) ag)__(__.‘l)( % )1‘3 5. (21’ 1)-'_ 2v (2}3—-21"‘,{‘3)11"!‘

Die hichste Potenz von p, die in a{” aufgeht, sei £9. Dann wird behauptet:

)
(4) 19 —=0 fir 1v=n~3p+2 28,
— 1 -2
(5) =1 fir n—'?’—‘p-+—§—ﬂ£<v<n—p+2 s‘
1 -2
(6) 19 =1 fir v=n—p+2 8;
N 9 =2 fir n—P+12_2‘°’<»gn
Fir v=n — S_pi—%&s folgt namlich aus (2)
®8) 3p < 2n 4 & <4p,
Jp=<=2m—2v+e=3p+1—e<ép,
0§y=n_§u_.§1-__2§<p.

Folglich geht p wegen (3) in dem zugehorigen a{ nicht auf, d. h. es gilt (4).
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Ist v=n — %;i%_—_—_}j +6 (6=1,2,...,p), so bestehen auBer (8) die Un-

gleichungen
p=2n—2r+e=3p+1—¢—20 <3p,
—2
0<v=n——§p—-—1——;—8+6<2p.
Man unterscheide nun, was nach (2) moglich ist:
o) 6= £+Ti—ﬁ : Dann ist £ = 1.
TR A Y g R BB Dannin b
) 5;5”_2”’;‘1_25. Dann ist & = 1.

Das zeigt die Richtigkeit von (5) und (6).
Ist ,,=n_31_1_*25+5 (6:1,2,...,M), so gilt auBer (8)

2 2
0<2n—2v+4e=p+1—e—20 <p,
p<v=n—2-—-%:—2—s+ﬁ<2p.

Hieraus folgt (7), und insbesondere erkennt man die Giiltigkeit von b).
Aus (4), (), (6) und (7) ergibt sich
dp+1—2e
K@=z * () (modp).
Eine einfache Rechnung lehrt ferner, dafl

'P(O)($) = K$ spt1(2) (mod p),
2

p(z) = KLO’_sp_1 (x) (mod p)
2

ist. Nun ist die Diskriminante A von K©(z) nach (1) nur durch Primzahlen teilbar,
die nicht groBer als 2n — 1 4 2¢ sind. Da wegen (2)

p=2n—3p+4
ist, so wird die Diskriminante von %®(z) zu p teilerfremd. Also besteht ¢) mit

O Lt LY
2
Weiter ist
p+l—2s
ey =n * x('](:c) (mod p?),
wo x®(z) == 0 (mod p?, ») ist, d. h. es gilt d) mit [ = Pt 12——?5 <% .

73--1—23 3p—1—2e
In A? treten wegen (2) die Faktoren p”, p > wund (3p) * auf. Da

- s § s
P+p 3 28+3P ; 2£=3p—1—25§;n+2+p—1-—2a=n+2£

ist, so ist auch e) erfiillt.
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§ 3. Beweis des Satzes fiir n =< 12.
Die Gruppe ® ist transitiv und kann nicht 9, sein, da A® keine Quadratzahl ist.
Es ist also zu beweisen, daB %, in & enthalten ist.
n=2 und 3. Hier ist die Richtigkeit der Behauptung trivial.
n=4. Es ist gio) =0 (mod 3), was auf 9, < @ff) fithrt. Fir e=1 ist man auf
den Dedekindschen Satz angewiesen. Da in der Zerlegung
K (z) = (z — 5) (2 + 222 + 3z — 2) (mod 11)

die Faktoren mod 11 irreduzibel sind, so muB & einen Dreierzyklus und somit 9,
enthalten.

n=1>5. Auch hier kann noch nicht der Hilfssatz benutzt werden, da in dem In-

tervall 7 _g 2 = p <5 keine Primzahl vorhanden ist. & ist als Gruppe von Primzahl-

grad primitiv und enthélt einen Dreierzyklus, da in den Zerlegungen
K9(z) = (z — 6) (& + 7) (2* + 52% -+ 4z — 3) (mod 17),
KP(z) = (z — 1) (z + 6) (4® + 52 — 4z — 3) (mod 13)

die Faktoren irreduzibel sind. Also ist s < Y.

n==6. Es ist g =0 (mod 5), was die Primitivitat von ®'” nach sich zieht.
Ferner bestehen folgende Zerlegungen in irreduzible Bestandteile:

K§(x) = (34+13) (2® + 85 — 7) (2* + 62 — 9z + 5) (mod 31),
K (2) = (2 — 4) (2 -+ 92 + 7) (2 — Ta® + 55 — 5) (mod 19).

Da ®¢ hiernach eine Permutation der Form (ecy, &) (B1s Bay Bs), also auch eine Trans-
position enthilt, so ist G = ;.

n=7und 8. Auf Grund des Hilfssatzes ist g® =0 (mod5), und daher muB
A, < B sein.

n=19 Egist gf;’ =0 (mod 7), woraus die Primitivitit von @5;8’ folgt. Ferner gilt
KP(z)= (x—3) (2 + 11) (2 + 18z 4+ 11) (25 + 92— 122 + 1722 — 192 —19) (mod 47),
K(z)= (¢ —5) (x—17) (22 + 332 — 17) (25 + 1924 + 172 4+ 222+ 6z-+26) (mod 67).
In beiden Zerlegungen kommt kein weiterer Linearfaktor vor; dagegen konnten die
Faktoren fiinften Grades noch in einen quadratischen und kubischen Faktor zerfallen.
In jedem Fall enthilt G eine Permutation, von der eine geeignete Potenz eine Trans-
position oder einen Dreierzyklus liefert. Somit ist %o < ®f.

n =10, 11, 12. Nach dem Hilfssatz ist g:f) =0 (mod 7) und folglich %, < @ff).

Auch der bei Herrn Schur nur unter Benutzung genauerer Ergebnisse iiber die

moglichen primitiven Permutationsgruppen des Grades 18 bewiesene Fall n = 19, e = 1

ist nach dem Hilfssatz wegen g{) =0 (mod 13) sofort zu erledigen.

Eingegangen 10. Februar 1937.



