
L%er a d d i t i v e  E i g e n s e h a f t e n  y o n  Z a h l e n .  

Y o n  

L. Schnirelmann in Moskau. 

Einleitung. 
Das allgemeine Problem der additiven Zahlentheorie ist die Darstellbar- 

keit aller natiirlichen ZaMen dutch eine beschr~inkte Anzahl von Summand~n 
einer gegebenen Folge yon natiirlichen Zahlen, z. B. der Primzahlfolge oder 
der Folge der p-ten Potenzen. In der vorliegenden Arbeit sol] diese Frage 
yon allgemeinem Standpunlct aus untersucht werden, d. h. die Frage, warm 
die Darstellung aller natiirlichen Zahlen durch Zahlen einer beliebigen Folge 
von natiirlichen Zahlen m5glich ist, I4aupthigsmittel sind dabei der Begriff 
der Dichtigkeit und der der Summenfolge. 

Eine Folge von natiirlichen Zahlen hat ,,positive Dichtigkeit", wenn 
der Quotient der Anzahl N (x) der Glieder der Folge, die die Zahl x nicl~t 
iiberschreiten, durch x fiir alle x gr5~er oder gleich a ist, wo a eine feste positive 
Zahl bedeutet. Unter der Sl~mmenfolge n F  einer gegebenen Folge F ver- 
stehen wir die Folge der Zahlen /1 + ]e --: �9 �9 �9 + / , ,  w o / i  beliebige Zahlen 
aus F und l~'ull durchlauft, wobei nicht alle /i gleich l~'ull sein sollen. 

Um ein Beispiel zu nennen: Eine arithmetische Progression hat positive 
Dichtigkeit; die Folge der Primzahlen dagegen nicht, da der obige Quotient 

1 
die Gr5~enordnung lg~ hat; die Folge der p-ten Potenzen aller natiirlichen 

Zahlen (p :> 1, ganz) ebenfalls nicht, da der Quotient die GrS~enordnung 
p - - I  

x P hat. 
Es ist leicht zu zeigen, dab sich aus einer beschriinkten Anzahl yon 

Gliedern einer Folge positiver Dichtig]~eit, die die Zahl 1 enth~lt, alle natiirlichen 
Zahlen additiv darstellen lassen. Es ist daher unser Ziel, fiir allgemeine Folgen 
hinreichende Kriterien dafiir anzugeben, da6 fiir ein gewisses n die Summen- 
folge n F  positive Diehtigkeit hat. Dies gelingt in zwei allgemeinen Fallen: 

1. Wenn die Glieder /~ yon F nicht zu stark anwaehsen und dies fiir 
die Anzahl' B (z) der LSsungen y o n / i  -4- ]~" ~ z in ZaMen ]i, /j der Folge F 
auch gilt, genauer wenn 

/~ = o (~ ~ (~)) (~ = 1, 2 , . . . ) ,  
z 

O 
Z ~ l  
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ist, wo ?, (x) eine positive, waehsende Funktion bedeutet. Diese Bedingungen 
werden wit fiir die Primzahlfolge mit der Brun-Rademacherschen Siebmethode 
als erfiitlt nachweisen. 

2. Wenn folgende Bedingung erfiillt ist: 

Bezeichnet A~ (x) die Anzahl der Darstellungen der Zahl i als Summe 
von je u Gliedern n~ der Folge F m i t  n, ~ x (u ist eine feste natiirliehe Zah]), 
so betrachte man die Funktion 

x 

D (x) = Z A} (~). 
j ~ l  

Wenn bei passendem u 

( / : ; ' )  u 
(1) D (x) : 0 - -  - 

\ X / 

ist, wo N (x) die Anzahl der Glieder n~ yon F, die <~ x, bezeiehne~, dann 
kSnnen wit zeigen, dal~ uF positive Dichtigkeit hat. 

Wit k6nnen D (x) durch eiae analytisch einfacher zu behandelnde Funktion 
absch~itzen: Ist  

k 
2 r i ~ y y  / ( ~ , y )  = Z e  , 

wo nk das gr5~te "Glied yon F, das ~ x ist, bedeutet, so [st offenbar 

also 

a n k u n k 

I ]o ~ (x, y) ] = Z A~ (x) § 2. Z A~ (x) A~ (x) cos 2 ~r y (j  -2 l), 
j=l j,t=~ 

1 'u n k 

~l / (x , y ) l~udy  = Z A ] ( x )  ~ ~ A ] ( x )  - .  D(x). 
0 j ~ l  j ~ l  

Auf Grund dieser fundamentalen Formel werden wir zeigen, dai~ flit die 
Folge der p-ten Potenzen fiir D (x) die Ungleichung (1) erftil]t ist. 

Man sieht leicht, dal~ man stat t  der Integraldarstellung von D (x) eine 
analoge Summendarstellung benutzen kann; fiir diese kann man dann mit 
1411re der Weylschen trod van der Corputschen Ungleiehung, die ja auch in 
den Beweisen des Waringschen Problems yon Hardy-Lit t tewood und 
Winogradoff eine ausschlaggebende Rolle spielen, leicht (1) als erfiill* 
nachweisen. Damit ist dann ein neuer Beweis des Waringschen Satzes 
erbracht. 

Die Herren Dr. W. Weber und W. Wichmann in GSttingen hatten 
die groi~e Freundlichkeit, diese Arbeit durchzusehen und inhaltlich und 
sprachlich wesentlich zu verbessern. Ieh mSchte ihnen dafiir meinen 
herzfiehen Dank ausspreehen. 
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Folgen yon positiver Dichtigkeit. 
Die einfachste und n~ichstliegende Charakteristik einer Folge als Ganzes 

ist ihre ,,Dmhtt~kelt . Die Folgen, deren Dichtigkeit gro6 ist, bilden niimlich 
die einfachste Klasse von Folgen, fiir wetche die additiven Eigenschaften 

noch vollst~indig elementar zu beweisen shad. 
Wit stellen fiir das Folgende einige Definitionen und Bezeichnungen fest. 
D e f i n i t i o n  1. Eine Folge F von natiirlichen Zahlen heiBt Folge yon 

einer positiven Dichtigkeit >~ ~ in bezug auf die natiirliche Zahlenfolge, 
oder kurz eine dichte Folge, wenn eine nut  yon F abhi~ngige positive Zahl a 

existiert, fiir die 
N (x) > 

(1) x = 

ist. (N (x) = N~ (x) bedeutet dabei die Anzahl der Glieder yon F, die die 
Zahl x nicht tiberschreiten. Die Ungleichung (1) soll fiir alle x erfiillt sein. 
Insbesondere soll also die Zahl 1 zu der Folge gehSren.) 

Wit  schreiben 
D ( F )  ~ ~. 

D e f i n i t i o n  ._9. Eine Folge von natiirlichen Zahlen heiBt Folge von 
fast positiver Diehtigkeit oder eine fast diehte Folge, wenn 

(2) lim N(x) _ ~ > 0. 
- -  X 

D e f i n i t i o n  3. Eine Folge natiirlicher Zahlen heil3t Folge von stark 
positiver Dichtigkeit, wenn flit jedes ~ > 0, a > 0 

(3) 2 V ( x , z ) > ~ _ _ a  fiir x : >  x o(~,a),  z > (1 + ~ ) x  

ist (es geniigt iibrigens, wie leicht zu sehen, 

-u (x,(l q- Q) x) > ~ _ _ a  
ox 

fiir x ~ x 0 (~, a) zu fordern), wo N (x, y) die An~zahl der Glieder : der Folge F 
mit  x < z < y bedeutet, und a t o n  ~ unabhiingig ist: wit schreiben: 

SD(F)>~. 
D e f i n i t i o n  4. Eine Folge F von natiirlichen Zahlen heiBt Basis der 

natiirlichen Zahlen, wenn zwei ganze nur von F abhiingige Zahlen a und m 
existieren, die die folgende Eigenschaft besitzen: jede ganze dureh a teilbare 
Zahl x > 0 ist darstellbar als Snmme yon nicht mehr als m Gliedern der 
Folge F.  Dann l~$t sich, wenn 1 zu F gehSrt, jedes ganze x > 0 dutch 
hSchstens m -? a - -  1 Glieder yon F additiv darsteUen. 

D e f i n i t i o n  5. Eine Folge F von natfirlichen Zahlen heiflt starke Basis 
der natiirlichen Zahlen, wema es drei nur von F abh~ingige Zahlen a, m und 
). gibt, wo a, m ganz, ). reell und yon der Eigenschaft ist, dal~ jede dutch a teil- 
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bare Zahl x ~ 0 als Summe yon nicht mehr als m Gliedern yon F darstellbar 
ist, mad jedes Glied dabei grSl3er als 2x gew~ihlt Werden kann. 

D e f i n i t i o n  6. Eine Teilfolge F 1 yon F heiBt dichte Teilfolge von einer 
relativen Diehtigkeit ~ ~ in bezug auf F,  wenn 

(4) . u  = 

ist, wo a eine feste positive Zahl ist. 
D e f i n i t i o n  7. Eine Folge yon natiirlichen Zahlen heifSt bes~ndige 

Basis der natiirlichen Zahlen, wenn nieht nur sie selbst, sondern auch jede 
ihrer dichten Teilfolgen eine Basis der natiirlichen Zahlen bildet. 

D e f i n i t i o n  8. Es seiendieFolgen F1, F., . . . .  , F,, gegeben. Bezeichnen 
wit mit  /~ ein Glied yon F~. 

Die Folge yon verschiedenen, der GrSl~e nach geordneten Zahlen yon 
der Form [1-[-/2 ~ .-- . /~, wo ./1, /._,,-.-,/,~ unabh~ngig voneinander alle 
Glieder der Folgen F1, F_~ . . . . .  F~ und die Zahl 0 (nicht alle ./~ - -  0) dureh- 
laufen, heist  Snmmenfolge der Folgen F1, F 2 . . . .  F~ und wird mit  F 1 F 2 
~- . . . ~- F~ bezeichnet. Is t  insbesondere F 1 = Fz - -  . . . = F~ --- F, so wird 
ihre Summenfolge mi t  nF bezeichnet. 

T e i l  I. 

w 

Folgen positiver Dichtigkeit. 
H i l f s s a t z  1. Es seien F1, . . . ,  F~ Folgen yon den Dichtigkeiten: 

D (-~1) ~ ~1, " ' ' ,  D (.F/r) ~ ~k- 

Es gilt die Ungleiehung: 

(5) 1 - - D ( F ~  -q- . . .  +Fk)  ~ (1---ax) - - .  ( l - - a , . ) .  

Bewe i s .  Bezeichnen wir mit /11,  ]t2, - . . ,  ]1~ diejenigen Glieder yon F1, 
die die beliebig gegebene Zahl x nicht iiberschreiten. Es ist n ~ al x. 

Zwischen je zwei attfeinanderfolgenden Gliedern /x~ und /1~+1, deren 
Differenz grSBer als 1 ist, kann man  eine von Null verschiedene Anzahl yon 

neuen Gliedem yon der Form/1~ q - /21 , / l i  q-/22 . . . .  einfiihren. Die Anzahl 
der Glieder yon der Form./li  ~ t2J, die zwischen./1 ~ und/1~+ 1, i = I . . . . .  n - -  1 
bzw. zwischen/1~ mad x (x einschliefllich, wenn ./~ ~ v) so eingefiihrt werden 
kSnnen und die ~ . / l t ,  ~ . / ~ + ~  sind, ist nicht ldeiner als OL2 ( . / l i  + l - -  ./l  i - -  l )  

flit i = 1 . . . . .  n - - 1  bzw. ~2 ( x ~ h ~ ) .  Die vollstandige Anzald der neu 
eingefiihrten Gliedex ist folglich nicht kleiner als 

~" X ff~,+~ - -h , i - -  ]) + ~2 ( ~ - - h ~ )  = ~- ( ~ - -  ~). 
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Die Anzahl  der Glieder der Summenfolge/71 ~ Fe, die x nicht  iiberschreiten, 
k a n n  also nicht  kleiner als n + a 2 ( x - - n )  sein. Da  n ~ . ~ x  ist, so folgt: 

n .--}- q.e (x - -  n) ~ r  - - ~ )  -~- C~2 X = (er 1 -~ 0~2--~1q-2) X ~ 0, 
d . h .  

D ( F I  + F~) ~ a l -~ae- -~ l ,o~2 ,  1 - - D ( F I  ~-F2) ~ ( 1 - - a l ) ( 1 - - ~ ) .  

D u t c h  wiederholte Anwendung dieser Ungleiehung folgt allgemein 

1 - -  D (F~  + . . .  + F~.) <__ (1 - -  ~ )  . . .  (1 - -  ~ ) .  

S a t z  1. Sei/~ > 3. Es  seien die Folgen F 1 . . . . .  F~ der Dichtigkeiten 
/) (F1) ~_~ ~1, �9 �9 ", D (F~) ~ ~ gegeben. Wenn  das geometrische Mittel M 

der a~ der Ungleichung 
k 

(6) M = V a ~ .  a ~ l ~  "" ~ k - - 1  

geniigt, so muff die S, ,mmenfolge F 1 --', . . .  4-./77. ~ mi t  der gamzen nat~rlichen 

Zahlenreihe R zusammenfal len.  
B e w e i s .  Nach Hflfssatz 1 ist:  

1 - - D  (F  1 4- . . .  + F ~ _  1) ~ (1 - -  IZ1) . . .  (1  - -  a k -  1) ~ e-- (el ~- ' ' " - b  a k -  i) 

Daraus  folgt fiir F = F 1 -~ . . . -~- F k - 1  

(7) x - -  NF (x) ~ x e -  (~' + " "  § ~ : -  ~' 

Augerdem haben  wir: N ( x ) ~  a~:x, wo N F ~ : ( x ) =  N ( x )  gesetzt ist. 
Sei Fe = (n~, n~ . . . .  ). Die Folgen 

~1, ~b2~ " " "  u n d  x - - -  Ttl, 3 ; - - ~ t 2 ,  . . .  

haben  offenbar  zwischen Null  und  x dieselbe Anzahl  yon Gliedern. Daraus  
folgt, dafi die Folge x -  nl, x -  n 2 �9 N~,, also mindestens  a~x Gli'eder zwischen 
Null und x enth~ilt. Wenn  N ~  (x) -L N (x) ~ x ist, so mul~ mindestens ein 
Glied der Folge x - -  n~, x - -  nz, . . .  einem Glied der  Folge F gleich oder : 0 
sein, d . h .  die Zahl  x mul~ ein Glied der Fo]ge F~ ~ . . .  ~ F~= sein. 

D a m i t  die Ungleichung NF (x) -~ N (x) > x flit jedes x erfiillt ist, ge- 
niigt nach (7) die Giiltigkeit  der Ungleichung 

k--1  
__ ~ ai k - - 1  

~ > e ~= ~ oder tog ~,. 
i = 1  

Aus Symmetziegri inden kann  m a n  s t~t t  k eine beliebige der Zahlen 

1, 2 . . . .  k nehmen.  J ede  Ungleichungo v o n d e r  Fo rm 

( s )  log 
% jg=~ 

ist also eine hinreiehende Bedingung fiir die Rela t ion  

(Sa) F~ § . . .  + F~ = R. 
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Summieren wit diese Ungleichungen, so bekommen wir: 
k 

Es ist leicht zu sehen, daft auch (9) eine hlnreichende Bedingung ffir 

F 1 §  + F ~  = R 

bildet. In der Tat.: aus (fl) folgt, da~ mindestens eine der Ungleichungen (S) 
erffillt ist. Aus der bekannten Ungleichung zwischen dem geometrischen 
und arithmetischen Mittel folgt, dal~ die Ungleichung (fl) erfiillt wird, wean 
folgende Ungleichung gilt: 

1 ! =: log ~i" (i0) ( k -  I) ai > ~. ]og ~ 
i =  1 

I 
V~:enn wix ~.-~ mit z bezeichnen, so bekommen wit fii_r z die Ungleichtmg: 

z log z < k - -  1 (wobei z offenbar > 1 angenommen werden kann, fiir z --  l 
ist die Behauptung des Satzes trivial). 

Diese Ungleichungen werden sicher erfiillt, wenn 

k - - I  
1 "~ z ~ log (k ---1-i, k > 3  

ist. 
Die letzte Ungleiehung kann man auch so schreiben: 

[ / /~  => 
Fiir k - - -1 ,  2, 3 ist diese Ungleichung unbrauchbar. Im ersten Falle 

mul~ offenbar fiir die Erfiillbarkeit der Relation F x = R die Gleichung 
D (F1) = 1, und im zweiten Falle geniigt fiir die ErfiiUbarkeit der Relation 
F a q- F 2 = R nach obiger SehluBweise die Ungleichung D (F1) + D (F2) > 1, 
da dann N ~  (x) .4- NF2 (x) > x. Ganz entspreehend beweist man folgende 
S/~tze: 

I./1. Jede Folge F yon einer positiven Dichtigkeit :~  ~r bildet eine Basis 

der natiirlichen Zahlen und leistet der Relation 4 - [ 1 ]  F ~ R Gentige. 

L/2. dede Folge F yon fast positiver Dichtigkeit bildet eine Basis der 
natiirlichen Zahlen. 

Beweis .  Es existiert n~ch der Definition der fast positiven Diehtigkeit 
eine solche Zahl x 0 = x 0 (s), chug flit jedes x > x o die Ungleichtmg 

:v(~) > a - -  e = 
X 

gilt (flit beliebig Meines ~ > 0). 
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Nehmen wir zu F alle Zahlen von 1 bis x o (e) einsehlie~lich Xo hinzu, 
dann bekommen wit eine Folge F 1, die offenbar eine positive, Dichtigkeit ~ 
besitzt. 

Es ist h Fl = R, wenn h = 4" [ ~  ]. 
1 1 

Denn ist fl > ~, d.h.  1 ~ _ ~ <  2, h ~ 4, so ist 2 D ( F 1 ) > I ,  also 

2 F  1 = R, nach der Sehlui~bemerkung zu Satz 1. 

Sonst genii~ es aus demselben Grunde fiir hF 1 R, D (h ) 
1 

zu zeigen. Nach Hilfssatz ] ist l - - b <  (1--b)hJ ~, es geniigt also 
h 2 ( - -  lg (1 - -  > log  -) o4er  h -- " 2- "fl > log 2 zu zeigen. Dies ist wegen 

2 ~ h  > 2 (17___1) und f l ~ < !  l _ _ _ =  Tlog2 der Fell. (Man kann iibrigens 

h 
schon ~- F 1 = R beweisen.) 

Jede Zahl x ist a l s o  

ta~t sich also in nicht mehr a ls4- [~-]  Glieder Folge F1 darstenbar, jed s X 

F lind einen Snmmanden, del: nicht grSt~er ats 4 - [ ~ ]  x o ist, zerlegen. v o n  

Bezeichnen wir die letzte Zah] 4.  [~] x omi t  A = A (e); die Differenz zwischen 

zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Summenfolge 4 . [ - ~ ] F  ist also i t  

absolut nicht grSl]er als 2 A, d. h. fiir jede Zahl x kann man zwei Glieder x~ 

and x 2 von 4 [ ~ - ] F  finden, so dal~ 0 <  x o - - x l ~ 2 A ,  x l < x < x  2 ist. 

Es gilt identisch: 
~1 ( ~  - -  ~) + z~ ( x -  x~) 

x 2 - -  x 1 

Bezeichnen wir mit u das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 
1,2 . . . .  , 2 A .  Wir haben: 

u(x~--z) , u . (x--Zl)  xz" 
U Z  - -  - -  X 1 1 

X 2  - -  ~ 1  X2 - -  X l  

Beide Zahlen u(x~:x) und u ( x -  x~) sind ganz, ~_ 0 und __~ u. Jede Zahl 
x~ - -  x I x 2 - -  x 1 

ist also darstellbar als S l l ~ m e  V O I I  n i e h ~  mehr a l s8 .  [-~] u der Form V O I I  

Gliedern yon F. Hiermit sind beide S~tze bewiesen. 

I./3. Sei k > 3. Wenn eine Folge F eine Dichtigkeit >__ a hat und die 
UngIeiehung 

a log ( k -  1) 
(11) k > k- -1  

Y a l  . . .  a ~  
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erfiillt ist, wo a l , . . . ,  a~ irgenctwelche ganze Zahlen bedeuten, so kann man 
mater je k-~ 1 aufeinanderfolgenden Zahlen n, n ~- 1, . . . ,  n-[- k mindestens 
ein x linden, fiir welches die Gleichung 

a 1 Z  1 ~ -  . . .  _ _  a k Z  k = 3c 

in Zahlen z~ der Folge F 15sbar ist. 
Beweis .  Wit bilden die Folgen 651 . . . .  65k yon der Form: 1 + al/1, 

1 -{- a~/~, . . . ,  1 ~- ak]l,, wo ]1, �9 �9 -,/~ alle Glieder der Folge F und Null durch- 
laufen. Es gelten die Ungleichungen 

D (65 (65 1) > ~ =  ax . . . . .  D k) ~ a~. 

Daraus folgt, nach (11) and Satz 1, daI~ die Gleichung x ~ ~v 1 -~ . . .  J,- ~vk, 
wo ~0i ein zu der Folge 65~ gehSriges Glied oder Null bedeutet, stets 15sbar 
ist. Dadu~ch ist die Behauptung I./3. beweisen. 

w 

Folgen stark positiver Diehtigkeit. 
H i l f s s a t z  2. Es sei F eine Folge von einer stark positiven Dichtigkeit 

a. Man kaan fiir beliebig gegebene positive Zahlen ~o und ~ eine nut  yon 
diesen Zahlen und yon F abh~ingige Zahl x o linden, so dab fiir x > x 0 zwischen 
x und (1 + ~)x  (einschheBhch der Grenzen) eine solche Zahl y existiert, 
daB fiir z > y die Ungleichung 

(i2) N(y,z) > a - - a  
z - - y  

erfiillt ist; N (y, z) bedeutet hierbei die Anzahl der Glieder ]~, yon F mit 

y < ~ t ~ < z .  
Beweis .  Whhlen wit x so groB, daB fttr z 2:- (1 -+- ~o) x die Ung!eichung 

N(z,z)  > ~ z - - ~  
Z - - X  ~ 2 

(13) 

erffillt ist. 

Wit haben: 
(14) N (x, ~ )  + zr (x~, x2) ~ N (x, x2). 

Nehmen wit den l~_ilfssatz 2 als falsch an. Es existiert also eine Zahl x 1 > x0, 
die die Relation N (x, xl) ~ (~ - -  a) (x 1 - -  x) befriedigt. Wean x 1 schon 

x (1-F Q) ist, so haben wit nach (13) sehon einen Widerspruch. Wean 
x 1 < x (1 + ~), so kSmaen wit nochmals eine noch grSBer e ZahI x 2 yon der 
Eigenschaft 

N(z~,  x2) < (~ - -  o) (z2 - -  ~ )  
finden usw. 
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Nach einer endhehen Anzahl  Schr i t ten k o m m e n  wit  zu eiaer Zahl x , , ,  

die ~ (1 q- b) x ist (da wir x~ als ganz annehmen  k5nnen),,  und flit welche 

die Ungleichtmg 

N ( x ,  x~) = 5" (x, xl) + . . .  + iV (x~_~, x~) 

gilt, was aber  nach (13) unmSglich ist. 
S a t z  2. Es seien die Folgen F1, F 2 . . . . .  F~, k > 3 der s tark  positiven 

Dicht igkei ten:  
s D (F1) _>__ ~ . . . . .  S D ( G )  ~ ~ ,  

gegeben. 
W e a n  die Ungle ichang 

k log (k - -  1) 
(14a) t/al . . .  a~ ~ k - - 1  

erfiillt ist, kann  m a n  jede ganze Zahl "x > 0 als Summe  von k Summanden  
X 

darstellen, die 1. alle ~ ~-+ i  sind und wo 2. je zwei von ihnen verschiedenen 

der Folgen F1, . . . F~ angeh5ren. F 1 ~ . . .  q- F~ ist also eine s tarke Basis 
der nat i i rhchen Zahlen. 

B e w e i s .  Whhlen wir a > 0 so klein, dab 

log  (k  - -  l )  
(14b) 1 / ( a ~ - - a )  . . .  ( a ~ , -  o )  ~ .  ....... k - 1  .... 

bleibt.  
Man kann  auf Grund des Hilfssatzes 2 eine so grol~e, nur  yon Yl, . . . ,  Fk, 

und a abh~ngige ganze Zahl x 0 finden, so daf~ m a n  flit jedes x > x o zwisehen 
X X 

) /~  1 und ~. in jeder Folge F~ ein Glied ?/4 wiihlen kann,  das die folgende Eigen- 

schaft  ha t :  fiir jedes z > Yi ist 

N (Y i '  z i  ) 

Zi - -  Y i  

Ffir die Folgen F 1 - -  Y l ,  F. 2 - -  Yz  . . . . .  "F  k - -  y~  gelten also die Ungleichungen 

D (F~  - -  Y i )  ~-~ a i  - -  a f l i t  i ~ -  1, . . . ,  Ic l ) .  

D a  die Zahl x - -  Yl - -  Ye- �9 �9 - -  Yl: nach Wahl  der y, posi t iv oder Null ist, 
ist sie nach (14b) und Satz 1 als Summe yon nicht  mehr  als k Gliedern 

[l~t --:  Yi~ . . . . .  [~i~r - -  .Y~M darstellbar,  wo 
- X 

Es sei die Nmner ierung der  F~ so gewahlt,  dat3 die besagten  Glieder gerade 

die M ersten sind: ] 1 1 ~ - - 7 1 ~  . . . . .  ] ~ - - Y ) x .  

1) Hierbei. hat man die Glieder ~ Yt yon -~i wegzn!~,.~r 
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Es ist also: 

x - -  y l  - -  . . . - -  y~: = ] l  i~ + . . . + ] .~  i ~  - -  Y l  - -  . . . - -  Y M .  

Daraus folgt: 

~- Y~+I § + Y~- x = h ~  + . . .  +1~,~ . . . .  

In dieser Summe ist jeder Folge Fi nut ein Glied entnommen, und alle diese 

Glieder sind offenbar ~ x 
~- k~-l" 

w 

Schwach wachsende Folgen. 

Def in i t ion .  Eine Folge F heil~t schwach wachsend, werm die Summen- 
folge 2 F eine dichte Folge ist, d.h. positive Dichtigkeit hat. 

Satz  3. Es sei eine Folge F " ( n  1 = 1 ,  n 2 , . . . )  gegeben, cleren alt- 
gemeines Glied die Ungleichung 

(15) n~ ~ C i  q ~ ( i )  

erfiillt, wo C eine Konstante und qJ (i) eine positive, wachsende Funl~ion 
bedeutet. 

Bezeichnen wit mit B ( z )  --= B F  ( z )  die Anzahl der L6sungen der Gleichung 
n i ~  n 5 = z und mit R(x) die Summe 

(16) R (x) = X B2 (z), 

so wird behauptet: wenn fiir die Fotge F die Ungleichung 

X3 
(17) R (x) ~ C 1 ~4 (x) 

erffiUt ist, muB F 1. eine schwach wachsende Folge sein und 2. eine bestgndige 
Basis der natiirliehen Zahlen bilden. 

Beweis. Die Anzahl N (z) der Glieder der Folge F, die eine bestimmte 
Zahl z nicht iiberschreiten, ist ffir z ~ z 0 nach (15) grSi~er als 

t 1 8 ) . ,  c ~ (z)' 

da dann 

< n~ (~) +.~ < c (N (z) + 1) ~ (N (z)+ i) =< 2 C N (z) ~ (z), 

d~ wit ~nnehl~en kSnnen, dat3 F =~ R, der  Reihe aller natiirliehen Zahlen ist. 

Andererseits ist die Summe ~ B (z) aller LSsungszahlen der G]eichungen 

n i  ~ n~  = z ,  z -~ 1 . . . . .  x, d.h.  die Anzahl der LSsungen der Ungleichung 
n~ + nj ~_~ x nicht kleinex als die Anzaht der LSsungen derselben Ungleichung 
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X 
mit den Nebenbedingungen ni ~ 2 '  n~ ~ ~. Die letzte Anzahl ist offenbar 

N ~ ( 2  ). D a r a u s  Iolgt nach (18) 

(19) B(z) > N'- >---- > ,6c  > 2zo. 

Bezeichnen wir mit  M (x) die A_nzahl derjenigen B (z) fiir z = 1 . . . .  , x, die 
ungleich Null sin& 

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt (flit x > 2 %): 

B (z~ x 4 x ~ x 
(20) M (x) ~> -zT~ ~> 256 C 4. ~' (x) : C1 ~o4(-x) --  256C ~- C 1" 

B 2 (z)  

Die letzte Ungleichung zeigt, dag die Anzahl der Gfieder der Summen- 

x Die Folge 2F  folge 2F,  die ~ x, flit x > 2 z o nicht kleiner ist als 256C4C 1. 

besitzt daher eine positive Dichtigkeit, ist also nach Satz I, 1 eine Basis der 
natiirlichen Zahlen. Um die Richtigkeit der zweiten ]~ehauptung zu erkennen, 
bemerken wir, dal~ fiir eine dichte Teiffolge F 1 yon F, von eiaer relativen 
Dichtigkeit ~ a die Ungleiehungen 

(21) .VF~ (x) > a und  B ~  (z) __< B (z) 
N (x) - -  

~-2 I_C.  ' 
erf011t sind, so dab die Ungleiehung (19) mit ~_~  statt. 1 erfiillt bleibt. 

S a t z  4. Es sei ~0 (i) fiix i ~ i 0 positiv, wachsend und ~v ( i ) =  0 ( ] ' i ) .  
Es sei F die Folge (m_---- l, ~., . . . .  ), 

(2-~) ~ = o (i ~ (i)). 

Es seiA (y, x)fiir 0 ~ y ~ x die LSsungszaht von n ~ - - n j  = y,  n i < x ,  n~ < x .  

Es sei 
z 

(~3) ~ A ~ (y, x) = 0 (--q~).x~, 

Dann ist F eine schwach wachsende Folge und eine bestiindige Basis der 
nattirlichen Zahlen z). 

B e w e i s .  Bedeutet N (~) die Anzahl der n~ ~_~ ~, so ist flit x ~ 2 nach (22) 

] ) X x"  I X  

~) Diese gegeniiber meiner ursprtingliehen verschi~rfte Formulierung yon- Satz 4 
und der fo/gende Beweis sind von Herrn Landau gegeben. Landau, G6ttinger Nach- 
richten 1930. 
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also, wean B (m) die LSstmgszahl von m = ni ~- nj und M (x) die An~zahl 
der B (m) ~= 0 mit m < x ist, 

( z  < _ 2 (25) c2 ~04 (x) < Na ~<-~ B (m M (x) B 2 (m). 

B z (m) ist die LSsungszaM yon 

(26) m : ni @ nj =- n ,  @ n , ;  

ist hierin i = u, so gibt es 

(27) B (m) < I § (_m) 
2 

solche Quadrupel; ist i ~ u, so ist der Beitrag dieser QuaArupel zu ~ B2(m)  

hSchstens 
z 

(2s) 2 X A "  (y, x); 

denn in 
i > u ,  y = n ~ - - n ~ - - n v - - n j  ist 

da aUe n~ ~ x. Also ist nach (23) f~" x ~_> i o 

(29) 

(30) 
d.h.  

(31) 

l ~ y ~ x ,  

2 2 x 1 B2 C 3  . x~ B 2 (m) ~ 2 "~ 2. (m) ~- ~ ' (x) '  

~4 

C'.,~'(x) < M ( z ) ( z - - ?  ' )C J-~- 1 < C 4 M ( x  ) :~3 
- a cp4(x)/ ~o~(x), 

M (x) > x .  
r 

Dag die Folge F auch eine best~ndige Basis der na~iirlichen Zahlen bildet, 
kann man genau so wie am Schlu$ des Beweises yon Satz 3 zeigen. 

Anhang zu Teil  I .  

w 

Folgen, die eine best~indige Basis  tier natiirlichen Zahlen sind. 

S a t z  5. Es sei elne Folge F yon der Form 

(32) [~ (n)] (n = 1, 2 . . . .  ) 
gegeben, wo r (t) eine reelle, dreimal differenzierbare Funktion der reel|en 
Ver'~aderlichen t ist, die fiir t > 0 folgende Ung!eichtmgen befriedigt: 

I r ( t ) > 0 ; / ( t ) > l ;  ' 
q r'" c~ fiir t > 1, (33) 0 < t- i~ < (t) < Y 

0 > r'" (t) > ~3 
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Es wird behauptet, dab die Folge F eine best~ndige Basis der natiir]ichen 

Zahlen bildet. 
Beweis .  1. Vorbereitungen: Aus (33) folgt dureh lntegr~tion 

(33a) c~lnlnt  <~ r'(t) < c4]nt ffir t > 1. 

Bezeiehnen wir mit O (t) die _~bleitung r' (t). Nach (33) haben wir fiir t > 1 

c~ O' c.2 
i:~-i < (t) < y ,  

0 > O" (t) > ~:~ 
t2" 

(34) 

Daraus fol~:  

Da 
O (t + O (t)) = O (t) + O' (t § ,t O (t)) O (t); 

O'(t~-]tO(t)) < t+).O(t) <t-' 
so bekommen wir nach (33a): 

c.2 ~ (~) 0 (1). O (t + ,Z O) - -  O (t) < t - 

Es sei u (x).die Funktion O (e~). Darm wird 

�9 (35)  u'  (x) = O'  (e ~) e" < c~ e~ = c.,. 
ez 

Also 

(36a) 

0 < 2 < 1 .  

u ( ~  t - -  2 In O (t)) = u (1- t) - -  2 u '  (In t - -  2 ~ 1nO (t)) In O (t) 
> u (ha t) - -  c' In O (t). 

Ffir 0 bekommen wit daher wegen (33a) flit t > to:. 

( ' )  (36) 0 ~ > O ( t ) - - c ' l n O ( t ) >  o(t) 
2 " 

Bezeiehnen wir mit T (x) die zu O (x) inverse Funktion. Da 0 (x) monomn 
waehsend ist, so isg ~ (x) aueh elne mono~n  waehsende Funlrtiom 

Wit haben: 
[O  (x)] = O [ ~ (x)] = x, 

~ '  [ o  (x ) ] .  O '  (x) = 1. 

Daraus folg~ nach (34): 

c-2x <T'[O(x)]  = o'(~:------~1 < xlnx~__(_ ~r x >  1. 

Setzen wir bier O (x) =- t, so bekommen wir: 

1 ~( t )  < 7-"(t) < 1 (37) c~ ~ ~ (t) In W (t). 

Diese Formel wie auch (38) bis (41) gelten fiir alle t ~ t o, da O monoton wachsend. 
Durch weitere Differential;ion erhalten wit: 

7-'" [O (x)] O '  ~ (z) + ~-" [O (z)] O ' ,  (x) = o 



662 L. Schnirelmann. 

and nach (34) 
u ~ ' [O(x )JO"(x )  O ' ( x )  c sxa ln3x  M x ] n 3 x ;  

- -  - -  o"~(x)  - -  o '~(x)  < x2clS - -  

oder, wenn wir t s tat t  O (x) setzen: 

(38) T "  (t) ~ M T (t) In 3 T (t). 

Es sei v (z) die Funktion log log T (z). Wit haben nacb (37) 

1 1 .~b ,  ~ 1 
v' (z) = In ~(~-) ~(~) (z) < q .  

Daraus folgt f-fir s > 0 
I , C v (z + ~) = v (z) ~- v' (z + ~ ~) ~ < v (z) = -  

el 
und wit bekommen fiir T die Ungleichung: 

v(t + ~) v(t) + ~ 
(39) ~P(t -4- s) = e e < e ~ r ~ [~( t ) ]  ~ e, 

Aus (37) und (38) bekommen wir daher: 
e~]el 

1 T(t  § e) log T ( t  -q- e) < ~ [ ~P(t)] ~r In T(t) (40) ~P' (t + s) < cx 

---= M2 [ ~ ( t ) F  ;~ In ~ (t). 

(41) T " ( t  + e) < M 3 [ T ( t ) ]  ~ic' In z T ( t ) ,  M a  = M e  z~le'. 

2. H i l f s s a t z  1. Ftir die Aazahl A (u) der LSsungen der Gleichung 

(42) [r (n)] - [ r  (m)] --- u 

in ganzzahligen m u n d  n mit der Nebenbedingung r (n) < x, wo u fest und 
der Bedingung 

(43) In a x O ~ (x) __< u < In ~ x O ~ (x) 

geniigt, gilt : x 
A (u) < C ~2(~ ftir x > 1. 

Die gesuchte Anzahl kann offenbar nicht gr5$er sein, als die Anzahl 
der ganzzahligen L6sungspaare (n, m) der Ungleichungen 

t u - - 1  < r ( n ) - - r ( m ) < u - - 1 ,  (44) ! ~ ( ~ )  g ~, 

wobei LSsungen mit demselben m nur einmal gez~hlt werden; denn (42) hat 
zu jedem m hSchstens eine L6sung, da ~" (x) > l.  Wit werden darum die 
Anzahl der L6sungen yon (44) betrachten. Bezeichnen wit die Differenz n - - m  
re_it 7.. 

Wit  haben mit 0 < ~ < 1: 

r (n)  - - r ( m )  = ~'(m q- z) - - r ( m )  --  ~"(m)z -q- r"(m + ,~;~) xz. 
2 

Wegen 
r " ( t ) > 0 ,  r ' ( t ) : >  1 ist z < r ( n ) ~ r ( m ) * ~ u - 4 - I  

wenn n, m L6sung von (44). 
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Aus 7- < u + 1 = 0 (log a x 0 4 (x)) = o ($/x) folgt, dab die Anzahl der 
LSsungen der Ungleichung (44) fiir x ~_~ x o nicht ~Sfler ist. als die Anzahl 
der LSsungen der folgenden Ungleichungen: 

u - - l - - 5 ~ r ' ( m ) z ~ u + l + 5 ,  r(m) "~ x, 

wo 5 eine beliebige positive Zahl bedeutet. 
Oder anders geschrieben: 

(44a) u --  1 -- 6 ~ O (m) ~ u + 1 4- 6 

d .h .  

(44b) < m < ,v( + _ ' _ , 

Die Anzahl der mSglichen verschiedenen m-Werte ist demnach bei festem 7. 
nicht grSBer als 

(45) ~ ( ~ +  ~ )  ~(~- : -  ' -- ~) ' 

Da jedem Weft yon m nieht mehr als eine ,,LSsung" yon (44) im obigen 
Sinne entspricht, so kann die Anzahl der ,,LSsungen" von (44), die zu einem 
bestimmten Weft von 7. gehSren, nicht grSl~er als (45) sein. 

Verteilen wit alle mSglichen Werte yon m in zwei Gruppen: 

X X 

(a) m ~ 6q-;i '  (b) m > o'(~)" 

Die Gesamtanzahl der LSsungen, die der Gruppe (a) entsprechen, ist offenbar 
nicht grSi~er als die Anzahl der m-Werte in dieser Gruppe, also 

(45a) ~_ o2(z ). 

Fiir die LSsungen, die der zweiten Gruppe angehSren, erhalten wir aus 
den Ungleichungen (44a), (36), (33a) und O' > 0: 

(46) 

u + l + 6  
max 7. ~ b ~;.-n 7~ ~ 

u--l--5 

Beweis .  Es ist 

fiir eine LSsung m von (44). 

u +  l t 6  < O(~__c, lnO(x) < C~ 

u - - l - - 6  u 
o (x} > c~ oTx}" 

~O(z )d z  = r ( m ) - - r ( 1 )  < x 
1 

Daher ist Iiir m ~_ 2 

1 m ! 2  
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X da O(x)  > O, O' (x) > 0 fiir x > O; somit, da in (b) m > ~ ,  ist fiir x ~ Xo: 

x > -~ 0 > ~ O ( x ) ,  

was, wie in (36a), (36) folgt, d .h .  nach (44a) fiir x >  Xo: 

4x (47~) ~(u-  ~ -  6 ) ~  < .~ < ~(~)" 

Die Anzahl der LSsungen yon (44), die zu der Gruppe (b) gehSren, ist 
nach (44b) nicht grSfier als die folgende Summe: 

~z~x~maxz  
Es genfigt also fttr Hilfssatz 1 naeh (45a) zu zeigen: .--/~ = O -0=/~-1 . 

Es ist mit 0 < ~ . <  1: 

�9 2 -  ' 

(wo W (x) -~ O, wenn x -+ cr da 

( 8b) < 

und X = X1 + 2:2, wo 

(48) u --  ] -- 6 2(1 + 6) (1 + 6)" 1]. 

H i l f s s a t z  2. 
X ' 

Beweis .  Aus (41) folgt fiir x > x  o m i t  ~ = 2  ( 1 + 6 )  2 

u - - l - - 3 ,  ~2(1~-6)  [~t[u--l--6 eOlc'' (u-- l - -6  

((41) darf fttr x >  x o angewendet werden, da naeh (46) 

u - - 1 - - 6  > c$O(x) > t o 

flit x ~_~ xo). Weiter bekommen wir nach (46) 

= p (u -_1~ - --_l~ - o(..1~,.) 

= ( ) - < T u - - 1 _ - - , ~  zo(IJl~,~) 

< (x + ~(~)) ~(~-~--- ~ 
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(wegen r (m) ~ x und r > 0, ,r' > 1) und 

U C~ ' 3 > _ _ ~ c o l n  xO 2(x)~c01n ax. 

Wir bekommen daher nach (48b) die Ungleichung: 

T , , [u  - - 1 - - ~  + 12(1 ~.:'-- ~)] < M ,  xlnax.  

Jedes einzelne Glied der Surnme /:2 ist folglich nach (46) kleiner als 
, 2 ( 1 q -  fJ)s M" x I n  a x x I n  z x ~ a  ( x )  

M~ x ina x. (min ~)~ ~ ~ / _ - ] ~  < Ms u~ 
�9 \ o ( x ) /  

Da die Anzah] aller Glieder in den Summen ~'1, ~2 nach (46) nlcht grSl]er als 
, u lg  O (x )  

(49) m a x z - - m i n z ~ -  1 ~ c~ O's(x) " 

und da nach (33a) reichlich 

O(x) < c~lnx < c~ u In O(x) 
O~ (x) 

ist, kann die Summe ~2 nach (33a), (43) nicht grSl~er als 

xln3x'~ ' ~  - -  c'~'M~Xln3xlnO(X)u --  o (~ ,~ ) )  ,, u.lg o (x). M5 (49a) c~ o'S(x) 

sein. 
H i l f s s a t z  3. 

x 

Beweis .  Besfimmen wit zuerst die Schwankung S der Funhtion 

~u'(u-1---~) ftir t zwischen ~. und z + l ,womin  z ~ z < m a x . .  Da T'(v)  > 0 ,  

ist nach (41) mit 0 <  2 < 1 

~ , , ( u - - ~ - - , 5 ~ u - - l - - ~  T , , [ u - - l - - ~  ( I - - ~ . ) ( ~ - - 1 - - ~ ) ] u - - 1 - - ~  

( u - -  1 - -  3) (1 - -  2) 

x " x 2 

Wie in (48a) wlrd fiir x ~ x o der letztere Ausdruck und daher auch S mit 
Riicksicht auf (47a) nicht grSBer als 

( 0a) ,o. < i ~  ~ 
l n 3 x u - - l - - 6  

- ~ . ~  -0-(-~ ..'~ " 
Ferner ist ftir z < t < ~ q- l, trod z < max z, wegen 

< 

(da ~ '  > 0), nach (37): 
1 x l n  x 

Mathemat i sche  Amaalea .  107. 4 4  
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Die Differenz zwischen 
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m i n  z ~ x " - ~  m a x  z 

m~x z 

ist nach (50a, b), (49) 

u - - l - - d  
r a i n  z 

f ~ ' (  )d ~ Z Z 

u-- 1 --3 

lllSbX X 

Z + i l  

r a i n  x ~ m a x ~  - 

_~ ~,[u--l--61u--l--6 
(51) ~ ~in:~ / ~]n~-~)~ 

[.71/1" xlnSx n - - l - - 5  2 xlnx l uc~]nO(x) 
< 1 " " 6 ~  (Ugii~ uM~ 

_~_([.i,( u -  1 - - 6 / u - - 1 - - 5  x l n a x l n O ( x )  
( m i n ~ -  / (min~.)  "~ < Mr m i n a  n a c h  (46), (37), (48b). 

Die Summe 2:, ist 

< 2{1--~-5) maxz ~ ~[j,(u--1--5) 
u - - 1  - - b  \ ;~ z'~ " 

m i n  z _-~_ x ~ -  m a x  z 

Die Differenz zwischen dieser Snmme und dem Ausdruck 
u - - 1 - - 6  

r a i n  z 

~ ~ t ~ '  (z) d z 2. (1 § ~) ~.~ f..- 
u - - l - - J  

lIlax z 

ist nach (51), (46), (43), (33a) 

maxu6MTXlnaxh).O(x)~.71 z inO(x) x ( x ) 
(52) < : 2 ( l + ~ ) u ~ l  - rainx ~-*'*s d~  o'S(x) - ~  -o-.z~f" 

Es ist nach (47 a) 
u--l--d 

m a x z  U - - I - - r  

(53) max ~ { __ max ~. ~i=-. ~ - l - - a  a ~-"(z)dz ~_l_~[T(z)]~_,_~ 
U - - 1 - -  3 m a x  

mi .u  z 

\ r u i n g  ] x 
< C2 o (x) < Ca ~(x) '  

womit tIilZssatz 3 bewiesen. Die ganze Summe (47) ist nach (48) mad Hilis- 
satz 2, 3 yon der GrSilenordnung 

(54) C ~ (z)" 
Damit ist Hilfs~atz 1 bewiesen. 
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H i l f s s a t z  4. gs  gibt flit jedes x ~ x o eine Teilmen'ge ~ von F yon 
[~O (x)] -= A Gliedern, die und deren Differenzen zwischen a, b liegen (ein- 

szhliel~lich der Grenzen), wo 

a =  In 3 x O  s (x) < b =- lns xO "t (x). 

Beweis .  Fiir x ~ x  ol iegt  be i jedem ganzen k > 0  mit ( k d  ])a<~_b 
im Innern des Intervalls (ka, (k ~ 1)a) mindestens ein Glied der Folge F. 

Denn sei 

r(~) =- ka, r(r~) = ( k +  1)a, ~ / - -$  = t, 
so ist 

a = r ( r l ) - - r ( ~  ) = t r ' ( ~ - ~ ) ~ t ) =  t O ( ~ + ] t t )  ( 0 < ~ < 1 ) .  

Da (ffir groBe x) 
q'(V) = (n--'.. 1)a ~ b < x, 

und 
r ( v ) >  O, r ' ( v ) >  1 f i i r v > O ,  

so ist also ~)<. x, d .h .  

O(~+~t) ~ 0(7) ~ O(x); 
d .h .  flit x ~_~ x 1 ist 

~l a _ _  0 2  t = b-(~ ~ . ) )  > o (x) (x) In 3 x > 2. 

Es  gibt somit zwei ganze Zahlen n, n ~' 1 mit 

ka ~ r(~) < r(n) < r(n  + 1) < r ( ~ )  = ( k + l ) a .  

Wegen r' (v) > I ist r (n) ~_ [r (n + 1)] ~ r (n + 1), woraus die Behauptung 
folgt. Wir teilen nun das Intervall (a ,  b) in 

5 1 a -~ 

getrennte Teilintervalle tier L~nge 2 a ein. Wit w~hlen dann in der linken 
H~lfte jedes der [aO (x)] ersten Intervalle ein Glied yon F. Diese bilden eine 
Teilmenge r der ge~inschten Art. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Jetzt  wollen wir zeigen, dab 2 F eine fast positive Dichtigkeit hat. Wir 
bflden dazu alle Zahlen Fi ~- ]~, i = ] . . . . .  A, ]~ in F, fiir die 

~1, 72, ~s . . . .  bedeuten dabei die wa~hsend geordneten Zahlen der Meuge 
des Hflfss~tzes 4. 

H i l f s s a t z  5. Die Anzahl der I~ ~_ x - -  b (also auch die der f~. < x - -  qa) 

[ ist fiir x ~> x o nicht ldeiner als ~-(~- . 

4 4 *  
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x Beweis .  Es gentigt, flit c = ~ zu zeigen, r (c)-< x - - b ,  da dann 

die Zahlen [r (v)] (v : 1, . . . ,  Iv]) wegen ~' (v) > 1 eine Gesamtheit von [c] 
verschiedenen ZaMen ]~ -< x - - b  daxstellen. Es ist offenbar 

i O (r 0 (r r(c)- -r(1)  : O(y) dy  : Sz~P'(z)dz : zT ( z )  o(c) o(,)--~ •(z)dz. 
o (5) o (1) 

Da zwischen O (1) und O (c) durchweg T(z)  > 0, T '  (z) > 0 gilt, so ist ffir 
x::>x omi t  0<:  ~ <  1: 

T(z)dz  ~ T(z )dz  ~ T 0 O ( c ) - - O  
o (1) o (clz) 

Hath (34), und auf Grund der Ungleichung: 0" ( z )<  0 flit z > 1. Nach 
(33a) ist also reichlich 

0 (r 

f > lnaxO~(x) + r ( 1 )  = b +  r(1). 
c 1 

2 o(1) ~ (z) d z > 1~ -o-(~ 

Somit ist 

r(c) ~ c O ( c ) - - b  = v~:~).O ~(x) - - b  ~ - - b  : x - - b .  

Damit ist Y[ilfssatz 5 bewiesen. 

Wit erhalten also mlndestens [cO (x)]- o ~  formal versehiedene Aus- 

drficke ~ ~-/~, die die ZaM x nicht tiberschreiten: 

(1) ~Pl '~/1, ~1 + 12, ..-, 91 + /B ,  I B : [(~] : [  x ] 

(54a) ;~+):  t 
In der v-ten Zeile (~ = 1 , . . . ,  A) kommen flit x :>  x o yon den in ~i iheren 
Zeilen stehenden Gliedem verschiedene Ausdxficke in einer AnzaJal h{nzu, 
die nicht kleiner ist als 

Dean die Anzahl der L5sungen der Gleichung 

(54b)  /~ + ~, = / ~ +  r ( o < ~ r , ~ ,  ~ fes t ;  ~ , , , < x - - b ) ,  

d.h.  yon 
1. - -1 .  = ~ , - - ~ ,  = u 

ist, da die VorausseSzmxgen yon Hilf.~satz 1 nach Wahl der Teilfolge ~ dutch 
l t ~ t ~  4 erfCffi~ sind, Itir x >___ x o nicht grSl3er Ms 

5 g - - b  x 
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also ist die A~zahl der LSsungen yon (54b) bei festem v und beliebigem 
X 

mit o ~ z ~ ~ nicht gr6Ber als C o ~  (~--1), d. h. nut ~ovlel Glieder der 

v-ten Zefle yon (54a) kSnnen schon in einer der fl~heren Zeilen vorkommen. 
Somit ist die Gesamtzahl der verschiedenen Ausdriicke q:i ~-/~, i ~ A 

1 = [~ O (x)], j ~ B, da ~ ~_~ 4-0 gew~Mt war, fiir x ~_ x 0 nieht kleiner als 
A 

(1 - -2C~)  :> x : 

d.h.  flit x ~ x o ist 

>_ >___ 

Damit ist bewiesen, dab 2 F fast positive Dichtigkeit hat. Nach Satz 1, 2 
ist daher 2 F, also _~ eine Basis der natiirlichen Zahlen. Dal~ F eine best~ndige 
Basis bildet, folgt wie bei den vorigen Siitzen, da die Anzahl der LSsungen 
yon (54a) ftir eine Teilfolge nlcht grSl~er als die flit die ganze Folge ist und 
die untere Schral~e der Anzahl der Glieder einer dichten Teilfolge sich um 
einen konstan~en Faktor yon der entsprechenden Zahl ~ die gauze Folge 
unterscheidet. Damit ist Satz 5 be~desen. 

Beispiel.  Man kann jede ganze ZaM zerlegen in 25 Snmmanden yon 
der Form [nln n] und in einen Summanden, der kleiner als eiae feste Zahl ist. 

In diesem Falle finden wir, daft die Anzahl der LSsungen der Gleichung 

[ n l n n ] - - [ m l n m ]  = u, n l n n  ~ x 
ffir 

O (x)ln3x < u  < l n 3 x O 4 ( x )  (O(x) = I n x +  1) 

flit x ~ x o nicht grSl~er als 3,11~x ist. 

Daraus folgt, da~ die Sllmmen~olge [n in n] ~- [m In m] eine fast positive 
1 Dichtigkeit besitzt, die grSl]er als ~ ist. Hieraus folgt nach S~tzen I 1, 2 

die Behauptung. 
Ebenso kann man die MSglichkeit der Zerlegtmg der ganzen Zahlen 

in eine beschr~nkte AnT~hl yon Summanden yon der Form: Jig F (n)], [n Ig lg n] 
(n ~- no) , usw. beweisen. 

Teil II. 

w 

Die Primzahl~olge.  

Satz  6. Die Folge Px = 1, Tz, Ts . . . . .  wo T~ flit i > 1 die wachsend 
geordaeten Prlm~ahlen durchl~uft, bfldet eiae best~dige Basis der natiirlichen 
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H i l f s s a t z  1 (Viggo Brun)a). Die Anzahl A (u, x) der LSsungen des 
Systems: 

(55) p~ - -  pj - -  u, 

Pi <: x,  Pi Primzahl, 

X ist fiir x > x a mid 0 < u ~ x kleiner als k a ~ .  S (u), wo 

S (u) - ] - /  P 
p---2" 

p : ~  17 
p/u 

Wit werden einen Rademacherschen 4) Beweis, der eine Abschiitzung 
yon A (u, x) nach unten gibt, auf die Absch~tzung nach oben fibertragen. 

Bezeichnen wir mit  

(56) P ( A ,  D, x; al, b~, 73,; - . . ;  at, br, Pr) 

die Anzahl der Zahlen z > 0, yon der Form A + Dr, t = 1, 2 , . . . ,  die die 
Zahl x nicht iiberschreiten und zu keiner der Pro~essionen 

a i + t l p i ,  b ~ + t r  ( i , j = l  . . . . .  r ; t i ,  t ~ = l ,  2 . . . .  ) 

geh5ren, fiir die also die Relation 

(56a) Pi (z - -  a,) (z - -  b~) (i ~- 1 . . . . .  r) 

gilt. Hierbei sind/1, D, a~., bi (i ~ 1 . . . . .  r) feste ganze Zahlen, ai �9 bi (rood Pi) 
Pi D; weiter sind Pi Primzahlen, die in ihrer natiirlichen Reihenfolge ge- 
wKhlt shad: 

P~ ~ P 2  ~ - . .  ~ P ~ ,  

wobei Pl > 5 vorausgesetzt wird. Wenn r ~ 0 ist, welm also keine Relationen 
(56a) zu erftillen sind, schreiben wit P (A, D, x) fiir (56). 

Da wit eine Absch~tzung dieser Anzahl brauchen, die yon A, ai, bj gar 
nicht abhiingt, werden wir im folgenden star t  (56) die kiirzere Schreibweise 
benutzen: 

(57) P ( D ,  x;  p ,  p.,, . . . ,  p~). 

Es gilt offenbar die Identi t~t:  

(58) P ( A ,  D, x; p, . . . .  , p~) = P ( A ,  D, x; p~, . . . ,  p~_~) 

- - P ( A ,  DT~,  x; p ,  . . . ,  T ~ _ ~ ) - - P ( A ~ ,  Dp~,  x;  p~ . . . .  , p~_~), 

a.) Viggo Brim, Le crible d'Eratosth~ne et le th6orbme de Goldbach. Viden- 
skapsselskapets Skrifter, I, Math.-~aturw. KI., 1920, Nr. 3, Kristiania. 

a) Rademacher, Beitr~Lge zur Viggo Brunschen Methode in der Zahlentheorie (I), 
AbhandIungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universit~t 3 
(1924), und Landau, GSttinger I~achrichten 1930. 
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da die in P (A,  D, x; T1 . . . . .  P~-x) zuviel aufgenommenen z die Form haben: 

/ z ~ ar(modp~) oder z ~_ b~ (modp~) I 
[ ~-~ A (rood D) ~ -  A (rood D) / '  

d.h.  
z ~A, . (modDT~,)  oder z ~ A ; ( m o d D p , ) ,  

da Pi D gilt. ]:Iierbei sind wegen a~ -~ b~ (rood p,) die beiden Restk]assen, 
die dutch A,, A'~ repr~sentiert werden, versehiedem 

Wit werden diese Identitgt symbolisch so schreiben: 

(59) P(D,  x; p,, . . . ,  p~) --= P(D,  x; Pl, - . . ,  P,-I) 

- -  2 P (Dp,, x; Pl, . . . ,  P~.-1). 

Damus fo l~  dutch wiederholte Anwendung: 

(60) P(D,  x; p ~ , . . . , p , )  = P ( D , z ) - - 2 P ( D p 1 ,  x ) - - 2 P ( D p 2 ,  x; Pl) 

- -  . . .  - -  2P(Dp~,  x; Pl, --- ,  Pr-1) 
und weiter 

(61) P(D,  x; p,, . . . ,  p,) =: P(D,  x ) - -  2 ~ P ( D p , ,  x) 

r 

-'-4 Z 2: P ( D p ,  p~, x; Pl, . . . ,  Pfl-1). 
a=l {J<a 

Werm wit in der letzten Snrnrne in jedem Gliede bei gegebenem r 1 < 
nttr diejenigen der Pl . . . . .  10~_1 der in P ( D p , ,  pfl, x; 791, . . . ,  Pfl-1) hinter dem 
Semikolon uuftretenden Primzahlen beriicksichtigen, deren Indizes hSchstens 
r x sind, so verkleinern wir die Surnrne nicht. Es ist also 

r 

(62) P(D,  x; io~ . . . . .  p,) ~_~ P ( D , x ) - - 2  Z P ( D p , ,  x) 
C Z ~ I  

T 

+ 4 z~ Z P ( D T ,  T~, x; p~, . . . ,  p.u~-~, ,~)) .  
a~l fl~a 

Sind endtich ~'1, r,. . . . .  , r~ eine nachher fest zulegende Folge yon Indizes, flit die 

1 ~ r , , ~ r ~ -  1 ~ . . .  ~ r ~ r  I ~ r  

gilt, so ist ebenso 

(63) P ( D , x ;  Pl . . . . .  p , ) ~  P ( D , x ) - - 2 ~ P ( D p , , x )  

+ 4 ~  X P ( D p ,  p2, x)---+- . . .  
a=l  fl<a 

M i n  (fl - -  1, r 1) M i n  ( z  - -  1, r n _  1) 

- - 2 ~ - ~ , ~  Z Z Z . . .  2: P(DT,  p~PrP~...P~,x) 
a=l fl<a 7=1 ~<:7 ) , : z  

r ~rba ( x -  1, r n _  1) 

+ 2 2 ~  Z Z P ( D p ,  .p- ,p~,x; p~,---,Pm~--~,, ,))- 
a = l  ~ . = I  / / , < 2  
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Wit  verklelnem den Ausdruek reehts nieht, wenn wir in der letzten Summe 
die Summanden 

P ( D p ~  . . .  p~, x; Pv - ' . ,  P~,i~(~-~,,,~) dutch P(Dp . . . .  p~, x) 

ersetzen. Da 

ist, so folgt 
T r 

(65) P(D,:~; p, . . . . .  p,)-<: ~ 1 - - 2  ~ - - - - + . . .  

r M i n  ( z  - -  1 ,  r n _  1 )  

wo R die GesamtzaM der Einzelsummanden in alien Summen ist, wobei d~ran 
zu erinnern ist, dab die Zweierpotenzen als symbolische Koeffizienten die 
Zusammenfassung verschiedener gleichartiger Snmmanden andeuten soften. 
Wird fiir i = 1 . . . . .  2 n die Summe aller derjenigen vorkommenden Einzel- 

produkte, in denen genau i Faktoren 1 auftreten, mit R(*~ bezeictmet, und 
P~ 

(66) g = 1 - - E (  ~ + g('2~ - -  + . . .  ~' E(~ 

gesetz~, ~o ~olgt aus (65) 

X 
{67) P(D, $; ~,, . . . ,  p~) ~ - ~ E + R .  

tiierln ist 

(68) R ~ (2r  + 1) e (2r ,  + 1)2 . . .  (2r~_ 1 + 1) 2, 

(wobei % ~- r gesetzt ist), wie unmittelbar aus dem Vergleich der Summe in 
(65) mit dem IXrodukt 

r : r - -  1 r l  r 1 - -  1 

_ )(1 ) ) 

wobei ~,/~ . . . .  nicht wie in (65) an die Bedingung 

gebunden seien, folgt. 

Wit setzen noch r~+ 1 = 0 and bezeiclmen fiir m - =  1 . . . .  , n + 1 mad 
t ~ 1 , 2 , . . .  mit 

die Snmme aller derjenigen der obigen Ein~elprodul~,  hi denen genau 
i Faktoren" vorkommen uncl alle auftret~nden Indizes grSger a l s r ~  sind. 
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Das ist im Falle m ~ n nux f i r  die 2 m ersten Indizes i mSglich; also 
i g~  - - ( 0  / ~  = 0 fiir m ~ n, i > 2 m sowie fiir m --=- n + l ,  i > 2 n. Wi t  setzen 

ferner ~ m ~ 1 , . . . ,  n ~- 1 

(69) E ~  = l - - E :  ) ~ - E 2  ) - + . . . ;  

die Snmme bricht  im Falte m < n mi t  dem Gliede F,(e~) im Falle m = n ~- 1 

mit  dem Gliede ~(2~) ab. Es ist E ~ + I  E.  
Fiir den LTbergang yon  E ~_  1 zu E ~  (m ---- 2, . . . ,  n -[- 1) bezeichnen wit 

die elementaxsymmetrischen F,mk-tionen von  

-- ,q(1) ~{~) (70) 2 ~ ~ mi t  ~ ,  ~ ,  
~~ m -t- 1 P r  m + "2 P r m  - -  1 

~ ( 0  Fiix die Bflclung von  , ~  mtissen im obigen den i ersten Indizes s~mtliche 
Systeme yon  Werten  ~, f l , . . ,  mi t  ~ > fi > . . .  erteilt werden, die grSi]er 
als r~ sind. Das ergibt der Reihe nach folgende MSglichkeiten: 

1. Keiner der i Indizes ist grSl3er als r~_ l ;  die Snmme dieser Glieder 

ist ,q('~ ~ o 

2. Nur  der erste Index  ist grSI~er aL~ r ~ - l ;  das erg~bt ~(~) e a - ~ )  
3. Nu t  die beiden ersten Indizes sind gr51~er als r~_~; das ergibt E~)_~ S(~ --~). 

i -}- 1. Alle i Indizes sind grSBer ats ~ - 1 ;  das erglbt ~r 
(Ist  i = ~  2 m - -  1, so braucht  man  nu t  die MSgliehkeiten 1. bis 2 m - -  1. 

zu beriicksichtigen.) 
Wir  haben somit 

(71) E~  ~ = ~('~ E (~) S(~- ~) 

Also ist 

(72) E~ 1 (s~) ' - ( "  ' + ( s ~  ) ~ ( "  .~('> 

+ (S~  ~ -~ )  , ~ ( ,  . ~ ( ~ - ~ )  ~ ( ~ - ~ ) ~  -7-~,~-I~,~ ~- - . -  -~ ~-i ! 

�9 �9 �9 a.-~fft-- 1 "-~m ] 

+ ( S 2  ~,) , ~(,)  .~<~-~)  ~<~-~)S,:~)~ 

l#iermit vergleichen wir das P roduk t  
r t ~ - -  1 

~ ( 1 )  l 1 - - ~ " ~ - -  I A P ( ~ )  L \ [ 1  . ~ ( 1 )  _ L  . ~ ( 2 )  ~ = T ~ - ~ m - - 1 -  T - �9 . ]  ( ~  - - ~ m  , *-'m - -  T �9 �9 , ]  

(7~) 

- ' ~ - ~ m - - l K ) m  T " ' "  , - ~ - ~ m - - 1  ~ m ]  

+ ( S ~ )  _ ~(,) ~ ( ~ - i ) _ _  - - ~ ( ~ - ~ ) e ( ~ ) ~  
"3-/ira-- i o~ T �9 �9 �9 T z~_ i ~m ] 

__(S~+,)• Sa ~) • ~_~(,,,-~)S(~ ~ 
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Wir werden es nachher so einrichten, dab die S~ ) mit  wachsendem i monoton 
nicht zunehmen und s~mtlich kleiner als 1 ausfallen. Dann nehmen die 
Klammern yon der Ste]le an, wo die Anzahl ihrer Glieder gleich 2 m - - 1  
geworden ist, monoton nicht zu; da sie mit abwechselnden Vorzeichen ver- 
sehen sind, so ist E~, um das n~ichstf.~llige Glied 

- -  ( S ~ " +  1) + E (')~ - 1 -~'r ~ -  �9 �9 �9 -~- - ~ -  ~ 

vermehrt, hSchstens gteich dem Ausdruck (73). Fiihren wir noch die Ab- 
. kiirzungen 

rm,-- 1 

ein, wo r 0 =: r gesetzt sei, so ergibt sich also 

(75) E,~ ~ E , , _ ~ I I ~ - r  ( S ~  ~ + "  + - ~ ~ - ~ , , ~  -F . . .  -~  ~ m - ~  ~,,~ j ,  

jedoch immer unter der Voraussetzung 1 ~ .q(~)> .r > 
Von diesen Ungleichungen zieht die erste die anderen nach sich. Denn 

fiir die elementarsymmetrischen Funk~ionen S (~) . . . .  , S (~ yon t untereinander 
verschiedenen positiven GrSBen gelten die Sch]Smilchschen Ungleichungen 

S 0) 2 S (2) t S (t) 

aus denen einerseits 
S('~) S(0 

S(~) > ~ > . . .  > s i t - ~  

mad im Falle S (~) < I somit 

(76) S (~) > S(2) > . . .  > Sa) 

fo l~  und sich andererseits 

(77) S(~) < i.~ flit i < 1 

ergibt. Man erkennt aus (76), dab die Giiltigkeit yon (75) schon feststeht, 
wenn die Indizes r~ ~ gew~Mt werden, dab fiir jedes m aus der Relhe 

2, . . . ,  n -~- 1 die Snmme der GrSBen 2 (r,~ < v < r~ ~) kleiner als 1 ausf~l]t. 

Die Primzahlen p~ . . . .  , p~ mSgen nun bei festem u als aufeinandeffolgende 
in u nicht aufgehende Pr~m~ahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge gew~ihlt 
werden, p ~ 3  sei so groB, dab es ein h o > 1  mit logh o <  �89 und 

1 

(77a) P~ 1 

~b t ,  Es sei ho > h > 1. 
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Wegen 

(78) -fi = log log m 27 ct 27 o (1) 
p=~_w 

und der daraus folgenden Gleiehlmg 

C2 
(79) H ( 1 - - ~ ) -  (logo))~ 2 7 ~  

3 ~ p-<:2 m 

gibt es ein to o so, dal~ fiir o) > ~o o 
1 

0 ~ Z -fi ~ l~176 

(80) ~ < p < d, 

is t .  

Falls p~ > a% ist, legen wit die Indizes r,, folgendermaBen fest. Es sei 
IJ,, die grSi~te in u nicht aufgehende Primzahl ~ p~ ~'h, p,~ die grSBte in u 
nicht aufgehende Primzahl ~ p)tl;-' usw., und diese Wahl der r,~ werde so 
lange fortgesetzt, wie noch p,,, 2> eoo ausf~illt. Wegen 

1 ~ 0  Z 
p l , h * ' < : . p ~ p l ! h  v - 1  

ist in der Tat r > r  l > r  2 >  . . . .  
Es sei P,k die kleinste Primzahl, die so bestimmt ist. Nach (80) ist 

2 n 
r ~ r t +  I r = r l + l  

(81) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

rk- -  1 rk- -  1 
1 9 1 

0 < a ~ =  Z ~ < l ~ 1 7 6  H k :  ~ ( 1 - - ~ ) > t ' - - } "  
r = r k +  1 ~ : r k +  I 

Die Zahlen rk+l , . - . ,  Tn+l = 0 werden nun der Reihe nach so festgelegt, 
daI3 jeweils r~ (m = k 27 1 , . . . ,  n 27 1) das kleinste u >~ 0 mit 

1 (82) o < ~Y' ~, ~ log ho, 

(83) / / ( 1 -  1 
p. > h $  

* = ! ~  + 1 
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ist (dieses/~ gibt  

Auch bier  sei 

(83a) 

gesetzt.  

L, Sehnirelmann. 

es nach  (77a) wegen - -  
! 

< log ho, 
Prm-- 1 

rm--1 r m _  1 

~ = r m  + i  ~ '  ~ _ r m + l  

,) ~ > ~ .  
Prm -- i 

I s t  dagegen ? ,  ~ O~o, so werden alle Indizes r m (m = 1 . . . .  , n + 1) der 
Reibe nach so fes tge le~,  dab jeweils r~  das k!einste u >_~ 0 mi t  (82), (83) ist; 
dabei  ist r o = r zu setzen. Wieder sei fiir m = 1 , . . . ,  n + 1 die Bezeieh- 
hung (83a) eingefiihrt.  

Aus (68) f o l ~  

(84) R < :  2 ~ ~ 2 2Jk 2/h~ ~ ~ ~,,h-~ _ ~ _ P T P r , ' - . P T n _ I ~  < P ~ P /  . . . .  P~ Prk+l . . P n - l < O s p r  , 

wo C a nu t  yon h und h o abh~.ngt. 

Aus (75) sol] durch Rekurs ion E ,  + i = E nach oben abgesch i tz t  werden. 
Wit  fiihren die Bezeiehnmag 

(85) r (~,~+~)-~'<~> o(~,~), ~(~,,-~)~(3) f i i r m = 2 ,  n + l  

ein. Dann schlieSen wit  nach (75) mad (81) 

E2 < E, Hz + q~ < ll~ (E, + h2 r 

E~ =< ~ g~ + ~ ~ TL (E2 + h~ ~ )  < / L  H~ (E, + ho ~ r + h~ ~) 
usw., schtieBlich 

( 8 6 )  E -~- E n +  1 ~ / ~ 2 s  "" " x r I n +  1 ( E l  - ~  h 2 ~ 2  - ~  . - .  --~ h 2 ~ t ~ n + l ) .  

Aus (85) ergibt  sich, wenn m a n  noch 

(77a) ,q<l> ~,  =2a,<21ogh o < 1  

beriicksichtigt,, wegen (77) mater Benutzung  tier Abki i rzung T = 2 log h o 

T2m + 1 ~(1) ~m 
(87) ~bm < ( 2 r e + l ) !  "~/~m--1 (2m)! + _4. ~(2m-2)z3 = �9 �9 - �9 ~ - - 1  ,~1 �9 

Aus (71) leiten wi t  ebenso ab :  

(ss) 
Insbesondere  is t  

(89) 

und  da  

(89a) 

soist  

(9O) 

"ci ...L ~. (i) .~i -- i . .  ~ (0 

~(') < T -}- ~m--i, 

E,(') = 2 a, < 7, 

E(,) 
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* " Er Um nun  eme Abschittzun e flit ~ b  bei beliebigem m zu erhalten, sei irgend- 
eln m o < n + I herausgegriffen mad die Kons tanren  c o mad z" so gewiihlt, dab 

(91) ~(o ~,no < Co (~u) ~ ffir i = 1 . . . . .  2 m  o (also flit i ~ 1) 

ist. Dann Iolgt aus (88) flit i ~ 1 

~ ( ~ )  ~ i  \ ~ / 

~ o + ~  <77., +%(r~ ' )~  ( i - - 1 ) !  -~ ( i - - 2 ) !  + ' ' "  + 1  . (92) 

Wird noch c o ~ 1 angenommen,  so ha t  m a n  also 

(93) .F-,~)o + ,  < Co e ~:~ (rn) ~ 

und, indem man  so weitersehlieBt, 

(94) E~  ~ < co e ~ ( w )  ~ 

Aus (87) ergibt sich dann  fiir m > m o 

T 2 m +  I m--toO--1 

(95) r  < ( 2 m + l ) ! - q - c o e  ~" 

< c o e  

fflr i ~ l 

fflr m ~ mo, i ~ 1. 

- 

imd somit aus (86), falls e~S~h~ (~)~ < 1 ist, d~ch Snmmiermag einer geo- 
metr~chen Reihe 

(96) E<H~...H~+~{B~+h3r162 
#,o~,~o (#,. _ 1 1 1 )  } 

2;<-> Co (~)~'~~ § 
-P 1 - -  ell" ho~ ( ~ )  ~ " 

Um hierln den Nenner des Bruehes m5gliehst groB zu erhalten, muB man 
x = �89 setzen. Ferner w~flilen wit  m o = 1. Weiterhin nehmen wit h o : 1,29 

2 t und dami t  ~ < log h o < 0,255, ~ < z < 0,51. 
Dann  ist ell~h ~ (~x) ~ < 1 mad  somit  (96) anwendbar.  Da  nach (89a) 

E~ ~) < r mad nach (76) 

(96 a) E~ ~) < J~x (~) ~ 

ist, so kaml e o = 9 gew~ihlt werden. D a n n  wird wegen v = 2 log h o 

9 (e u - -  5) ho ~ (log ho)S~ 
(97) k < / L . . . / L  +, (E, + v =  , "  

Bemerkt  man  noeh, da$ gem~B (69) lind (96a) 

(98) E~ = 1 - -  Ea)~ _~- g(:), < 1 

isr mad dab 
1 < h ~ H ~  
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ist, so ergibt sich eine numerische A b s c h ~ t z u n g  yon R: 

Endlich sei noch 
89 

(100) 1~ ~-= ~ ~ 1,29 ~--/% 

Dutch Einsetzen yon (99) und (84) in  (67) erhiilt man fiir x ~ xo, wenn p~ 
die grSBte Primzahl ~ a~/~ ist, 

(101) P ( D , x ; p ~ , . . . , p ~ ) ~ 2 , 1 - ~ H  ~- p, ~ k 0 X ~ + l o g 2 x  " 

Jetzt  kSnnen wit die genannte Absch~tzung der Anzahl A (u, x) der LSsungen 
der Gleichung 

beweisen. Wit kSnnen das obige Siebverfahren bei festem ganzen 
u, O< u ~ x ,  alff 

D = 1, a ~ - -  0, bi = u ,  i ~ 1 . . . .  , r  ( r : = > 0 )  

anwenden, wobei Pi (i = 1, . . . ,  r) alle (etwa vorhandenen) Primzahlen p mit 
17 ~ ~0 ~ x'.~ dm'chl~uft, die nicht in u au~gehen, da p~ D (ai---b~) 
(i ---- 1 . . . .  , r) und (77a) mit unserenh o fiir alle Pl ~ 5 erfiiUt ist. Es bleiben 
nach (101) and (79) flit x ~ x o nicht mehr als 

p/u 

S(u) 

p ~ 7  

Zahlen fibrig. Da A (u, x) nicht grSl~er ist als die Anzahl der L6sungen yon 

a - - b : u ,  O ~ a ~ x ,  p , a . b  ( i - -  1 , . . . , t )  

(d. h. die AnzaM der a mit p~ a (a ~ u), 0 ~ a <~ x), vermehrt um die 
doppelte Anzahl der Primzahlen ~ x~.'% so ist fiir x ~ x 1 

(102) A (u, x) ~ 2 x ~/9 ~- k~ l~-~x ] ~  S (u). 

Dami~ is~ der Hilfssatz 1 bewiesen. 
H i l f s s a t z  2. 

S~ (u) < r.x. 
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B ewe i s .  

so ist 

(103) 

Setzen wit 
O 

p]u 
p ~ ' 1 7  

p(ui : io__2 " p ~_ I p2--p--2 p/u p/u 
p ~ 1 7  p ~ . 1 7  

o= ") 

----- f l  (1 -{-- io~ 2 p _ _  ;-5) < f l  ( 1 -  p~ :::.~- ~_)) 
plu p = 2 

p:.~_17 

Femer L~% 

P2(u) = ( p ~ , - 1 )  ( ~  :1) 

2jg 2_0 (v- M) 
$ 2  s .  

(p~--  1) ...  (P~M-- !)(~%x+ ~-- 1)'~ ... (p~,,• 
da die _4mzahl der Zerlegungen eines Ausdrueks 

in zwei Prodmkte yon lauter versehiedenen AusdNeken p~ - -  1 gleieh 2 ~r ist. 

Somit ist 

p2 (u) 

u = l  

"~-n<~<= = Pq "'" PiMPi~i+: "'" Pi' (pq--1).. .  (piM-- I)(P~X§ --1)"'"(P~v--1)~ 

2"~ v 

X " ~  (Pq-- 1)~ "'" (Pi~-- 1)~ (Pie§ 1)u "'" (Pq-- 1)~ 
1 7 ~ p ~ C  

~.~ x ~-v (P~--1) 3~ 1 
1 7 ~ p ~ X  1 ' ' "  ( p i t ,  - -  1)312 

oo 

< x f l  1 ~ = ~ 2 x .  
p = 2  

Also ist nach (103), (104) 

2 (105) S~.(u) < ~ P2(u)  < ~ x ~ -  x = z x .  

B e w e i s  y o n  Sa tz  6. Nach Hflf~atz 1 und 2 und (102} ist fiir x > x 2 

(106) 2 2 X2 X 3 
A ~ (u, x) < k~ 1~--~ S ~ (u) < ~ l~---~" 
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Da nach Tsehebyschef 

(107) p~ < Cr In ,r, 

sind die Voraussetzungen yon Satz 4 erfiillt. Aus ibm folgt die Behauptung 
yon Satz 6. 

F o l g e r u n g .  Die Primzahlen einer axi t~et i sehen Progression at ~ b, 
t = 1, 2 . . . .  , bilden eine bestiindige Basis cler natiirlichen Zahlen. Denn es 
ist bekannt, dab die relative Dichtigkeit der Primzahlen in der Progression 

1 ist. Sie bilden somit eine at ~ b in bezug auf die ganze PrimzaMenfolge 

dichte TeiKolge der PrimzahKolge. 

w 

Allgemeines Kriterium Iiir eine best~ndige Basis. 

Es sei eine beliebige Folge F = (n~, n s , . . . )  yon nattirlichen Zahlen 
gegeben. Sei x > 0 und n~ das grSBte Glied yon F, das nicht grSBer als x 
ist; sei 

(108) [(x, y) = ~ e 2"~i~,y 
Y = I  

(wenn die Folge F lest vorgegeben ist, h~ngt diese Summe nut  von den zwei 
Veriinderlichen x und y ab). 

Sa t z  7. Wenn man fiir eine Folge F eine nut  yon F abhEngige, ganze 
Zahl u > 0 finden kann, die fiir beliebiges x der Ungleichung 

1 

0 

geniigt, so ist F eine best~ndige Basis der natiirlichen ZaMen. [In (109) ist 
C = C (u) eine yon x unabh~ingige Konstante und N (z) = N~ (z) ist, wie 
friiher, die AnzaM der Glieder yon F, die z nicht iiberschreiten.] 

Beweis .  Es sei Ai (x) die Anzahl der Darstellungen der Zahl i als 
Snmme yon je u Gliedern n, der Folge F mit n, ~ x. 

(] (x, y))u hat  die Form: 

(110) ~" A, (x) e -~ ~ y "  

und es ist 

(111) l](x, y)] ~" = t j ~  A , ( x ) e o s2 g y j )  + ~ j ~ l A , ( x ) s i n 2 , y , ~ O ~  

u~r un~ 

= Z A 2 ( x ) +  Z 2A~(x )Az (x )cos2=y( j - - l ) .  
j =  1 t ,  l -~1  
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Daraus folgt: 1 

(112) I/(x, y)l~"dy -- S A](x). 
0 

Es ist, nach (109) mad (112), da A~ (x) = 0 N.r j > un~, 

(113) a/(x) g Z A](x ) < C x 
j = l  j = l  

Welter ist x 

j = l  j = l  

( Da die letzte S~mrne offenbar gleieh N (~- ist, so gilt die Ungleiehtmg: 

2 (115) ~ A~(x) ~ ~Y 

j = l  

Bezeiclmen wit mit M (x) die ~ a t f l  der A~ (x), j ~ x, die ungleieh Null sind, 
dann ist (Schwarzsche Ungleichung): 

A j  ( X) .IV 
(116) M(x) ~ "~= '  > . . . . . .  _ x 

S A] (~) .v 
~ = i  C x" 

x 

Die letzte Ungleichmag zeigt, dal~ die S,  mmenfolge u P  eine positive Dichtig- 
1 keit ___> ~ besigzt, da N ~  (x) :>  M (x). Daraus folgt, dag F eine Basis bildet. 

Um zu beweisen, dal~ F auch eine besttindige Basis bildet, genii~ es 
zu bemerken, dag fitr jede dichte Teillolge yon F yon einer relativen Diehtigkeit 
:> ~ die linke Seite von (109), wie aus (112) ersiehtlieh, nut kleiner werden 
kann, die Bed i~g~g  (109) also erffiUt bleibt,-were1 man die Konstante C 

durch C 1 ersetzt. 

B e m e r k u n g .  D i e  Bedingung (109) in Satz 7 daft man im Wortlaut 
des Satzes dutch folgende Bedlngung ersetzen: 

a = 0  

In  der Tat ist mit A t (x) --  A t 
X - - 1  

"2 a . 

j ~ - I  . j = l  l = l  a = 0  
J=4=t  

Mathemat/sche Annalen. 107. 4 5  
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Es wird abet 
~__r /' -~ cos 2 ~ -~ ( j  - -  l) = x 0 

a ~ 0  

sein, je naehdem j -  l d~ch x teilbar ist oder nicht. 
Es folgt also: 

' I (~) ~ Z  t ( ~ , ~ ) ~ - - -  - Z ~ ( ~ )  = I t (~ ,~ ) l , ~ .  
a ~ - f ~  j ~ - I  0 

Wenn die Bedingtmg (1!7) erfiillt ist, so wird offenbar aueh (109) efffi'llt 
sein. (]17) kann man auch in der Form 

(~o) Z ~(~, ~)!~< ~ (~(~))~~ 
a ~ 0  

sehreiben. 

w 

Anwendung auf die Verallgemeinerung des Waringschen Satzes. 

Unter dem Waringschen Satz versteht man die Behauptung, dab die 
Folge der p-ten (p > 0, beliebig ganz) Potenzen aller natiirlichen Zahlen 
eine Basis der natiirlichen ZahIen bitdet. 

Dieser Satz wurde zuerst yon Hilbert (1908), sp~ter von Hardy und 
IAttlewood (1921) mad yon Winogradoff (1924) bewiesen. 

Es gilt folgender Satz, der als eine Verallgemeinerung des Waringschen 
Satzes angesehen werden kann: 

Satz  8. Die PoteazfolgeF ~- (lp, 2p . . . .  ) (p beliebig, positiv und ganz) 
bildet eine best~ndige Basis der natiirlichen Zahlen. 

Um diesen Satz zu be.weisen, werden wit die Erfiillbarkeit der Be- 
dingung (117) for die Folge der p-ten Potenzen nachweisen. Dabei werden 
wit die bekannten Absch~itzungsmethoden benutzen, die in den obenerw~hnten 
Beweisen des Waringsehen Satzes (z. B. im Winogradoffschen Beweise) schon 
entwickelt sind. 

F o r m u l i e r a n g  der  Hilfss~itze. 

1. Landau-v .  d. Corpu t sche  Ungleichung~).  g (v) sei eine reel] 
differentiierbare F,mlrtion der Ver~nde~lichen v, die Iiir m ~_~ v ~ n (m, ~ 
ganz, m > n) folgende Bedingungen erfiillt: 

(12D t o < 0  < 9' (v) < ~ ,  
t 0 < g" (v); 

O bedeutet dabei eine feste Zahl. 

~) Vgl. e~w~ Landau, Zahlentheorie 1, S. 341. 
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Dann gilt die Ungleichung 
m 

�9 " -~-"  

683 

" J 6 Weyl sche  U n g l e l c h u n g  ). 

P (k) sei ein Polynom p-ten Grades in k mit  dam hSehsten Koeffizienten y. 
Es gilt die Ungleichung: 

n 

) 
~-~ {p! hi . . -h~_17}- '  

k = l  l ~ h i ~ n  

l wo das Symbol ~ die kleinere der beiden GrSBen: n und reziproker Weft  

des Abstandes yon ~ zur ngchsten ganzen Zahl, bei ganzem ~ die Zahln bedeutet. 
2. H i l f s s a t z .  Die Anzahl A = A (x, y) der LSsungen der Bedingungen: 

Y / P! / h - - - h v - 1 ,  
O ~ h i ~  x*;P (i : 1 . . . . .  p - - l ) ,  

wo y, x, p > 1 feste positive ganze Zahlen, ist ~ jedes e > 0 nicht grSl~er Ms 

p - - 1  

024) c(e, p) y ;  y~, 

wo c (e, p) von x, y unabh~ingig. 
Beweis .  1. Wit kSnnen annehmen, dab y "~  x ~:p. Denn es gilt stets 

p - - 1  

X p (125) A (x, y) <= q (p) - ~ -  r (~), 

W O  

r (x) = Max. B (m), 

wenn die Anzahl der LSsungen yon 

p! h ~ . . . h p _ 1  = m, 
O < h~ ~ x'lv (i = 1 . . . . .  p - - l )  

p - - 1  

mit B (m) bezeiehnet wird. ~ x ~_ x o (p) ist p! x ~ ~ x, also 

r (x) ~ Max. (T(m)v-1), 

wo T (m) die Teilerzahl von m bedeutet. Es gilt flit jedes e > 0: 

T (m) < c~ (~, p) m~/p (p- ~) 7); 

~) Vgl. etwa Landau, Zahlentheorie 1, S. 253. 
7) vgl. etw~ Landau, a. a. 0., S. 250. 

45* 



684 L. Schnire lmann.  

fiir y ~> x~/p besteht also fiir grol3e x, also (da bei jed~m ~ nut endlich viele y 
ein von Null versehiedenes A (x, y) liefern) fiir alle x eine Absch~itzung von 
der Gestalt 

/ ) - ]  

�9 3 ;  P 

(126) A (x, y) < c~ (e, p) . . . .  ~a,: 
Y 

p - -  1 

x p 
< c8 (e, p) ~ y~, 

so dab wit uns auf den Fag y < x~lp beschri~rtken k6nnen. 
2. Es besteht Nr  den grSgtea gemeinsamen Teiler (e, d) zweier ]~Men 

c, d die Ungleiehung 

(y, 
Wir setzen 

Y o =  
y =  

A = .4 (z ,  y) 

Es ist also 

< 

< 

ab) .~ (y, a) (y, b). 

{y,p!), also Yo~<~PI. 

y o z .  

i ~--<S~ (V,p~h,...h.-O, 

} Z 

2-" 
x ._-~.h ~ zL'P 

Wit zerlegen ~Y' (z, h) in Teilsummen ~v', indem wit das Interval} 
o ~ h ~ xt~P 

0 < h <:  [x'!p) in [-~'-f] fremde Teilintervalle einteilen, yon denen die 
- -  t Z J 

[ x't" 1 ersten ,_-~- je z konsekutive ganze ZaMen enthalten, das etwa noch ver- 

['h bleibende abet weniger. Die ersten Teils-mmen stimmen iiberein, 

so daI~ 

yo ili~xllP] )'--I ~ ( 

Bs ist, wema ~ (a) die Eulersehe Fnnlrtion yon a bedeutet, 

h =  ~ flz 

wo T (z) die Teilerzahl yon z ist. Wegen 

r (z) < c, (e, p) z'JP-' 
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i s t  

h = l  

yo _ ,  2 c5 (e,  p )  z ~ . z2 - '  A < = E v ,  

10--1 

z v .y~, g c~ (~, ~) - ~ -  

Damit  ist der Hilfssatz 2 bewiesen. 

3. A b s c h ~ i t z u n g  d e r  S u m m e  
[~l/p] 
Z e2 z.iTJP, a. a < ~ .  

Es ist immer mSglichS), einen solchen Bruch ~ (mit relativ primen q mad y) 
. y 

zu finden, dab die Differenz a q __ a' folgenden Bedingungen geniig~: 
x y x y  

xl /p p - -  I 

- -  c, O < y ~  2 p ! x  v = b. (128) la'l < 2p, =- 

Flit jedes a < x gelten die folgenden zwei Abschitzungen (134), (142); 
(134) wird flit kleine y, (142) fi~ groiie y benutzt werden. Sei im folgenden 
p > 1, p fest. (Fiir p = 1 ist Satz 8 trivial). 

E r s t e  A b s c h g t z u n g .  

1. Sei a '  > 0. Zerlegen wir die Summe 
. p a  

s  = ~-7 e 2 ~ n  -~x 

in T e l l s . t u r e e n  Z,,:  v -  1 

WO 9 ~ 0 
(t 

7 ~ ;'z i -~ (9 + u' y)P 
(129) ~',., -~ e 

0 ":~=Z ' a U  ~1!p __ 0 
Y 

(wobei fiix o --~ 0 das Glied mit u' ---- 0 fortzulassen ist). 

W O  

( 1 3 o )  

. o ~ u , ~ X _ z U P - - ?  
Y 

o,) ~ ~ i ( q- § (O + u' y)P 
e- "Y ~g 

__F.'r = ~ e )  (~') i, 
- - x  

.... y 

y x 

Es is~ 

2 ~ i ( q _ +  a ' )  p 
= e Y ~ s ( '  ~ ' o ,  

s) Siehe etwa Landau, Zahlentheorie 1, S. I00. 
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Ferner ist nach (128) ftir die in Z,o auftretenden u', da a' > 0: 
a '  ( ~ )  a '  p--1 

(131) g'(u') = 2 = 7 y p - 1 .  u ' +  p - l . p <  2 g p - ~ . x  p 

Zerlegen wit /:~ in zwei Teilsummen 

Die erste Teilsumme Zlq ist absolut 

xMP 
< ~ + 1 .  ya , l lp  

( 1 3 3 a )  

d .h .  

eg (u') i. 

alle u'-Werte der zweiten Teilsnmme gilt die Ungleichung: 

- -  �9 2 p ~ .  (u" y + ~)p-~  > 2 p z ~ .  -= 0 > O, (133) g ' ( u ' ) - ~  x 

und nach (122) folgt wegen (131), da g" (u') > 0, also die Voraussetzungen 
der van der Corputsehen Ungleichung erfiillt sind: 

a:~ { z~,lp. " 
< , 

Daraus fol~:  

(1 4) 

, E.l.,l~[p 

p--1 

e "=o ~ [a'[1,'P ~,[a'l] " 

2. Ist  a' < 0, so ist, wenn im bisherigen iibera]l a' dutch l a't ersetzt 
wird, fiir die konju~ert komplexe Zahl ~er = Xe-g(~'~i die Voraussetzung 

(122) erfiillt O 2 -!/J VOll = , so dab (133a) mit l a'l start a', 

also (134) allgemein gilt. 

Zwei te  Absch~ tzung .  

Auf Grtmd der Weylschen Ungleichung (123) ist: 

a I~p -- 1 

2P--I__ 1 2 p ~ l  
~-~ 1 ' 

" h  a " 
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Es ist: 

(1~6) 1 1 

I 2 

da t OI ~ �89 nach (128). (Diese Ungleichung gilt auch Iiir y / p ! h ! . . ,  h~ ,_ l ) .  

Es geuiigt folglich, die Snmme 

zu untersuchen. 

In  dem FaUe, wo das Produlrt p! h 1 . . .  h~_ 1 dutch y teilbar ist, ist das 
betreffende Ghed yon (137) gleich [xllP]. Die Anzahl der Produkte 
~! ]h �9 �9 �9 h~_l, die ditrch y teilbar sind, ist nach Hilfssatz 2 nicht grS~er als 

p - - 1  p - - !  

X p X p 9) .  C(8) ~ - -  y ~, also "< C ~ 

:Die Snmme aller zu dieseu Produk~n gehSreuden Glieder ist nicht grSl~er als 

(137 a) c x 
yl  - l f.~ p " 

Betrachten wir jetzt  den Fail, wo das Prodakt  p! h ~ . . .  h~_ 1 du_rch y 
nich~ teilbar ist." 

Die Reste modulo y einer ~eden Zahlen/olge yon der Form 

q (u + 1), q (u + 2), . . . ,  q (u + y), 

wo (q, y) ~ 1, sind, abgesehen yon der Reihenfolge, aUe ganzen Zahlen yon 

Null his y -  1. 
] q ( U + t )  z u r  Die entsprechenden Werte yon ~ ,  wo ~t der Abstand yon y 

n~chsten ganzen Zah], 1 <= t ~__ y und t ~ - -  u (rood y) ist, sind, abgesehen 
yon der Relhenfolge, folgeude: 

y y y y y 
Y' 2 '  3 . . . .  ' [y~2] . . . . .  3 '  ~ '  y' 

wobei das Giied Y ein- oder zweimal auftritt, je nachclem y gerade oder 

ungemcle ist. Die S,,mme dieser Werte ist fiir y > 1 nicht grSBer als 4 ff In y. 

g) ~(~) und e sind yon p abh~mgig; p ist aber feat. 
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Aus (136) folgt, cl~ die Snmme der verschiedenen unter den entsprechenden 
Werten in (137) n~cht grSBer als 

(139) 4 y In y 

ist. 
Andererseits kann bei jedem e' > 0 fiir x :>  x o (e') jede Zahl mater allen 

p - - 1  

Produkten p! h a - - - h ~ - l ,  die nicht gr51~er als p! x p sind, nicht mehr als 
~ 'ma l  auftreten, da die Gleichung p ! l ~ . . . h ~ _ x = m ~ p ! x  hSchstens 

T(m)P -1 = 0 (z  r LiSsungen hi - . -h~-i  hat, wenn Tim)  die Teilerzahl yon mis t .  

Die Summe aller Ausdriicke l a i, die iiber alle dutch y nich~ 
hi . . .  by- t x ]  

teflbaren Produk~  p! h a ... h~_ 1 erstreckt ist, ist nach (128) nicht grSBer als 
p - -  1 + e "  

(140) y l n y . x  ~''j2 < p!  x P 

mit beliebig kleinem e", ffrr x > x 1 (e"). W~hlen wit z" = ~ .  Also ~t  

nach (137)a und (140) 

Daraus folgt nach (135) 
$ ]2p  - -  1 

t l 11 . 1 0 < n ~ z  P 

X--p~- 
- . +  

4. A b s c h ~ t z u n g  de r  S u m m e  

x-- I I iu 

e z i~  

2 ~ i n p a  U' 
Wit ersetzen in Za  = e �9 die Zahl a nach (128) dutch - q -4- - -  

x y ' x y  ~ 
o ~: n ~ x l ip 

schreiben ~ :  : (a', y) mad beriicksichtigen dabei nicht die Abhingigkeit 
you (a', y) yon q, da wit in (134) mad (142) eine yon q unabh~ngige Absch~tzung 
yon 2:~ naeh oben gefunden haben. Es kann verschiedenen a mit 0 ~ a < x 
dasselbe Paar  a', y dutch 028) zugeordnet sein, aber, fiir jedes eiazelne y 
hSchstens yraal. Denn es sei a - -  a 0 das Paar a', y zugeordnet, mad a~ bedeute 
die verschiedenen a > ao, denen auch a', y zugeordnet ist (wachsend geordnet), 
clama i s t a l y - : - q i x  : a" (i : O, 1 . . . .  ). In  ( a ~ a ~ )  y = (q~--q~) z ist ffir 

i > j s tets  qt > q~, d a y  > O, ai > a~; d .h .  es is t  q t - -  q~ >--- i ,  also a~ --- a o > i x .  
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Dies ist f ~  0 <  a~ < x nut  mSglich, wean i ~ y, womit obige Behauptung 
bewiesen. Wit haben also nach (128) l~ 

z - -  ] [b] L t ; J  

(143) Z I  zol  =< Y Z 
a ~ 0  y ~ l  a ' ~ [ - - c ] §  z 

1 

1. Wean  y > x~p -1  ist, so wird auf Grund yon (142): 
1 1 

I( a', Y)I ~ 2c'xP P2P. 
Wenn u > T 2P gew~hlt wird, so gilt also die Ungleichung 

X u /p  
(143a) I( a',  Y)l ~ K ~ ( u ,  p)  x~ " 

1 

2. Fiir y ~ x~P -~ haben wir nach (142), (134): 

[-2 c' x I'p 3 x lip y ] .  
(144) ](a', Y)I "~ Min. | ~ ,  [a,l~1pj 

Zerlegen wit die Snmme 
[c] 

(145) Y" Z t(a'' Y)i" 
a ~  I - - c ]  § l 

in zwei Teile, gem~B den Ungleichungen: 
~ p - - I  " 2 p - - 1  

1. ]a'[ < 1 p- - - - -  ~--- c,-- ~ y 2p 2. la'] > 1 p+ , c'--7 y ~P " 

Aus (144) folgt, dal~ im ersten Tell der Summe (145) 

C' X 1;p 
[a', y) l ~ -~:_~!._,~, 

y~.p--1 

im zweiten Tell 

(146) f(a', Y) l < "~ ~,tp y 
~ - -  [ a , l ~ l p  " 

Die Summe der GHeder, die zum ersten Teil yon (145) gehSren, ist also nieht 
grSfler a]s ~ p _ 

p §  

4 ( 2 c ' x ~ ' P )  ' y ~P (146 a) y / : / ~ .  

Wenn wit  also u > + ~ ~ 3 p 2P ~_ ~ z .B.  a ~_ 3 p  2p w~hlen (es 

ist p > 1), wird diese Snmme 
(~ xl/P) ~ c '  ~ -  P 

(147) ~_ 4 y: 

lO) b , e  sind in (128) def'miert. 
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Die S,,mme der Gfieder, die zum zweiten Tefl der Snmme (145) gehSren, 
ist nach (146) 

(3y) u+a 
x u!p a~Ulp 

�9 [ 1 yV+~P-q (die Summation ist fiber alle Werte von a' zwisehen m = ~i~ ~v ] + 1 

mad + :r erstreck~). Es ist: 

(I47a) x~1p ~ "~(3y)u+l ~ (3y)u+l (3Y)U+1 c'U xU)'~' 
~ < X"IP J ari~)p- d a ' + ~ I , ~ p - , \ 

~'=~ ~ / ~  -i7-)  m y 

,~  K 1 (u, p) x ulp , (3 y)U+ l c'U xu[P 
u. 2p--1 p+  2p~_1 +1 P+ 

y 2P -p 2P y~  ~P 

Wenn u ~ 3 p 2p gew~hlt ist, wird der letzt~ Ausdruck kleiner als 

xUlp 
(147b) K a (u, p) y~ 

(wo K a (u, p) eine nut yon u und p abh~ngige GrSBe bedeutet). 
Ffir u 2> 3 p 2p haben wit also nach (143a), (147), (147b) die Ungleichung 

/ [b] [e] ) 2 l 
(148a) ~y~ll  y ~ [(a', y)[ u < K , ( u ,  , )  xulp y--~ 

= a ' =  [--r y = l  
x, ulp 2 p - -  i + I__ 

+ --Z K2 (u, p) z p p < K (u, ~p) z~l~. 

Somit bekommen wit flit die Summe (143) die Abschgtzung: 

(1t8) = o < . ~ _  1Ip e I < K (u, p) x~/P. 

B e w e i s  des  Sa tzes .  Da die Anzahl N (x) der Gfieder der Potenzfolge 
lp, 2 v , . . . ,  die eine Zahl x nicht iiberschreiten, dutch den Ausdruck [xltp] 
gegeben ist, so kSnnen wit nach (148) schreiben: 

t (149) e < R (u, p)  N ~ ~ j /  , 
--~ ' 0 < _. .~ z l i p  

d, h. die Bedingung (120) der Bemerkung zu Satz 7 ist erftillt. 
Damit ist der verallgemeinexte Waring~che Satz vollst~ndig bewiesen. 

(Eingegs,ngen am 1.3. 1931.) 


