Uber additive Eigenschaften von Zahlen.
Von

1. Schnirelmann in Moskau.

Finleitung.

Das allgemeine Problem der additiven Zahlentheorie ist die Darstellbar-
keit aller natiirlichen Zahlen durch eine beschrankte Anzahl von Summanden
einer gegebenen Folge von natiirlichen Zahlen, z. B. der Primzahlfolge oder
der Folge der p-ten Potenzen. In der vorliegenden Arbeit soll diese Frage
von allgemeinem Standpunkt aus untersucht werden, d. h. die Frage, wann
die Darstellung aller natiirlichen Zahlen durch Zahlen einer beliebigen Folge
von natiirlichen Zahlen moglich ist. Haupthilfsmittel sind dabel der Begriff
der Dichtigkeit und der der Summenfolge.

Eine Folge von natiirlichen Zahlen hat ,,positive Dichtigkeit, wenn
der Quotient der Anzahl N (z) der Glieder der Folge, die die Zahl z nicht
tiberschreiten, durch 2 fiir alle  groBer oder gleich « ist, wo « eine feste positive
Zah] bedeutet. Unter der Summenfolge nF einer gegebenen Folge F ver-
stehen wir die Folge der Zahlen f, + f, — ... + f,, wo f; beliebige Zahlen
aus ¥ und Null durchliuft, wobei nicht alle f; gleich Null sein sollen.

Um ein Beispiel zu nennen: Eine arithmetische Progression hat positive
Dichtigkeit; die Folge der Primzahlen dagegen nicht, da der obige Quotient

die GréBenordnung 17;5 hat; die Folge der p-ten Potenzen aller natiirlichen

Zablen (p > 1, ganz) ebenfalls nicht, da der Quotient die GréBenordnung
p—1
z » hat.

Es ist leicht zu zeigen, daB sich aus einer beschrinkten Anzahl von
Gliedern einer Folge positiver Dichtigkeit, die die Zahl1 enthilt, alle natiirlichen
Zahlen additiv darstellen lassen. Es ist daher unser Ziel, fiir allgemeine Folgen
hinreichende Kriterien dafiir anzugeben, daf fiir ein gewisses » die Summen-
folge nF positive Dichtigkeit hat. Dies gelingt in zwei allgemeinen Fillen :

1. Wenn die Glieder f, von F nicht zu stark anwachsen und dies fiir
die Anzahl’ B (z) der Lésungen von f, -+ f; = z in Zahlen f,, j; der Folge F
auch gilt, genauer wenn

fn = O (n @ (n) rn=1,2..),

ZB“ (z) = O(q)vf?xv))

z2=1 X
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ist, wo ¢ () eine positive, wachsende Funktion bedeutet. Diese Bedingungen
werden wir fiir die Primzahlfolge mit der Brun-Rademacherschen Siebmethode
als erfiillt nachweisen.

2. Wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

Bezeichnet A4, (z) die Anzahl der Darstellungen der Zahl 7 als Summe
von je # Gliedern », der Folge F mit n, <{ z (u ist eine feste natiirliche Zahl),
80 betrachte man die Funktion

D) = % AJQ( ).

et

.,
.

Wenn bei passendem u

; ?)21&
1) D(z) =0 ( —= )
ist, wo N (z) die Anzahl der Glieder », von F, die < z, bezeichnet, dann
konnen wir zeigen, dal uF positive Dichtigkeit hat.

Wir kénnen D (z) durch eine analytisch einfacher zu behandelnde Funktion
abschitzen: Ist

Hog) = Zérm,
3
vy=<1

wo #n, das grofte Glied von F, das < z ist, bedeutet, so ist offenbar

ung ung

|124(2,9)| = T A=) +2- 3 4,(2) A,(2) cos 2y (§ —1),
. - hiE -
atso

ung

1

Jlf@y)dy = T4p@) = ZAz( z) = D (a).
0 =

Auf Grund dieser fundamentalen Formel werden wir zeigen, daB fiir die

Folge der p-ten Potenzen fiir D (z) die Ungleichung (1) erfiillt ist.

Man sieht leicht, dafl man statt der Integraldarstellung von D (z) eine
analoge Summendarstellung benutzen kann; fiir diese kann man dann mit
Hilfe der Weylschen und van der Corputschen Ungleichung, die ja auch in
den Beweisen des Waringschen Problems von Hardy - Littlewood und
Winogradoff eine ausschlaggebende Rolle spielen, leicht (1) als erfiillt
nachweisen. Damit ist dann ein neuer Beweis des Waringschen Satuzes
erbracht. :

Die Herren Dr. W. Weber und W. Wichmann in Géttingen hatten
die groBe Freundlichkeit, diese Arbeit durchzusehen und inhaltlich und
sprachlich wesentlich zu verbessern. Ich mdchte ihnen dafiir meinen
herzlichen Dank aussprechen.
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Folgen von positiver Dichtigkeit.

Die einfachste und niichstliegende Charakteristik einer Folge als Ganzes
ist ihre , Dichtigkeit®. Dié¢ Folgen, deren Dichtigkeit grof ist, bilden namlich
die einfachste Klasse von Folgen, fiir welche die additiven Eigenschaften
poch vollstindig elementar zu beweisen sind.

Wir stellen fiir das Folgende einige Definitionen und Bezeichnungen fest.

Definition 1. Eine Folge F von natiirlichen Zahlen heifit Folge von
einer positiven Dichtigkeit == « in bezug auf die natiirliche Zahlenfolge,
oder kurz eine dichte Folge, wenn eine nur von F abhéngige positive Zahl «
existiert, fiir die

N(x)

(1) .

ist. (N (z) = Nr (z) bedeutet dabei die Anzahl der Glieder von F, die die
Zahl z nicht iiberschreiten. Die Ungleichung (1) soll fir alle x erfiillt sein.
Insbesondere soll also die Zahl1l zu der Folge gehdren.)

Wir schreiben

I

[+

D(F) = a.
Definition 2. Fine Folge von natiirlichen Zahlen heifit Folge von
fast positiver Dichtigkeit oder eine fast dichte Folge, wenn
2) im Y& — >0
Definition 3. Eine Folge natiirlicher Zahlen heiBt Folge von stark
positiver Dichtigkeit, wenn fiir jedes ¢ >~ 0, 6 >0

(3) N(x,2)

T— X
ist (es geniigt iibrigens, wie leicht zu sehen,
N (x, (1 Yx .
N g.___j @ ) ~a—0
fiir z = x, (g, 6) zu fordern), wo N (z, y) die Anzahl der Glieder : der Folge ¥
mit 2 << z << y bedeutet, und « von o unabhingig ist: wir schreiben:
SD(F)=a

Definition 4. Eine Folge ¥ von natiirlichen Zahlen heiit Basis der
natiirlichen Zahlen, wenn zwei ganze nur von F abhingige Zahlen ¢ und m
existieren, die die folgende Eigenschaft besitzen: jede ganze durch @ teilbare
Zahl z > 0 ist darstellbar als Summe von nicht mehr als m Gliedern der
Folge F. Dann a8t sich, wenn 1 zu F gehort, jedes ganze z >0 durch
hochstens m + @ — 1 Glieder von F additiv darstellen.

Definition 5. Eine Folge F von natiirlichen Zahlen heilt starke Basis
der natiirlichen Zahlen, wenn es drei nur von F abhingige Zahlen a, m und
4 gibt, wo a, m ganz, A reell und von der Eigenschaft ist, da jede durch a teil-

: s

>a—o fir zZ= z,(0,0), 2= (1402
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bare Zahl z > 0 als Summe von nicht mebr als m Glhiedern von F darstellbar
ist, und jedes Glied dabei grofler als Az gewihlt werden kann.

Definition 6. Eine Teilfolge ¥, von F heilit dichte Teilfolge von einer
relativen Dichtigkeit = « in bezug auf F, wenn

) Tz

18t, wo « eine feste positive Zahl ist.

Definition 7. Eine Folge von natiirlichen Zahlen heiflt bestindige
Basis der natiirlichen Zahlen, wenn nicht nur sie selbst, sondern auch jede
ihrer dichten Teilfolgen eine Basis der natiirlichen Zahlen bildet.

Definition 8. EsseiendieFolgen F,, F,, ..., F, gegeben. Bezeichnen
wir mit f, ein Glied von F,.

Die Folge von verschiedenen, der Grole nach geordneten Zahlen von
der Form f,4-fo+ ...f. wo f, fs - .., f» unabhingig voneinander alle
Glieder der Folgen F, F,, ..., F, und die Zahl O (nicht alle f; == 0) durch-
laufen, heit Summenfolge der Folgen F,, F,, ..., F, und wird mit F, — F,
+ ...+ F, bezeichnet. Ist inshesondere F; = F, = ...=F, = F, so wird
lhre Summenfolge mit #F bezeichnet.

Teil 1.

§1.
Folgen positiver Dichtigkeit.
Hilfssatz 1. Es seien F,, ..., F; Folgen von den Dichtigkeiten:
D(F) =z a, ..., D(F) = .

Es gilt die Ungleichung:
(5) 1—D(F,+ ...+ F) < (1—a) ... (1 —a).

Beweis. Bezeichnen wir mit f,,, f1a, - - ., f1 » diejenigen Glieder von F,,
die die beliebig gegebene Zahl x nicht iiberschreiten. Es ist n = o, .

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern f,; und f,;,,, deren
Differenz groBer als 1 ist, kann man eine von Null verschiedene Anzahl von
neuen Gliedern von der Form f;; -+ fo1, f1: + fop - - . einfithren. Die Anzahl
der Glieder von der Form f,; + f,;, die zwischen f,;und f;;,,,4=1,...,2 —1
bzw. zwischen f,,, und z (z einschlieilich, wenn f, < ») so eingefithrt werden
konpen und die = fyy, < f1:4q sind, ist nicht kleiner als o, (fy; .y — f1: — 1)
fiir i =1,...,2—1 baw. o (z-—f;,). Die vollstindige Anzahl der neu
eingefithrten Glieder ist folglich nicht kieiner als

n—1-

%'_gl(fliu—ﬁé— 1)+ ay(—fra) = a2 (z—mn).
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Die Anzahl der Glieder der Summenfolge ¥, + F,, die = nicht iiberschreiﬁen,
kann also nicht kleiner als n + «, (z — %) sein. Da n =g, 2 ist, so folgt:

ntap(@—n) =zl —a) ez = (& Toy—aay)z > 0,

D(Fy+ Fp) = ay + op — oy, 0 D(Fy+Fy) = (1 —og) (I —ew).
Durch wiederholte Anwendung dieser Unglelchu_ng folgt allgemein
1—D(Fy+ ... +F) = —a) ... (T—ay).

Satz 1. Sei £ > 3. Es seien die Folgen F,, ..., F, der Dichtigkeiten
L(F)=u,.... D(F)=a; gegeben. Wenn das geometrische Mittel M
der «; der Ungleichung

k
(6) . M: "/dl...akzl—()—gl;(?i—l)
geniigt, so mul} die Summenfolge F; - . ..+ F) mit der ganzen natérlichen

Zahlenrelhe R zusammenfallen.
Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist:

1—D(Fy .. +F ) < Q—a) . (I — ey << € @7 ta—r,
Daraus folgt fur # = F, -+ ...+ Fr,
(7 o —Np(z) <ze @ FTa—D

AuBerdem haben wir: N (z) = a2, wo Ny, (z) = N (2) gesetzt ist.
Sei F, = (n,, ny, ...). Die Folgen

Ny Bgy oo und  z—my, T—ny, ...

haben offenbar zwischen Null und z dieselbe Anzahl von Gliedern. Daraus
folgt, daB die Folge x —n,,  —ny-N }, also mindestens «, z Glieder zwischen
Null und z enthilt. Wenn Ny (z) -~ N (2) > = ist, so mufl mindestens ein
Glied der Folge © —n,, £ — 7, ... einem Glied der Folge F gleich oder = 0
sein, d. h. die Zahl ¢ muf ein Glied der Folge F; -+ ...+ F, sein.

Damit die Ungleichung Ny (z) 4 N (z) > = fiir jedes w erfiillt ist, ge-
niigt nach (7) die Giltigkeit der Ungleichung

_'3 1“i ) kol
o > e =1 oder log;k <,% o
Aus Symmetriegriinden kann man statt & eine belichige der Zahlen
2, ...k nehmen. Jede Ungleichunﬂ von der Form
(8) log <Za, i=1,...,%
FE

ist also eine hinreichende Bedingung fiir die Relation
(83) ) F1+...+Fk=R,
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Summieren wir diese Ungleichungen, so bekommen wir:

(9) Iog[] <k —1 }ja,

i=1
Es ist leicht zu sehen, dal auch (9) eine hmrelchende Bedingung fiir
Fi+...4+F.=R
bildet. In der Tat: aus (9) folgt, daBl mindestens eine der Ungleichungen (8)
erfiillt ist. Aus der bekannten Ungleichung zwischen dem geometrischen
und arithmetischen Mittel folgt, daB8 die Ungleichung (9) erfiillt wird, wenn
folgende Ungleichung gilt:
1 £ 1 : 1 1 o 1
(10) (k—1) Ha,->zlog[];:10g ]]&A.
i=1 =1 i=1
Wenn wir Fiﬁ mit z bezeichnen, so bekommen wir fiir z die Ungleichung:
Vaze,
zlogz < k—1 (wobei z offenbar > 1 angenommen werden kann, fiir z = 1

ist die Behauptung des Satzes trivial).
Diese Ungleichungen werden sicher erfiillt, wenn

1 <2< g (5 , k>3
ist,
Die letzte Ungleichung kann man auch so schreiben:

log (k—1)
VIwz 5070

Fir £ —1,2,3 ist diese Ungleichung unbrauchbar. Im ersten Falle
muB offenbar fiir die Erfillbarkeit der Relation F, = R die Gleichung
D (F,) = 1, und im zweiten Falle geniigt fiir die Erfiillbarkeit der Relation
F, + F, = R nach obiger SchluBweise die Ungleichung D (¥,)+ D (F,) > 1,
da dann Ny, (2) + Ny, () > 2.  Ganz entsprechend beweist man folgende
Sdtze:

L./1. Jede Folge F von einer positiven Dichtigkeit = « bildet eme Basis

der natiirlichen Zahlen und leistet der Relation 4 - [%JF = R Geniige.

‘1./2. Jede Folge F von fast positiver Dichtigkeit bildet eine Basis der
natiirlichen Zahlen.
Beweis. Is existiert nach der Definition der fast positiven Dichtigkeit
eine solche Zahl z, = z, (¢), da fiir jedes = > z, die Ungleichung
x

gilt (fiir beliebig kleines & > 0).

>a—e=f
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Nehmen wir zu F alle Zahlen von 1 bis x, (¢) einschlieBlich z, hinzu,
dann bekommen wir eine Folge F, die offenbar eine positive-Dichtigkeit = 8
besitzt.

Es ist A F, = R, wenn k=4~[i:l

Dennlstf}>—,dh1 ﬂ<2 h =4, so ist 2D (F) > 1, also
2 F, = R, nach der Schlufibemerkung zu Satz 1.

Sonst geniigt es aus demselben Grunde fiir 2F; = R, D (g F1) =b > %
zu zeigen. Nach Hilfssatz 1 ist 1—b< (1 —b)»2, es geniigt also

(—1lg (1 —p)) > log2 oder ﬁ .8 >log2 zu zeigen. Dies ist wegen

3
2
13
2

=2 (%——~1) und ﬂ£i< 1—10§2

der Fall. (Man kann iibrigens
schon — Fl = R beweisen.)

Jede Zahl z ist also als Summe von nicht mehr als ¢ - [%] Gliedern der
Folge F, darstellbar, jedes x 1aBt sich also in nicht mehr als 4 - [ ﬂ] Glieder
von F und einen Summanden, der nicht grofler als 4- [ /3] z, ist, zerlegen.

Bezeichnen wir die letzte Zahl 4 - [ ﬁ] zo mit A = A (¢); die Differenz zwischen
je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Summenfolge 4 - [;]F ist also
absolut nicht groBer als 2 4, d. h. fiir jede Zahl x kann man zwei Glieder z,
und z, von 4 [%] F finden, so daBl 0 <<z —a; <24, 2 < < 1w, ist.

Es gilt identisch:
2 (2= D)+ 5 (2— %)
Zg — 2, )

xr =

Bezeichnen wir mit % das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen
1,2,...,24. Wir haben:

U {Xyg— &
ug = Un=2 )x1+
g — & Zg — 2

Y\ — T
(e—2)

Beide Zahlen “{®2=%) ynd ’iii_—xl—) sind ganz, = 0 und << u. Jede Zahl
2

Ty Iy -4
von der Form u x ist also darstellbar als Summe von nicht mehr als 8 - [%] %
Gledern von F. Hiermit sind beide Sitze bewiesen.
1./3. Sei k > 3. Wenn eine Folge F eine Dichtigkeit = « hat und die
Ungleichung

log (k —1
(11) . i > ook(_l )

-
Vay ... a,
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erfiillt ist, wo a,, .. ., a; irgendwelche ganze Zahlen bedeuten, so kann man
unter je k41 aufeinanderfolgenden Zahlen n, n + 1, ..., n + %k mindestens
ein « finden, fiir welches die Gleichung

QT TG =X
in Zahlen z; der Folge F losbar ist. o
Beweis. Wir bilden die Folgen &,,...®; von der Form: 1+ q,f,,

1+ asfs, ..., 14 arfx, wo £y, . . ., f1 alle Glieder der Folge ¥ und Null durch-
laufen. Es gelten die Ungleichungen

‘D(¢1) 2 E) [ ) D(¢I») 2 Aa"-
B! T Ay
Daraus folgt, nach (11) und Satz 1, dafl die Gleichungz = ¢, + ... 2~ g,
wo ¢; ein zu der Folge @, gehériges Glied oder Null bedeutet, stets loshar
ist. Dadurch ist die Behauptung I./3. beweisen.

§2.
Folgen stark positiver Dichtigkeit.

Hilfssatz 2. Ks sei F eine Folge von einer stark positiven Dichtigkeit
= «. Man kann fiir beliebig gegebene positive Zahlen o und ¢ eine nur von
diesen Zahlen und von F abhingige Zahl z, finden, so daB8 fiir z >> 2, zwischen
z und (1 + g) z (einschlieBlich der Grenzen) eine solche Zahl y existiert,
daf fiir z > y die Ungleichung
(12) I

erfilllt ist; N (y, z) bedeutet hierbei die Anzahl der Glieder f, von F mit
Beweis. Wihlen wir z so groB, daB fiir 2 = (1 4 o) = die Ungleichung

(13) S
erfiillt ist. '
Wir haben:
(14) N (z,3;) + N (2, 2) = N (2, 3,).

Nehmen wir den Hilfssatz 2 als falsch an. Es existiert also eine Zahl z; > =,
die die Relation N (z, z;) < (¢ — 0) (#, — @) befriedigt. Wenn z; schon
= x (1 + p) ist, so haben wir nach (13) schon einen Widerspruch. Wenn
2, < # (1 + g), so kénnen wir nochmals eine noch gréfiere Zahl x, von der
Eigenschaft

, N (zy, 25) =< (a—0) (Ta — 2y)
finden usw.
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Nach einer endlichen Anzahl Schritten kommen wir zu einer Zahl z,,
die = (1 + g) z ist (da wir z; als ganz annehmen konnen), und fiir welche
die Unolelchuno
Nz,z,) =N(z,z)+ ... + N(z,_y, 2,)

< (w—0) (B — T+ =By + ..+ Ty Ty) = (—0) (2, —2)
gilt, was aber nach (13) unmdglich ist.

Satz 2. Es seien die Folgen #,, F,, ..., F;, k > 3 der stark positiven
Dichtigkeiten:

SD(F) = ey, ..., SD(Fy) = o,

gegeben.
Wenn die Ungleichung
k
log (k — 1
(14a) Vay ..o > D

erfiillt ist, kann man jede ganze Zahl z > 0 als Summe von . Summanden
darstellen, die 1. alle => k—xl sind und wo 2. je zwel von ihnen verschiedenen

der Folgen F,, ... F, angéht')ren. F, = ...+ Fy ist also eine starke Basis
der natiirlichen Zahlen.

Beweis. Wiahlen wir ¢ > 0 so klein, daB

log (k— 1
(141b) Vit —0) - (a—6) > oy g
bleibt.
Man kann auf Grund des Hilfssatzes 2 eine so grofle, nur von ¥y, ..., Fy,

und ¢ abhéingicre ganze Zahl x, finden, so daB man fiir jedes z > z, zwischen
3 _t 1 u.nd in jeder Folge F, ein Glied y, wihlen kann, das die folgende Eigen-
schaft hat‘ fiir jedes z > y; ist

\z({i’y:) > a—oa.
Fiir die Folgen F, — ¥, Fo— 4., - - ., 1 — 4, gelten also die Ungleichungen
DF;,—y) = a;—c fiirz =1, ..., k).
Da die Zahl z— 4, — ¢, . .. — y;, nach Wahl der y; positiv oder Null ist,

ist sie nach (14b) und Satz 1 als Summe von nicht mehr als £ Gledern
fis,— Yays - - > faray, — Ys,, darstellbar, wo

X
by 2 ¥, = P

Bs sei die Numerierung der F, so gewahlt, da die besagten Glieder gerade
die M ersten sind: fi;, —Yar, -« o farey — Yur-

1) Hierbei-hat man die Glieder = y; von F, wegzulassen.
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Es 1ist also:
T—y1— o~ Y =Fri+ ... +f:1i_‘,-—y1——4 cee— Yy
Daraus folgt:
z=fr,+... +fmj,—!—y,u+1+ coe + Y
In dieser Summe ist jeder Folge F; nur ein Glied entnommen, und alle diese
Glieder sind offenbar =

z

[

§3.
Sehwach wachsende Folgen.

Definition. Eine Folge F heiflt schwach wachsend, wenn die Summen-
folge 2 F eine dichte Folge ist, d. h. positive Dichtigkeit hat.

Satz 3. Es sei eine Folge F = (n, = 1, n,, ...) gegeben, deren all-
gemeines Glied die Ungleichung
(15) : n: < Cig(y)
erfilllt, wo (' eine Konstante und ¢ (3) eine positive, wachsende Funktion
bedeutet.

Bezeichnen wir mit B (z) = Bp (z) die Anzahl der Lésungen der Gleichung
n; -+ n; = z und mit R (z) die Summe

(16) R(z) = 5 By,

z=1
so wird behauptet: wenn fiir die Folge F die Ungleichung
23

9 () _
erfiillt ist, mul ¥ 1. eine schwach wachsende Folge sein und 2. eine bestindige
Basis der natiirlichen Zahlen bilden.

Beweis. Die Anzahl N (z) der Glieder der Folge F, die eine bestimmte
Zahl z nicht iiberschreiten, ist fiir z > z, nach (15) gréBer als

(17) R(x) < 0

(18)

da dann
2y <<e(N@E)+ 1) NV(i)+ 1) < 20N () ¢(2),

da wir annehmen konnen, da88 F == R, der Reihe aller natiirlichen Zahlen ist.

- _z e
204G

Andererseits ist die Summe 21’ B (2) aller Losungszahlen der Gleichungen
_ . =1 - ) o
% =2, z2=1,...,,2, d h. die Anzahl der Lésungen der Ungleichung

%;+ %; < @ nicht kleiner als die Anzahl der Losungen derselben Ungleichung
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mit den Nebenbedingungen »; < ;, n; < ; Die letzte Anzahl ist offenbar
N2 (%) _Darauvs folgt nach (18)

2 z?
(19) Z Bz N(5)z "= m fiir & > 2z
16C2 ¢ (—)
2
Bezeichnen wir mit M () die Anzahl derjenigen B (2) fir z =1, ..., z, die
ungleich Null sind.
Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt (fir « > 2 z):

2
(X2w) ) .
: z=1 z . x° . x
(20) . M(z) = Smm = 760 g @) L @ T oGy

z=1
Die letzte Ungleichung zeigt, dal die Anzahl der Glieder der Summen-
5% 6040 Die Folge 2F

besitzt daher eine positive Dichtigkeit, ist also nach Satz I, 1 eine Basis der
natiirlichen Zahlen. Um die Richtigkeit der zweiten Behauptung zu erkennen,
bemerken wir, daf} fiir eine dichte Teilfolge F; von F, von einer relativen
Dichtigkeit = « die Ungleichungen

folge 2F, die < «, fiir z > 2z, nicht kleiner ist als o——~

1) Vi > uwd B, (z) B(2)
N (z)
erfilllt sind, so dafl die Ungleichung (19) mit 06 C’ statt. (,—, erfiillt bleibt.

Satz 4. Es sel ¢ (7) fir 1 = ¢, positiv, wachsend und ¢ (s) = 0 (1;)
Es sel F die Folge (n, = Lin,, .. .),

(22) Ry = O(i‘P (7/))

Esseid (y, z} fiir 0 < y << z die Losungszahl vonn,—n; = y, n, < z, 0, < @.
Es se1

23 2 ‘

(23) gA W.2) = O(=).

Dann ist ¥ eine schwach wachsende Folge und eine bestindige Basis der
natiirlichen Zahlen?). '
Beweis. Bedeutet N (£) die Anzahlder n; < £, so ist fiir z = 2 nach (22)

@8 5 <2, <G[¥E) +1]e[N(E) + 1] =208 {5]e@,
2 .
%) Diese gegeniiber meiner urspriinglichen verschirfte Formulierung von Satz 4

und der folgende Beweis sind von Herrn Landau gegeben. Landau, Gottmger Nach-
richten 1930.
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also, wenn B (m) die Losungszahl von m = %, - n; und M (x) die Anzahl
der B(m) % 0 mit m < » ist,

(25) c¢4(x)<N4( ) (2 B(m)<M(x 282

B2 (m) ist die Losungszahl von

(26) M == My T Ry = Ty, RS
ist hierin ¢ = u, so gibt es
(27) Bm < 112

solche Quadrupel; ist ¢ = u, so ist der Beitrag dieser Quadrupel zu ;‘i,' B2(m)
1

m=
héchstens

(28) 2 5 A2y, 2);
1/=

denn in

> U Yy =0, =0, —n; st 1 <y < g,
da alle n, < z. Also ist nach (23) fiir x>,
29 1 1“‘
(29) 232(m< g }’BZ(m Cor iy
(30) T < M@ ) <CM@ I
d.h.
(31) | Mm>;

5

Dafl die Folge ¥ auch eine bestindige Basis der natiirlichen Zahlen bildet,
kann man genau so wie am Schlufl des Beweises von Satz 3 zeigen.

Anhang zu Teil I .A
§4.

Folgen, die eine bestindige Basis der natiirlichen Zahlen sind.
Satz 5. Es sei eine Folge F von der Form

(32) [ ()] (n=1,2,..)

gegeben, wo 7 (¢} eine reelle, dreimal differenzierbare Funktion der reellen
Verinderlichen ¢ ist, die fiir £ > 0 folgende Ungleichungen befriedigt:
rt)>0; 7 () > 1;
12

(33) 0<im<r®<3 fir £ > 1,
0>T’"(t)> —-‘t—2



Additive Eigenschaften von Zahlen. 661

Es wird behauptet, da8 die Folge F eine bestindige Basis der natiiclichen
Zahlen bildet.
Beweis. 1. Vorbereitungen: Aus (33) folgt durch lntegration

(33a) ¢ Inlnt <7 (t) <ent fiir ¢t > 1.
Bezeichnen wir mit @ (t) die Ableitung # (). Nach (33) haben wir fiir ¢ > 1

)

[im <o 0<%
(34) |
[ 0> 6" (1) > —%3.

Daraus folgt:
B) =00+ (t+101)0@); 0 <A<l

Da
0"t + 10 (1) < P j.ie = (if’
s0 bekommen wir nach (33a):
OF+10)—0O@) <""2—9t‘—” = 0(1).
Es sel u (z) die Funktion @ (e#), Dann wird
. (35) wﬂzaww<§w:%
Also

(36a) w(lnt—2InO (1) = u(lnt) — 2’ (lnt—72.ln@(t)ln@
> u(lnt)—c' ln@ ().
Fiir @ bekommen wir daher wegen (33a) fir £ =>1,:.
e
(36) O gug) >0 ) — MmO ) > =5,

Bezeichnen wir mit ¥ (z) die zu © {z) inverse Funktion. Da O (z) monoton
wachsend ist, so ist ¥ (z) auch eine monoton wachsende Funktion.

Wir haben: ,
¥ (6 ()] = O[¥(@)] = 3,
Y'e@)] 0 (z) = 1.
Daraus folgt nach (34):

zln z -
-—<‘I/[@(z)] e(x)<—61— fir z > 1.
Setzen wir hier @ (x) = ¢, so bekommen wir:
(37) éwm<wm<%wmmww

Diese Formel wie auch (38) bis (41) gelten fiir alle £ = ¢,, da @ monoton wachsend.
Durch weitere Differentiation erhalten wir:

PO (2)]0% (z) + ¥’ [0 (2)] 0" () = 0
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und nach (34) ' 3 ; ‘
O] = — TGP T art . Mo
oder, wenn wir ¢ statt & (x) setzen:
(38) P () < M P (1) 103 ¥ (1),
Es sei v (z) die Funktion log log ¥ (z). Wir haben nach (37)
v'(z) = ln;gr(z) Zif:z')" P (2) < Cl‘-

Daraus folgt fiirr ¢ >0
Vet o) = 0l e+ Ae)e <o)+
und wir bekommen fir ¥ die Ungleichung:

TR v F = £

(39) Plo+e) = e <et = [P(t)]C.
Aus (37) und (38) bekommen wir daher:

(40) W'+ < WU+ ) log Pt + &) < [P I P(0)
‘1 1

= M, [P ¥ ()
(41) Pt + &) < M [WP(8)]¢ Ind W (1), My, = Me*.
2. Hilfssatz 1. Fir die Anzahl A4 () der Losungen der Gleichung
(42) [r ()] — [r (m)] ==

in ganzzahligen m und » mit der Nebenbedingung 7 (n) < z, wo w fest und
der Bedingung

(43) Iz @3 (2) < u < Inz M (z)
eniigt, gilt:
gentgt, & Aw 0t fiir 2> 1.

Die gesuchte Anzahl kann offenbar nicht gréBer sein, als die Anzahl
der ganzzahligen Ldsungspaare (», m) der Ungleichungen
u—1<r(n)—r(m)<u-+1,

r(n) < =,
wobel Losungen mit demselben m nur einmal gezihlt werden; denn (42) hat
zu jedem m héchstens eine Losung, da 7/ (z) > 1. Wir werden darum die
Anzahl der Losungen von (44) betrachten. Bezeichnen wir die Differenz n — m
mit .
Wir haben mit 0 < 2 < 1:

r{n}—r(m} = r{m +x)—7r(m) = ¢ (m)x + ”L;—A—'{)de

(44)

Wegen
O >0,7(E) > 1 ist x<rm)—rm)<ud?
wenn %, m Losung von (44). :
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Aus x<u+1=0 (log® 2 0% (2)) = o (v 5) folgt, daB die Anzahl der
Losungen der Ungleichung (44) fiir # > «, nicht groBer ist, als die Anzahl
der Losungen der folgenden Ungleichungen:

u—1—98<rmyx<u+1+96, rim) < =,

wo 0 eine beliebige positive Zahl bedeutet.
Oder anders geschrieben:

(44a) “_—._1,,—‘_"<@( m) ““Ll“'_‘),
d. .
(44D) e R lp(“;j—*—").

Die Anzahl der méglichen verschiedenen m-Werte ist demnach bei festem x
nicht gréfer als

(45) P(u+1*é) g/(?‘,,,‘i_l,,,—;’),;_l.

Da jedem Wert von #: nicht mehr als eine , Losung™ von (44) im obigen
Sinne entspricht, so kann die Anzahl der ,,Losungen® von (44), die zu einem
bestimmten Wert von x gehoren, nicht groBer als (45) sein.
Verteilen wir alle moglichen Werte von m in zwei Gruppen:
(@) m= 5:2%';)‘, (b) m> @"é%-
Die Gesamtanzahl der Losungen, die der Gruppe (a) entsprechen, ist offenbar
nicht gréBer als die Anzahl der m-Werte in dieser Gruppe, also

x

(45a) = G

Fiir die Losungen, die der zweiten Gruppe angehiren, erhalten wir aus
den Ungleichungen (44a), (36), (33a) und & > 0:

u+l—r(5<u—}—1+é< w+ 146

w
maX % < g m) ( P ) 8(1)—0’1n0(x)(<009-(;))
(46) eﬁ(x)
. u—1—4 —
mln?'>8(maxm)> 9(;} >°°a(x>

Beweis. Es ist
[e@dz=rm)—r(1) <=
1

fiir eine Losung m von (44). Daher ist filr m =2
m m
> jé)(z)dz = j@(z)dz > @(g);’l,

1 m'2
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da @(z) > 0,60’ (z) > 0 fiir z > 0; somit, da in (b} m > ist fiir = ,:

9‘( z)
2> 50 (5515) > § 02)
was, wie in (36a), (36) folgt, d. h. nach (443) fir oz 2> z,:

(47a) v () <m < L

Die Anzahl der Losungen von (44), die zu der Gruppe {b) gehoren, ist
nach (44b) nicht gréfler als die folgende Summe:
I T L e Rl

%

min ¥ == ¥ == max #

Es geniigt also fiir Hilfssatz 1 nach (45a) zu zeigen: ) = O( (x))
Es ist mit 0 << 2 <C 1:

W(u-}-l—;‘—é)_ lp(u—l—é) _ W’(u_l—é)-2-1+(5

K4 b4 z “
u—1—06 (14 8\ o (14 6y
(£ ) 5, 0

und 2:21_3’ 22, WO
e D
2 } B
] 22=Z[5""(u_i—° ' 1-“+6) <1;5)2+1].

Hilfssatz 2.

(48)

5 = ofgi)

Beweis. Aus (41) folgt fiir 2 =z, mit p =2 (1+ 8) 4

vt T

7

RO < [yl

._I~

((41) darf fiir 2 > =, angewendet werden, da nach (46)
u—1-—

> O (z) = ¢,
fiir = 2,). Weiter bekommen wir nach (46)

[S”(u —;l‘—- 6\)]3%1::: gj(u _—i — 6) [ g/(u _i — 6‘)]0(9}01::)
(48a) —_ gj(“—l— ‘5) . [T(“—l - '5):'0(”"‘) - yj(u—l—é) IO(-llln%)
F4 —_

< (k@) P (0
(wo 5 (z) ~ 0, wenn 2z — o), da

(48b) w(“—”‘—:—‘?) <m<gz

x =
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(wegen r(m) < z und r >0, ¥ > 1) und
= @( ) = ¢ ln®z @2 (z) = ¢, Ind 2.
Wir bekommen daher nach (48b) die Ungleichung:

[t 0 32Ny a e s
.

Jedes einzelne Glied der Summe ZX, ist folglich nach (46) kleiner als

, 2 (1462 » zlndz xInd z 62 (z)
Mielndx. ———- (ot )8 < M} )2<M —a
| (a1
Da die Anzahl aller Glieder in den Summen ), X, nach (46) nicht groBer als

yulg 8 (2)
& (z) ’

(49) max x —minzx -+ 1 < ¢,
und da nach (33a) reichlich
uwin O (z)
O(z) <clnzx << O G2 (z)
ist, kann die Summe X, nach (33a), (43) nicht grofler als

nulg @ (z) Ind z - 82 (2) " In? z1n 6 (z)
(49a) 01%@)5 Ms%fiE:cstx x z) _ (@%))
sein.
Hilfssatz 3.
2 —0(92(2:))

Beweis. Bestimmen wir zuerst die Schwankung S der Funktion

yj.('l_t—l—é
¢

ist nach (41) mit 0 << A<C 1

S — ,ly,,(u—l—é)u——l—é T,,[u——l—6+(1—).)(74——1—6)}1&——1—.6

)ﬁirtzwischenzundz+ 1, womin % << » << maxx. Da ¥’ (v) >0,

%+ 7 Gt + 2)? %41 (¢ + 1) (5 + A) (% + 2)*
@w—1—0a—2%
(x-l-l) D x+ A ey
% —1— & 3 w—1-—-8 #u—1—46
<M3[IP( # )] Ig T( P ) »? :

Wie in (48a) wird fiir = #, der letztere Ausdruck und daher auch S mit
Riicksicht auf (47a) nicht grofer als

u—-1 u—1—68) u—1—98
o), #{E=I (=) mhot
Ferner ist fiir » <<t <<% -+ 1, und 2 < max x», wegen
(da ¥’ > 0), nach (37):
1 ! )<M:uﬂn_“’_

s fu—1
(0b) ¥ (* =) e —1—8) (3 — iy (i
Mathematische Annalen. 107. 44

zIdru—1—§
é(x) e ¢
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IR = e

min ¥ == ¥ == max #

Die Differenz zwischen

und

u—1—0
max & Tminz
P — 11— —1— ,
f /2 (L—t—a) e Odr = f v(2)dz
min ¥ w—1—4
T max#

ist nach (50a, b), (49)
. z+1 )
lygpr /6 —1—\u—1—3 g f— 1=\ u—1§— 3]
= Y fleemetor i) S
minX==x="maxx x
vfe—1—6\Nu—1—346
(51) + ( min s )(minz)2

elndz fn—1—8\2 | » zlna yuciln @ ()
<{ M50 (mmar ) + "M Gl 67 o

fu—1—8u—1—¢ @ln®z in @
+(® )“(minx)z- < M, EI T ok (46), (3T), (48D).

min min x

Die Summe X, ist
(1 4+ 4) maxx yfu—1-—8wuw—1—2¢
EH LT MR L P =)

u—1—9 #2
min # <= ¥ == max »

Die Differenz zwischen dieser Summe und dem Ausdruck
u—1-4
min %z

2.(1 +6);-_’f’—_"1§j—6 j Y (z)dz

ist nach (51), (46), (43), (33a)

) max x x 3 zIn O (x) n6(x) - x
62 = 2(1+5)ui1—6M7 mine <~ Ms~g 0 (z) ('ém)')'
Es ist nach (47a)

%—1—4d

“maj:z u—1—96
(59) 2 [ ved - e,

u—1—d max x

=

x
<G, € (x) <G &2 (x)’

womit Hilfssatz 3 bewiesen. Die ganze Summe (47) ist nach (48) und Hilfs-
"satz 2,3 von der GroBenordnung
X
(54) c @)
Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.
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Es sei o = Min (3, 75)-

Hilfssatz 4. Es gibt fir jedes # = x, eine Teilmenge @ von F von
[x@ (z)] = A Gliedern, die und deren Differenzen zwischen a, b liegen (ein-
schlieBllich der Grenzen), wo

a=mh3z0%(z)< b= In?20* ().

Beweis. Fiir 2 > =, liegt bei jedem ganzen k& > 0 mit (k4 1)a < b
im Innern des Intervalls (ka, (£ -+ 1) @) mindestens ein Glied der Folge F.
Denn set

r(&) = ka, r(n) ={(k-+1a, n—§=4
so 1st
a=r(p)—r) =tr(E+ A1) =10(E+ A1) (0TI,

Da (fiir groBe z)

) =m-+Dae < b Tz,
und

rE)>0, ¥@)> 1 fiir 0~ 0,
so ist also 7 << 2, d. h.

O i) = 0@ = 6();
d.h. fir = %, ist

[43 a

STy = ew - O @e>2

¢ & ()

Es gibt somit zwei ganze Zahlen %, n + 1 mit
ka < r&<<rm)<rn+1)<r(p) =&+ la
Wegen 7' (v) > 1ist r (n) < [r (n +~ )] < 7 {n -+ 1), woraus die Behauptung
folgt. Wir teilen nun das Intervall (a, d) in
P2 =2 =ro @) fire = o= )

2a 2

getrennte Teilintervalle der Linge 2a ein. Wir wihlen dann in der linken
Hilfte jedes der [x® (z)] ersten Intervalle ein Glied von F. Diese bilden eine
Teilmenge @ der gewiinschten Art. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen.

Jetzt wollen wir zeigen, daB 2 F eine fast positive Dichtigkeit hat. Wir
bilden dazu alle Zahlen ¢, f;, 1 =1,...,4, f; in F, fir die

s z— o

@1: P25 @3, - - - bedeuten dabei die wachsend geordneten Zahlen der Meuge @
des Hilfssatzes 4.

Hilfssatz 5. Die Anzahl der f; << & — & (also auch die der f; <L = — ¢,)

ist fiir # = , nicht kleiner als [é%ij]'
44%
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Beweis. Es geniigt, fir ¢ = 6( )zu zeigen, r (¢) < z—b, da dann

die Zahlen [r(v)] (v =1,..., [¢]) wegen 7’ (v) > 1 eine Gesamtheit von [c]
verschiedenen Zahlen f; << z — b darstellen. Es ist offenbar
3 &{c)
r{e)—r(l) = j@(y)dy = .“ZT'(Z)dZ = 2 ¥ (2) ]2((3 ——j. ¥(2)dz.
1 o
Da zwischen @ (1) und O (¢) durchweg ¥ (z) > 0, ¥’ (2) > Q g1lt, so ist fiir
2=z, mit 0 < A< 1:
6(0) & (c) ‘
j Ye)dz > j P(2)dz > IP(@(;))(@ ) —@(-j-))
6(1) 6 (ciz)

C [t ¢\ ¢ c
=30 +1%)5> a5,

Nach (34), und auf Grund der Ungleichung: ©” (2) << 0 fiir z > 1. Nach
(33a) ist also reichlich

6 (&)
j‘l’(z)dz>2 R >>1n3x04(:c)+r(1)—b+r(1)
ow (G(xi

Somit ist

e x
r{c) < cO(c) —b = 5(?)'9(52?))_6 < X )@(a:) b=ax—>b.
Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen.
Wir erhalten also mindestens [o @ (z)]- [ e
driicke @; -+ f;, die die Zahl z nicht iiberschreiten:
(1) + h fo o o1 o) B om ey = [
1 SO i ol O ¢ T 1IB J B =[¢ = [@(x)]

Gl o mnTEem TR
(A s+ fi, @attos oo @a+ 15 = [a @ ()]

In der v-ten Zeile (v =1, ..., 4) kommen fiir z>> 2, von den in fritheren
Zeilen stehenden Gliedern verschiedene Ausdriicke in einer Anzahl hinzu,
die nicht kleiner ist als

o] — =105 (2 55 (5 — o 0 — 1))
Denn die Anzahl der Losungen der Gleichung
{54b) ot @ =ltn+ @ (0<oc<wx, viest; f, < z2—0),
d.h. von

] formal verschiedene Aus-

fm_fn =@ QP =Y
ist, da die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 nach Wahl der Teilfolge @ durch
Hilfssatz 4 erfillt sind, fiir 2 = @, nicht grofer als

z—0 z
093 —b) = 092(.2:)’



Additive Eigenschaften von Zahlen. 669

also ist die Anzahl der Lésungen von (54b) bei festem » und beliebigem 2
mit o < % << » nicht gréBer als C@%) (»--1), 4. h, nur 8o viel Glieder der

y-ten Zeile von (54a) konnen schon in einer der fritheren Zeilen vorkommen.
Somit ist die Gesamtzahl der verschiedenen Ausdriicke ¢;+ f;, ¢ << 4

=[O@)],j<L B daa=<

A

1 8 (z) (2 @ (x))?
atx)g(?_(”'“l) @W)) = eagzx)(OC 4x —C- ;9((:,-)))

1

= 4 1o gewdhlt war, fir & = &, nicht kleiner als

= :E—Z—(].——QCQ) g x%’
d. h. fiir T =, ist
Nop(2) = Npiolz) = x%-

Damit ist bewiesen, dafi 2 F fast positive Dichtigkeit hat. Nach Satz 1, 2
ist daher 2 F, also F eine Basis der natiirlichen Zahlen. Da8 ¥ eine bestandige
Basis bildet, folgt wie bei den vorigen Sitzen, da die Anzahl der Ldsungen
von (54a) fiir eine Teilfolge nicht gréBer als die fiir die ganze Folge ist und
die untere Schranke der Anzahl der Glieder einer dichten Teilfolge sich um
einen konstanten Faktor von der entsprechenden Zahl fir die ganze Folge
unterscheidet. Damit ist Satz b bewiesen.

Beispiel. Man kann jede ganze Zahl zerlegen in 25 Summanden von
der Form [n!n #] und in einen Summanden, der kleiner als eine feste Zahl ist.
In diesem Falle finden wir, daB die Anzahl der Losungen der Gleichung
. [plnn] —[mInm] =%, nlhe <z
fiir '

B (@)ndr <w<<In¥z@(2) (@(2)=hz+1)
fiir # = x4, nicht gréBer als 3,1 rn%;& ist.
Daraus folgt, da8 die Summenfo]be [n In #] + [m In m] eine fast positive

Dichtigkeit besitzt, die grofier als o~ ist. Hieraus folgt nach Satzen 11,2

die Behauptung.

Ebenso kann man die Méglichkeit der Zerlegung der ganzen Zahlen
in eine beschrinkte Anzahl von Summanden von der Form: [Ig I" (»)1, [» 1glgn]
(n = n,), usw. beweisen.

Teil II.
§1.
Die Primzahlfolge.
Satz 6. Die Folge p, = 1, 9,5, 93, ..., Wo p; fiir ¢+ > 1 die wachsend

geordneten Primzahlen durchliuft, bildet eine bestindige Basis der natiirlichen
Zahlen.
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Hilissatz 1 (Viggo Brun)3). Die Anzahl 4 (v, z) der Lésungen des
Systems:
(65) Pi—P; = U,
=2, P Primzahl,

4

ist fiir 22> 2, und 0 << u <{ @ kleiner als kg iy S {u), wo
— p_.
Sw = [ ;5
p=17
piu

Wir werden einen Rademacherschen?) Beweis, der eine Abschitzung
von A (u, z) nach unten gibt, auf die Abschitzung nach oben iibertragen.
Bezeichnen wir mit

(56) P(As D) x; al’ b]_! 'p,; .- ~; a’r; bh pr)

die Anzahl der Zahlen 2z > 0, von der Form A + Dt, t = 1,2, ..., die die
Zabl z nicht iiberschreiten und zu keiner der Progressionen
» ai+tipi, bj+tjpj (’f;,j:].,...,T;ti,tjzl,Q,...)
gehoren, fiir die also die Relation
(56a) Pi(z—a)(z—1by) (e=1...,7)
gilt. Hierbeisind 4, D, a,, b, (¢ = 1, ..., r) feste ganze Zahlen, a; == b; (mod p,)
p; D; weiter sind p; Primzahlen, die in ihrer natfirlichen Reihenfolge ge-
wiahlt sind:
Py <P <l << Pr

wobel p, > b vorausgesetzt wird. Wenn r = 0 ist, wenn also keine Relationen
(56a) zu erfillen sind, schreiben wir P (A, D, x) fiir (56).

Da wir eine Abschitzung dieser Anzahl brauchen, die von 4, ¢, b; gar
nicht abhéngt, werden wir im folgenden statt (56) die kiirzere Schreibweise
benutzen:

(B7) P(D, z; p, ps .-, Py
Es gilt ‘offenbar die Identitit:

(58) P4, D, x; 9, ...,0) = P4, D, z; py, -, Prey)
_'"P(An Dpn m; Pp RN p‘r-—l)_P(A;: Dpr) x; pla ) pr—-l)’

3) Viggo Brun, Le crible d’Eratosthéne et le théoréme de Goldbach. Viden-
skapsselskapets Skrifter, I, Math.-Naturw. Kl., 1920, Nr. 3, Kristiania.
_ %) Rademacher, Beitrige zur Viggo Brunschen Methode in der Zahlentheorie (I),
Abbandhingen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 8
(1924), und Landau, Gottinger Nachrichten 1930. .
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da die in P(4, D, ; py, - - -» Pr—1) zuviel aufgenommenen z die Form haben:

[z2=a, (mod p,) z = b, (mod p,)
| = dmod D) % = AmodD))’
d.h.
z =A,(mod Dp,) oder z=A4;(mod Dp,),

da p; D gilt. Hierbei sind wegen a, = b, {mod p,) die beiden Restklassen,
die durch A,, A; reprisentiert werden, verschieden.

Wir werden diese Identitit symbolisch so schreiben:
(59) P(D,z; py, .- pr) = P(D, z; pyy ---, Proy)

—2P(Dp,, i D1y -e e Proy)-
Daraus folgt durch wiederholte Anwendung:
(60) P(D, z; py, ..., ps) = P(D,2)—2P(Dp, 2) —2P(Dp,, z; p))
— ... —2P(Dp,, z; Py, -, Proy)

und weiter
(61) P(D, z; py, .., pr) = P(D, 2)—2 XY P(Dp,, 2)
a=1
~4y Z P(Dpa Pgr T3 P> -+ pﬁ-l)'

a=1 f<a

Wenn wir in der letzten Summe in jedem Gliede bei gegebenem 7; < #
nur diejenigen der p;, ..., pz_q der in P (D p,, Pz, T3 Py, -+ Pp-1) hinter dem
Semikolon auftretenden Primzahlen berficksichtigen, deren Indizes hochstens
7, sind, so verkleinern wir die Summe nicht. Es ist also

(62) P(D, @5 pyy vy 1) < P(D,2)—2 3 P(Dp,, 2)
@e=1

_:"42 Z P(Dpup/h x; Pl, sy pMin({i—l,rl))'
e=1 p<e )
Sind endlich 7y, 74, ..., 7, eine nachher festzulegende Folge von Indizes, fiir die
1 < 7 << Ty <o Py <Ly 7

gilt, so ist ebenso

(63) P(D3 TS Pis v s pr) é P(D) x)_zzr'P(Dpu: x)

a=1

+43 Y P(Dp.ps ¥)—+ ...
e=1 f<ea
T Min (8 —1, 7y) Min (x—1, 7y 1)
—32—1 3 3 2 2 2 P(D'Papppym---p;,x)
a=1f<e y=1 Iy i=1 .

r - Min{x-1,7,_4)

4 224D 37 X é‘zP (Dpe o PiPus T5 Prs oo os pMin(u_i,,n)).
[L

x==1 A=1
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‘Wir verkleinern den Ausdruck rechts nicht, wenn wir in der letzten Summe
die Summanden

P(Dpu ... py, x; pp LIRSS pMin(.u—l,rn)) duICh P(Dpc s p!“ x)
ersetzen. Da

(64) [ﬂngmg%pﬁ
ist, so folgt
. iy VL, ) e —
(65) P(D, 25 py, ..., p) < 5 1 2’ gdﬁp% + o
=1 =1 «

Min (z—1, Th-1)

:5"15 ;1‘ Zp" p),p# TR

u i

wo R die Gesamtzahl der Einzelsummanden in allen Summen ist, wobei daran
zu erinnern ist, daB die Zweierpotenzen als symbolische Koeffizienten die
Zusammenfassung' verschiedener gleichartiger Summanden andeuten sollen.
Wird fiir 2 =1, ..., 2n die Summe aller derjenigen vorkommenden Einzel-
produkte, in denen genau i Faktoren % auftreten, mit E® bezeichnet, und

i

(66) E=1—E0 L+ E®— 1 L+ Ee»
gesetzt, so folgt aus (65)

(67) PD, z; py, ..., pr) & %E+ R.
Hierin ist :

(68) B 2r+ 1227, +12...(27,-, + 1)

(wobel 7, = r gesetzt ist), wie unmittelbar aus dem Vergleich der Summe in
(65) mit dem Produkt

r r—1 2 rl—ln
@) (1= (1= (1= 0= Y5)
‘ a=1 B=1 r=1 d=1
wobei a, f, .. . nicht wie in (65) an die Bedingung
a>f>y>0...

gebunden seien, folgt. :
Wir setzen noch 7,,, = 0 und bezeichnen fir m-=1,...,n+ 1 und
1=1,2,... mit
E(r)

dxe Snmme aller derjenigen der obigen Einzelprodukte, in denen genau
i Faktoren’ vorkommen und alle auftretenden Indizes groSer als T sind.
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Das ist im Falle m < n nur fiix die 2 m ersten Indizes 5 moglich; also
ist B = 0 fiir m <m, 1 > 2m sowie fiir m = n+ 1, 1> 2n. Wir setzen
ferner firm=1,..., n+1
(69) E,=1—EQ+EP—+ ..
die Summe bricht im Falle m <C n mit dem Gliede E; ™, im Falle m = n +1
mit dem Gliede ECY, ab. Es ist E, ., = E.

Fiir den Ubergang von E,,_; zu E,, (m = 2, ..., n - 1) bezeichnen wir
die elementarsymmetrischen Funktionen von
2 2 2 . 3
(70) T mit 8%, 8, ....
prm+l prm+2 P’m—l

Fiir die Bildung von E& miissen im obigen den 4 ersten Indizes simtliche
Systeme von Werten «, 8, ... mit x > f > ... erteilt werden, die grofer
als 7, sind. Das ergibt der Reihe nach folgende Méglichkeiten:

1. Keiner der ¢ Indizes ist gréfier als 7,,_,; die Summe dieser Glieder
ist S(z’)

2. Nur der erste Index ist gréBer als 7,_,; das ergibt Eg,Sm ©.

3. Nur die beiden ersten Indizes sind gréfer als7,,,; das ergibt E®. IS("O)

3 4 1. Alle i Indizes sind gréBer als 7,,_,; das ergibt ES_,,
(Ist 5 = 2m— 1, so braucht man nur die Moglichkeiten 1. bis 2m — 1.
zu beriicksichtigen.)
Wir haben somit
(71) EQ =80 +EWSa "+ ...+ El ..
Also ist
(72) Ep=1-— (8P + Exl)) + (S +EnlaSn + Eqs) —+ ...
+ (S Y L ER  SEm TV 4 L. +E(2’" 2
(S(21n—1)+E(1) Sﬁm—z)_’_ + E,(,f_"f_”S“))
+(S,§;2m) \ E,(nl)_ls,(,fm_l) + . +E(2m 9 g 2))
Hiermit vergleichen wir das Produkt

Tm—1

' 2
B [] (1 =3)
r=r,+1
=(1—E®  + B, —+ .. )(1—82+ 82—+ ...)
(73) =1—(82 +EBxly) + (52 1+ B 59 + BSL,)— +

+(S(2m 2) -}-E,(,:) ]S(‘)m——3)+ +E(2m 2)

(S(om 1 —’-Ed) S(Zm—Q) + . '_E’(lflzl—ﬁ)s,g))
+ (S'(nﬁm) +ES’..1:S$’""D + . +E3ﬁ—2)s(2))
__(ng+1) + E’(;)_lsgm) + +E(3m Z)S(S)) + e
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Wir werden es nachher so einrichten, daB die 8 mit wachsendem 7 monoton
picht zunehmen und simtlich kleiner als 1 ausfallen. Dann nehmen die
Klammern von der Stelle an, wo die Anzahl ihrer Glieder gleich 2 m—1
geworden ist, monoton nicht zu; da sie mit abwechselnden Vorzeichen ver-
sehen sind, so ist K, um das nichstfillige Glied

— (S B, Sa™ A L+ BETTY ST

vermehrt, hochstens gleich dem Ausdruck (73). Fiihren wir noch die Ab-
- kitrzungen

(T4) [] ]] (1_ ) fiirmnzl,...,n—i—vl

y=r, 1
ein, wo 7, = r gesetzt sei, so ergibt sich also
@m+1) m  gem em—9) g
(15) En < Epey [+ (8™ 77 + Epla S3™ + ... + EqZ7V80),

jedoch immer unter der Voraussetzung 1 > S > S,(,f‘) =

Von diesen Ungleichungen zieht die erste die anderen nach sich. . Denn
fiir die elementarsymmetrischen Funktionen 8®, . . ., 8@ von ¢ untereinander
verschiedenen positiven Groflen gelten die Schlomllchschen Dnglelchungen

S(l) 28® t 5@

TR TY R
aus denen einerseits

S(t}

S(l)>E17> L — (t—l)
und mm Falle S < 1 somit
(76) SW > 8O~ > 80
folgt und sich andererseits

( S(l)) .

(7 S® < fir 7 << 1

ergibt. Man erkennt aus (76), daB die Giiltigkeit von (75) schon feststeht,
wenn die Indizes 7, so gewdhlt werden, da§ fiir jedes m aus der Reihe

' 2,...,n - 1 die Summe der GrﬁBen% (T < ¥ < 1y _y) kleiner als 1 ausfallt.

Die Primzahlen py, . . ., p, mogen nun bei festem » als aufeinanderfolgende
in » nicht aufgehende Primzahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge gewihlt
werden. p, => 3 sei so grof, daB es ein Ay, > 1 mit loghy < 1 und
‘ 2 1
[1— 0>

| e

(772)
’ log &,

gibt. Bs sei by >h > L.
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Wegen
71

ol P
r=w

(78) = log logew + ¢, + 0 (1)

und der daraus folgenden Gleichung

(79) I (0=2) = 525+ (oar)

s<p=o

¢gibt es ein w, so, daB fir w > w,

0 << Z —;;- < log Ay,

m<p<wh

(80)

1st.

Falls p, > w, ist, legen wir die Indizes 7,, folgendermaBen fest. Es sel
r, die groBte in u nicht aufgehende Primzahl < p}", p,, die groBte in u
nicht aufgehende Primzahl < 2™ usw., und diese Wahl der 7, werde so

lange fortgesetzt, wie noch p, > w, ausfallt. Wegen
\ ' 1
2 >0
1,,1,1&‘v <p= pl.fh"’ 1
r R

ist in der Tat r >ry > 15> .. ..
Es sei p,, die kleinste Primzahl, die so bestimmt ist.  Nach (80) ist

o<e= ¥ L JI= JT(1-2)> %

@y o ’._,n.+.l .......... S ,
Th—1 Tk—1

0 <o, = 5‘ - < loghy, ]] H(l—’)>;,
v——rk+1 v=rp+1

Die Zahlen 7.y, ..., 7n4q = O werden nun der Reihe nach so festgelegt,
daB jeweils 7, m =k -+ 1,..., n+ 1) das kleinste y =0 mit

(82) 0 < 3’1 < log hy,
v=u+1
Tm—1

(83) - - %)> 3
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ist (dieses & gibt es nach (77a) wegen 7 ! < loghy, 1— p 2 > %)
0

"m—1 . "m—1

Auch hier sei

(832) -3 L .- 1](1—%)
y=r, +1 v=r,+1

gesetzt.

Ist dagegen p, < w,, so werden alle Indizes 7, (m =1, ..., n 4 1) der
Reihe nach so festgelegt, daB jeweils 7,, das kleinste u = 0 mit (82), (83) ist;
dabei ist 7, = r zu setzen. Wieder sei fiir m = 1, .., n -+ 1 die Bezeich-
pung (83a) eingefiihrt.

Aus (68) folgt
84 R<plph...oh_, < oo ¥ pk L <Gt
wo C; nur von % und A, abhingt.

_ Aus (75) soll durch Rekursion £, ,, = £ nach oben abgeschiitzt werden.
Wir fithren die Bezeichnung

(85) @, =8a" VL ED 8™ . +EEmTY8P firm=2,...,n41
ein. Dann schlieBen wir nach (75) und (81)

By = B Il + P, < I, (E, + k) D),

Es S By JIs+ Py < IT: (Bo + 23 Dy) < I I (B, + 23Dy + i By)
usw., schlieflich
(86) E=Ey1 S [L11s-- - ITnir (B, + 12D+ ... + b2 D, 1 4).

Aus (85) ergibt sich, wenn man noch .
(772) 89 = 20, < 2logh, < 1
beriicksichtigt, wegen (77) unter Benutzung der Abkiirung 7 = 2 logh,

2m+1 2m

Aus (71) leiten wir ebenso ab:
< i—1

63) . B S GBIyt B
Insbesondere ist
(89) | EY < v+ EY,,
und da
(89a) E® =26 <1,
so ist

(90) EY <mx.
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Um nun eine Abschitzung fiir @,, bei beliebigem m zu erhalten, sei irgend-
ein my =< n + 1 herausgegriffen und die Konstanten ¢, und » so gewéhlt, daB
(1) EQ <oz furi=1,..., 2m, (also fir i = 1)
ist. Dann folgt aus (88) fir + == 1
1\i—1 1\i—-2
. 5 +1 }

00 ED. <tk = st

Wird noch ¢, =1 angenommen, so hat man also
(93) Emy iy < o™ (z#) fiir 4 > 1

und, indem man so weiterschliefit,

(94) EP < Cp e * (z)f  fiirm = my, 2 == 1.
Aus (87) ergibt sich dann fiir m > m,

2m+1 —me1

(2m+1)'+003 - (W)”"“{

(95) ®, <

m—mo—1 1 1

<L gye * _(e’/"— 1— —— 2) (zxppm+1

und somit aus (86), falls eV=h} (7x)? < 1 ist, durch Summierung einer geo-
metrischen Reihe

(96) E <1]2...]]n+1{E1 4 RD, + R Py . R D,,

1
(21 )

+

1— M hg(rx)?

co (T%)2m0+ 3}.

Um hierin den Nenner des Bruches moglichst gro8 zu erhalten, mul man
x = 3 setzen. Ferner wihlen wir my = 1. Weiterhin nehmen wir %, = 1,29
und damit 2 < log A, < 0,255, £ << 7 <C 0,51.

Dann ist €2h? (7x)? << 1 und somit (96) anwendbar. Da nach (89a)
E® < 7 und nach (76)

(963) EP < EP <7

ist, so kann ¢, = 9 gewiblt werden. Dann wird wegen 7 = 2logh,

. 9 (e2 — 5) h3 (log k)
(97) E<H2--'Hn+l(E1+ 1——(eh0(iogho)20 )'
Bemerkt man noch, daB gemif (69) und (96a)
(98) E,=1—E®+E®» <1
ist und daB

1 <mII
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ist, so ergibt sich eine numerische Abschitzung von E:

7

0y B2 JI I ]].., =21 H(l_%)zz,ylj

vy=1

Endlich sei noch
{100) h == < 1,29 = &,

Durch Einsetzen von (99) und (84) in (67) erhilt man fiir z = z,, wenn p,
die gréfite Primzahl < ' ist,

¥ ’ i H 1 l
(101) P(D, @5 py, .-, p) << 2,15 IT +¢ pi‘°‘°<ko$(3—r@—x)-

Jetzt kbnnen wir die genannte Abschitzung der Anzahl 4 (u, ) der Losungen
der Gleichung
Pi—p; = U (P: < 2)

beweisen. = Wir konnen das obige Siebverfahren bei festem ganzen
u, 0 <<u< 2, auf

D=1 a =0, b = u, t=1..,r (r = 0)
anwenden, wobeip; (¢ = 1, ..., r) alle (etwa vorhandenen) Primzahlen P mit
17T < p < #'/» durchliuft, die nicht in w aufgehen, da p, D (a; —.b,)
(e =1,...,7) und (77a) mit unseren f, fiir alle p, > 5 erfiillt ist. Es bleiben
nach (101) und (79) fiir « = %, nicht mehr als

2 1 o ‘1——
koz(”g]g@%(l_;) Iy 1,9(1—3)m”)

17§ __-<_ P
Sl”l]—f (ITS(u) ks naxs(u)
(mit @) = [ 725
pgw
pru

Zahlen iibrig. Da 4 (u, z) nicht groBer ist als die Anzahl der Lésungen von

a—b=u, 0<a=<uz pa-b =1 ..,7)
(d. h. die Anzahl der @ mit p;a (¢ —u), 0 < @ << z), vermehrt um die
doppelte Anzahl der Primzahlen < a's, so ist fiir z >,

(102) A(u, 2) < 201 + ky Ef’;c S (u) << &y S (u).

Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.
Hilfssatz 2.

]‘x

21’ S2(u) << %z,

u=1
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Bewels. Setzen wir

. p=117
so 1st
Su) p p—1l _ p*—p
(103) Pu) Hp—-Z p+1 H P —p—2
plu plu
p=17 =17
) 2 r . 2
= [ (i) < [ ) =
plu p=2
p=17
Ferner ist
(2 pll-—l (pi‘,--'-'i'S)
9)1 92 (¥—30)
= ) P e T e, e T
_~ e WPy, ,— 1 (p;,— 1)

da die Anzahl der Zerlegungen eines Ausdrucks
(Pr,—1) oo Doy 1) Baye o, — 12 (P, — 1)?

in zwei Produkte von lauter verschiedenen Ausdriicken p; — 1 gleich 2% ist.

Somit ist
2 P

©=1

y z 221'
- Z [pil o By Pagy p,-y] (g =)o (P = Dy, — 12y —1F

2‘21’
=z - R
17§p§x(pix D2 (p Piy — 17 (pw'ﬂ* 1 e (P — 1)
= _‘1)3;2 : ( 1)3;2
17§p;<;zv(pi1 piv._ﬂ
s 1
1+ — L V=
< a;g( (p_1)3/2> x T
Also ist nach (103), (104)
(105) Zsz(u) <z§2 Pu) < wdny- & = %2
. u =1 wa==1

Beweis von Satz 6. Nach Hilfssatz 1 und 2 und (102} ist fiir 2 = 2,

(106) ZAZ(u 5) < K 282(u) <k

u=1 u—l
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Da nach Tschebyschef
(107) pr<<Crinr,

sind die Voraussetzungen von Satz 4 erfiilll. Aus ihm folgt die Behauptung
von Satz 6.

Folgerung. Die Primzahlen einer arithmetischen Progression at - b,
t=1,2,..., bilden eine bestiindige Basis der natiirlichen Zahlen. Denn es
ist bekannt, daB die relative Dichtigkeit der Primzahlen m der Progression

at+ b in bezug auf die ganze Primzahlenfolge —— ( PYE) ist. Sie bilden somit eine
dichte Teilfolge der Primzahlfolge.

§2.
Allgemeines Kriterium fiir eine bestindige Basis.

Es sei eine beliebige Folge F == (n,, %y, ...) von natiirlichen Zahlen
gegeben. Sei # > 0 und 7, das groBte Glied von F, das nicht groBer als z
ist; sei
(108) Hay) = X &mm
(wenn die Folge F fest vorgegeben ist, hingt diese Summe nur von den zwei
Verinderlichen # und y ab). :

Satz 7. Wenn man fiir eine Folge ¥ eine nur von F abhiingige, ganze
Zahl u > 0 finden kann, die fiir beliebiges # der Ungleichung

(09) f o ppray < OGN (—D

geniigt, so ist F eine bestidndige Basis der natiirlichen Zahlen. [In (109) ist
C = ( (u) eine von 2 unabhangige Konstante und N (z) = N (2) ist, wie
frither, die Anzahl der Glieder von F, die z nicht iiberschreiten.]

Beweis. Es sei 4;(x) die Anzahl der Darstellungen der Zahl s als
Summe von je u Gliedern n, der Folge F mit n, < z.

(f (z, y))* hat die Form:

(110) ?S'IA, (z) @7iv?
und es ist =
a1y i@ pp = (J;:A (@oos 2y3) + (2 4, () sin 27
= ZAg(:v)—{r- u;sz (z) Ay (2)cos2my (5 —1).
i=1 jil=1

I==1
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Daraus folgt: B

(112) flf(x, yFedy = _Z;Af(w)-
=

. 0
Es ist, nach (109) und (112), da 4; (x) = 0 fir j > un,,

un, N z\\2%
(113) ZAﬂ(z ) < }’A*(m)<o< = )) .
Weiter ist = J—)
a1y Sawz Safz)

Jj=1 _7=1
Da die letzte Summe offenbar gleich ) ist, so gilt die Ungleichung:
(115) )j Az) = ( (i))
ji=1

Bezeichnen wir mit M () die Anzahl der 4, (z), j < 2, die ungleich Null sind,
dann ist (Schwarzsche Ungleichung):

2 4

<jf;4f<x>> (w )

(116) M@z iz L A s
2 4} ) (Z» ¢

i=1

Die letzte Ungleichung zeigt, dafl die Summen;folge uF eine positive Dichtig-
keit > %, besitzt, da N, x (z) = M (z). Daraus folgt, daB F eine Basis bildet.

Um zu beweisen, daB F auch eine bestindige Basis bildet, geniigt es
zu bemerken, da8 fiir jede dichte Teilfolge von F von einer relativen Dichtigkeit
= « die linke Seite von (109), wie aus (112) ersichtlich, nur kleiner werden
kann, die Bedingung(lOQ) also erfiillt bleibt,- wenn man die Konstante C

durch C— ersetzt.

Bemerkung 'Die Bedingung (109) in Satz7 darf man im Wortlaut
des Satzes durch folgende Bedingung ersetzen:

(117) 2! (= x)de_

x

a=20
In der Tat ist mit 4;(z) = 4
z—1
(118) %ZV(” N
=20
un, un, uUNy p—1
—2‘4“‘—2 D) X A dieoszn (1.
ji=1 3—1 =1 a=0

Mathematx_sche Annalen. 107. 45
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Es wird aber
1 a ,. 1
T2 st (G0 = |,
a=0

sein, je nachdem j — I durch z teilbar ist oder nicht.
Es folgt also:

a4z Y e - [l mpay.

a=1n ji=1
Wenn die Bedingung (117) erfiillt ist, so wird offenbar auch (109) erfiillt
sein, (117) kann man auch in der Form

{120) S!/(z, %)2u< C(N(%))“

a=10

schreiben.

§3.
Anwendung auf die Verallgemeinerung des Waringschen Satzes.

Unter dem Waringschen Satz versteht man die Behauptung, da8 die
Folge der p-ten (p > 0, beliebig ganz) Potenzen aller natiirlichen Zahlen
eine Basis der natiirlichen Zahlen bildet.

Dieser Satz wurde zuerst von Hilbert (1908), spiter von Hardy und
Littlewood (1921) und von Winogradoff (1924) bewiesen.

Es gilt folgender Satz, der als eine Verallgemeinerung des Waringschen
Satzes angesehen werden kann:

Satz 8. Die Potenzfolge F = (17, 27, .. .) (p beliebig, positiv und ganz)
bildet eine bestindige Basis der natiirlichen Zahlen.

Um diesen Satz zu beweisen, werden wir die Erfiillbarkeit der Be-
dingung (117) fiir die Folge der p-ten Potenzen nachweisen. Dabei werden
wir die bekannten Abschitzungsmethoden benutzen, die in den obenerwihnten
Beweisen des Waringschen Satzes (z. B. im Winogradoffschen Beweise) schon
entwickelt sind.

Formulierung der Hilfssatze.

1. Landau-v.d. Corputsche Ungleichung?®). ¢ (v) sei eine reell
differentilerbare Funktion der Verinderlichen », die fir m=v=>n (m, n
ganz, m > n) folgende Bedingungen erfiillt:

(0O g (v) <m,
(121) { 0 < g”(v);
© bedeutet dabei eine feste Zahl.

%) Vgl. etwa Landan, Zahlentheorie 1, S. 341.
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Dann gilt die Ungleichung

(122) }Zm' ‘f"_"""l <

rz=q

Weylsche Ungleichunig“).
P (k) sei ein Polynom p-ten Grades in £ mit dem hdchsten Koeffizienten .

Es gilt die Ungleichung:
n

2 Pyaas PPt 2p=1 [ 201 gp=3—p y 1

(123) | 3 erws < (g 3 {p!hl'__hp_ﬂ}),

k=1 1=h; =n

wo das Symbol % die kleinere der beiden GroBen: » und reziproker Wert
des Abstandes von « zur nichsten ganzen Zahl, bei ganzem « die Zahln bedeutet.

2. Hilfssatz. Die Anzahl 4 = A (z, y) der Losungen der Bedingungen:

y | plhy ok,
0 < h; << v» (=1 ..,p—1),

Wo 4, %, p > 1 feste positive ganze Zahlen, ist fiir jedes & > 0 nicht groBer als

(124) ele, p) —-—— ¥,

wo ¢ (&, p) von z, y unabhingig. A
Beweis. 1. Wir kénnen annehmen, daB y << z'». Denn es gilt stets

p=1
(125) 4@y < o), -1,
wo .
r(z) = Ma.x.p_l B (m),

o<m=plz P

wenn die Anzahl der Losungen von
plh ... hy
0 < k;

m,
xvie =1 ..,p—1)
—1

2
mit B (m) bezeichnet wird. Fir z=> 7, (p) ist plz » < 7, also
r(z) < Max. (T (m)r—1),

m=1..., z
wo T (m) die Teilerzahl von m bedeutet. Es gilt fiir jedes ¢ > 0:
T (m) < ey(e, p) mip@—17);

A

8) Vgl.A etwa Landau, Zahlentheorie 1, S. 253.
7} Vgl. etwa Landau, a.a. 0., S, 250.
45%
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fiir 4 = 2%/ besteht also fiir grofe z, also (da bei jedem 2 nur endlich viele y
ein von Null verschiedenes 4 (x, y) liefern) fiir alle z eine Abschitzung von
der Gestalt

»-3

(126) Az, 9) < etep) = -2,

Ly
e ¥
é C3 (8’ P) “y* ?/k’

so da wir uns auf den Fall y < 27 beschriinken k&nnen.
2. Es besteht fiir den grofiten gemeinsamen Teiler (¢, d) zweier Zahlen
¢, d die Ungleichung
(3, ab) < (¥, a) (3, b).

Wir setzen
= (y, p1), also y, < p!.
. Y = Yoz
Es ist also
1
4=Ad@E=y = (%Pt hy o Ryy),
. V<SS hy = gliP

= % Z (z,p!kl S R
b=z}

|

Wir zerlegen 5 (2,4) in Teilsummen JX',, indem wir das Intervall
0 <<k = zHP

0 < h < [2vP) in [%—] fremde Teilintervalle einteilen, von denen die

—1

IA
kﬁ

Y oy

z1ip

=}

1p
ersten [ z ] je z konsekutive ganze Zahlen enthalten, das etwa noch ver-

tp
bleibende aber weniger. Die ersten [iz-—] Teilsummen stimmen iiberein,

so daf
agep (7 YaapT
h=1
Es ist, wenn g (a) die Eulersche Funktion von o bedeutet,
(127) D=4t e(F=T0) 2

h=1 Iz
wo T (z) die Teilerzahl von z ist. Wegen
T(2) < eafs, p) 2P
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ist z p—i
(Z(h, 2\/') g 35(3: P) Zézp—l,
h=1
4< %p (2 ——)IH cs (e, p) 2t 2P 1

p—-1
2 ?
= o (& p) —— ¥
Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen.

3. Abschitzung der Summe
[x1/2]

9 il
E e z, ‘ a <.

=1

Es ist immer moglich®), einen solchen Bruch % (mit relativ primen ¢ und y)

zu finden, daf die Differenz %—5 = ;—y folgenden Bedingungen gentigt:

p—1

1/ S
(128) | <Eh=c 0<yZ2plz? =b.
Fiir jedes @ < @ gelten die folgenden zwei Abschatzungen (134), (142);

(134) wird fiir kleine y, (142) fiir grofe y benutzt werden. Sei im folgenden
p>1, p fest. (Fiir p =1 ist Satz 8 trivial).

Erste Abschitzung.
1. Sei @’ > 0. Zerlegen wir die Summe

?ﬂt'npf—;
Za = 5 €

in Teilsummen ZX,:

y;l
-
wo v=a0
Wi 272L——(Q+uy)P
(129) 2o =
1Ap —0
0= u’<

(wobei fiir ¢ = 0 das Glied mit » = 0 fortzulassen ist). Es ist

q a’ rq a'
411 —+— (n.,.wJ)x/ an e ,
2o = Z (y xy) 2{)’
0<u,<21f})_9
..... ”
wo
M "o 4oy p__ p'Z. ,
(130) 2, = Wi, g(u) = (o +uw gl —of 2aad"
y x
2P —p

0SS u =

8) Siehe etwa Landau, Zahlentheorie 1, 8. 100.
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Ferner ist nach (128) fiir die in 3, auftretenden «’, da o’ > 0:
(131) ¢’ (u'} = 27;% yp—1. (u'+ %)p—l-p < 2mp %’ sz P < .
Zerlegen wir ') in zwei Teilsummen

@] ey

¥
(132) X, = 2 e @i und 2o = Z e,
u'=0

. Die erste Teilsumme X, ist absolut

2P
=—7xptL

yd
Fiir alle u'-Werte der zweiten Teilsumme gilt die Ungleichung:

(133) ¢ () = £ -2pa-(Wy+or— > 2pa- (L) = 6> 0,

und nach (122) folgt wegen (131), da ¢” (»') > 0, also die Voraussetzungen
der van der Corputschen Ungleichung erfillt sind:

.
(133a) PATIRS gpn ()
d. h.
2P
}2@|<1219|‘L’ 2"’< 1/p
Daraus folgt:
) 3yx”’ z \ilp

o—-O

2. Ist &’ <C 0, so ist, wenn im bisherigen iiberall a’ durch |a’| ersetzt

wird, fiir die konjugiert komplexe Zahl 3’,, = Ye—9@"% die Voraussetzung

von (122) erfiillt (mit O=2pn (%.i)”"), so daB (133a) mit |a'| statt o/,
also (134) allgemein gilt.

Zweite Abschatzung.
Auf Grund der Weylschen Ungleichung (123) ist:

ﬁni%np 2P —1?

(135)

o<n=zlP
eP—1_y 2P —1

<42p_‘ z ¥ +z ? - Z "*_*.l*“—a' "
) o<k, <[,1/p] { 1hy - ‘kp—1,';} .
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Es ist:
1 1
136) - e

{?th---kp—lg} {p!hl...hp_lg-l-p!——x?p——f—}

— 1 - 2

, ¢, 6=, 7y
{ hy ook, 1y+;} {p.hl...h,,_lﬂ
da |@] < } nach (128). (Diese Ungleichung gilt auch fir y/p!h, ... ky_y).
Es geniigt folglich, die Summe

(137) =) L o

°<hz'§[“1"’p] {p!h] A 3

zu untersuchen.

In dem Falle, wo das Produkt p! &, . ..h,_, durch y teilbar ist, ist das
betreﬁende Glied von (137) gleich [2Y#]. Die Anzahl der Produkte
plhy ... h,_,, die durch y teilbar sind, ist nach Hilfssatz 2 nicht grofer als

p——l p—1

»

c(a) f also € ¢6— e 9.
Die Summe aller zu diesen Produkten gehdrenden Glieder ist nicht grofler als
’ cx
(137a) T

Betrachten wir jetzt den Fall, wo das Produkt plh, ...k, durch y
picht teilbar ist.

Die Reste modulo y einer jeden Zahlenfolge von der Form

wo (g, ) = 1, sind, abgesehen von der Reihenfolge, alle ganzen Zahlen von
Null bis y — 1.

Die entsprechenden Werte von i, wo «, der Abstand von ¢
%y

pichsten ganzen Zahl, 1 <{i < y und ¢ 3= — u (mod y) ist, sind, abgesehen
von der Reihenfolge, folgende:

(u-}—t

Y Y
y’ 2 b 3 > vy [y[?]’ LR

Yy ¥y
'§‘) “5; ?/,

wobei das Glied i ‘72 ein- oder zweimal auftritt, je nachdem y gerade oder

ungerade ist. Die Summe dieser Werte ist fiir > 1 nicht grofer als 4 y In y.

%) ¢(e) und ¢ sind von p abhangig; p ist aber fest.
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Aus (136) folgt, daB die Summe der verschiedenen unter den entsprechenden
Werten in (137) nicht griBer als
(139) tylny
ist.
Andererseits kann bei jedem ¢ > 0 fiir z > , (e’) jede Zahl unter allen

p—1
Produkten p! &, ...#h,_,, die nicht gréfer als p' x P sind, nicht mehr als

o¥mal auftreten, da. die Gleichung p!h; ...k, ; = m < p'z héchstens
T(m)r-! = 0 (2) Losungen kb, ...k, _, hat, wenn T(m) die Teilerzahl von m ist.

Die Summe aller Ausdriicke ———l———“ -, die iiber alle durch y nicht

{p!kl"'hp-—l';;
teilbaren Produkte p! &, ... k,_, erstreckt ist, ist nach (128) nicht groBer als
p=1
(140) ylny- 2 < plgr
mit beliebig kleinem ¢, fiir z > =z, (¢”’). Wahlen wir ¢’ = 'ZL Also ist
nach (137)a und (140) ‘
1
(141) 2 e <elmer i),
o< by = [22/7] {p! hy... N —x—i

Daraus folgt nach (135)

(142) ‘Zalang em.gnﬁ
! . |

to<n lel

2

"3

2P 1 9P —1 ( i Lol —12 )
-1 T T T, T ¥ ""]
< 420 lz » 4z P y T2
1

9?1 1 i-’_’_’:i
4 » op
< clz + - l_mp .

4. Abschatzung der Summe

x—1 | u
27zznl’il
2 z
a=0 10<z=zzl! i
L3
Wir ersetzen in I, = y ¢ e Zahl nach (128) durch + —

o<n=glP =y’
schreiben 3, == (¢, y) und beriicksichtigen dabei nicht die Abhangwkem
von (¢, y) von ¢, da wir in (134) und (142) eine von g unabhingige Abschatzung
von X, nach oben gefunden haben. Es kann verschiedenen a mit 0 << a << z
dasselbe Paar o',y durch (128) zugeordnet sein, aber, fiir jedes einzelne y
hochstens ymal. Denn es sei a = a, das Paar a’, y zngeordnet, und a; bedeute
die verschiedenen a > g, denen auch a’, y zugeordnet ist (wachsend geordnet),
dsmnista,y — g,z =0a (1=10,1,...). In(a;—a) y=(g;—g)2 istﬁir
) >g stetsq; > ¢;,day > 0,0, > a;; d. h esistg;—gy = i,als0a;, — ay =" ;



Additive Eigenschaften von Zahlen. 689

Dies ist fiir 0 < a; < z nur moglich, wenn ¢ < y, womit obige Behauptung
bewiesen. Wir haben also nach (128)19)

(143) Zwlu< 2 v 2 (@, I

1. Wenn » > x“’—l ist, so wird auf Grund von (142):

1 1

e’ 9)| < 2072 »2%.
Wenn u > p 27 gewihlt wird, so gilt also die Ungleichung

u’p
(143 8) He's )| < Kplu, p) S
1
2. Fiir y << 2?7~ haben wir nach (142), (134):
, . 9 ot P 3 LU
(140 @l < Min P50, R
yeP Tt
Zerlegen wir die Summe
[e]
(145) Y- 2 o', y)f*
a'=[—cl+1
i zwei Teile, gemifl den Ungleichungen:
1 peiEl 1 221
L=y 22, 2 ][>y 20

Aué (144) folgt, dall im ersten Teil der Summe (145)

Pl = iy

im zweiten Teil
g P
(146) @, 9| < le,;

Die Summe der Glieder, die zum ersten Teil von (145) gehoren, ist also nicht
grofer als

» 2p—1
(261 xl'p)u y 2P

( '2-p-—l>‘u c’p
2P .
Y »

Wenn wir also u><;o+2p—l+_3)97;2i1 z.B. @ == 3p 27 wihlen (es

(146 a)

ist p > 1), wird diese Summe
(147) 4@

== y2

10)'p, ¢ sind in (128) definiert.
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Die Summe der Glieder, d.le zum zweiten Teil der Summe (145) gehéren,

ist nach (146)
(3 y]u +1

< a;“lp y l,ulp

a'=m

- 2p—1
(die Summation ist iiber alle Werte von o’ zwischen m = [~i—p i Y ] +1

[
und + oo erstreckt). Es ist:

N ) oo _L+l w4+ I,u ’1'3‘1
(1472) x,,,,,zusy) u/pj3 SMAP P »

‘u Tap—1
a'=m m " yp (p+ I;Il )
K, (u, p) 2P , (Byyrtice g
= B T s TS
y 2P.p by 4 y]-" bY3

Wenn 4 = 3 p 27 gewahlt ist, wird der letzte Ausdruck kleiner als

Lur

(147Db) K, (u, p)

(wo K4 (u,p) eine nur von % und p abhanglge Grofle bedentet).
Fiir # = 3 p 27 haben wir also nach (143a), (147), (147b) die Ungleichung

[8] (e}

(1482) (2 y Y 1@ o)k ) < K p) /é’yi

V=1 a'=T—el+1
z¥IP L _
+ K @pzr ?  ?<K(up)avh
Somit bekommen wir fiir die Summe (143) die Abschitzung:

z—1

(148) P

a=0

27l

_71131 < K (u p) —_

o< n =2llp

Beweis des Satzes. Da die Anzahl N (z) der Glieder der Potenzfolge
17,22, ..., die eine Zahl 2 nicht iiberschreiten, durch den Ausdruck [:c”P]
gegeben 1st 80 kénnen wir nach (148) schreiben:

2y

<K@ ()"

¥

(149) 2 |

a=0 lo<n=zlP

ami 2 P
e z

d.h. die Bedingung (120) der Bemerkung zu Satz 7 ist erfiillt.
Damit ist der verallgemeinerte Waringsche Satz vollstindig bewiesen.

(Eingegangen am 1. 3. 1931.)



