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Zum SchluB wird eine Zuschrift von Herrn Bosch (Aachen) zur Kenntnis
gebracht, der, zeitweilig zusammen mit Prof. Blumenthal, schon mehrere
Semester mit Studenten Ubungen iiber die wissenschaftliche Seite von
Gegenstinden der Schulmathematik abhilt. Diese Arbeitsgemeinschaften
besuchten auch Unterrichtsstunden an den héheren Schulen; einzelne Stu-
denten wurden auch zur Mithilfe bei den mathematischen Arbeitsgemein-
schaften der Schulen herangezogen. HawmEr.

Aufgaben und Lésungen.
Aufgaben.

102. Fiir ganze rationale Funktionen f(x) ist f'(¥) rein formal ohne
GrenzprozeB als Koeffizient von % in f(x + k) = f(x) + hf (x) + - - - de-
finierbar. Das folgende Beispiel macht es wahrscheinlich, daB sich der
Satz iiber den Zusammenhang des Steigens oder Fallens einer Funktion
mit dem Vorzeichen des Differentialquotienten

HAus f (%) > o fir x < x =< x, folgt f(x) < f(x9)"

fiir ganze rationale Funktionen ohne Anwendung des Stetigkeitsaxioms allein
durch Rechnung beweisen 14Bt.

Wird fiir f(x) =ax®4+bx2+cx+d
definiert f (%) =3ax242bx + ¢, so ist
(1) Lg;_i:—if,{L):a(xe'*‘%xz'Fx’)+b(x1+xa)+c
=3a("1+ xa) +be1+xa+c+%(x1__x2)z
= (2E2) + 2 — =y und
(2) f(x;)::l(xl) fy (xl ‘i" xn) 4 fl(xl) + fr (xa) — _34_“ (xl— xz)g.

Verwendet man bei positivem @ Formel (1) und bei negativem a (2), so
zeigen diese Darstellungen, daB aus

fm)>o flm>o, f(2E2)>o0

(%) — f (%)
fOlgt T"T > 0.
Es wird die Aufgabe gestellt:
Den Satz ,,Aus f(x) >o0 fir x < x < x, folgt f(%;) < f(#xg)" fiir
ganze rationale f(x) nur durch Rechnung ohne Anwendung des Stetigkeits-
axioms zu beweisen.

Franzburg bei Stralsund. F. SorURER.
(Eingegangen am 23. 8. 1930.)
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103. Unitdre Transformationen analytischer Funktionen. Es seien die
2n Funktionen

h@), 1@, - @) @), g(2), - .. en(d)

regulir in einem gewissen Gebiet der z-Ebene, und es gelte daselbst
Ifl(,z) Pt fa@ P4+ D)= |ea(2) 2+ |82(2) B4+ + | gal2)
Sind £, (2), f3(2), . . ., fa(2) linear unabhingig, so sind es auch g, (2), ga(2),

.+, 8n(2), und es ist

8@ =cn h(2)+Cafa(2) ++o FCrnfalz), P=12,...,m),

wobei die Konstanten c,, eine unitire Matrix bilden.

Helsingfors und Ziirich. R. NEvaNLINNA und G. Pdrya.

(Eingegangen am 14. I0. 1930.)

104. Der Picardsche Satz fiir Matrizen. Es sei
g(z) =ay+ a,2 + 4222—}— i

eine ganze Funktion, Z eine beliebige Matrix #-ter Ordnung. Dann stellt
bekanntlich
g(Z)=ayE + ayZ + a, 2%+ . - .

(E ist die Einheitsmatrix) eine bestimmte Matrix n#-ter Ordnung dar.

Wann 148t sich eine Matrix Z so bestimmen, daB
*) gZ)=4
wird, wo A eine vorgegebene Matrix ist?

Antwort: Zu jeder ganzen Funktion g(z) gehéren o oder 1 oder 2
,,Ausnahmewerte, so beschaffen, daB die Gleichung (*) sicher l5sbar ist,
wenn alle charakteristischen Wurzeln von A von den Ausnahmewerten
von g(z) verschieden sind, hingegen nicht losbar ist fiir spezielle Matri-
zen A, die diese Ausnahmewerte als charakteristische Wurzeln zulassen.

Z. B. hat die Funktion e* — z keinen Ausnahmewert, ¢* einen, sin z
zwei Ausnahmewerte, und die Gleichungen -

()= () s (22 = (72 2)
haben keine Auflosung.
Zrich. ‘ G. PdLya.

(Eingegangen am 14. 10. 1930.)

105. Uber ganze Funktionen vom Minimaltypus der Ordnung 1. Es sei
die ganze Funktion F (z) so beschaffen, daB F (z) e—¢|%| bei jedem festen
positiven Wert von ¢ in der ganzen z-Ebene beschrinkt bleibt. Ist die
Zahlenfolge

...F(—n), ..., F(—2), F(—1), F(0), F(1), F2), ..., F(n), . ..
beschrinkt, so ist F(z) eine Konstante. A
Ziirich. G. PéLya.

(Eingegangen am 14. 10. 1930).
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106. Zwei Potenzreihen derselben analytischen Funktion mit zueinander
komplementdren Konvergenzbereichen. Es sei f(z) eine eindeutige ana-
lytische Funktion, die mit Ausnahme des Punktes z = 1 iiberall, auch
im Punkte z = oo regulir ist. In der Umgebung von z = o gelte

f(2) =ag+ a2+ ag22+ - a2+ -+,

in der Umgebung von z = oo
by | by . bn
f(2) bo|‘; ol SRR il L

Gibt es eine Konstante R, so beschaffen, daB sowohl a,n—* wie b,n—*¥
beschriankt ist (n =1, 2, 3, . . .), so ist f(2) eine rationale Funktion.
Ziirich. G. Pérya.

(Eingegangen am 14. 10. 1930.)

107. Transformation von bestimmten Integralen. Es gibt rationale Funk-
tionen R (x), so beschaffen, daB fiir eine willkiirliche Funktion f(x) der

reellen Variablen x T e
S1(R@) dx =[{(x) ax

gilt, falls nur das Integral rechts existiert.

Man beweise, daB die erwdhnte Eigenschaft allen rationalen Funktionen
von der Form

R(x):e(x—(x—._L___f’ﬂ__..._'_p"_)

und nur diesen zukommt, wobei € = + 1 oder — 1ist, &, &y, &g, . . ., &y
reelle und p,, p,, . . ., P, positive Zahlen sind, # = o. (Im Falle n = o0
ist R(x) = &€ (¥ — ) 2u lesen.)

Ziirich. G. PéLya.

(Eingegangen am I4. I0. 1930.)

108. Ein Bruchteil des Fourierschen Funktionensystems ist vollstindig
im entsprechenden Bruchteil des Intervalles[o, 2a], vorausgesetzt, daB
kein Sinus von dem zugehoérigen Kosinus getrennt wird. Genauer: Wenn
die reellen (nicht notwendigerweise ganzen) Zahlen m,, my, ... so be-
schaffen sind, daB o < m; < my < ms< ... und

b—a
27

.. on
Iim — >
My

”n > oo

> o0,

wenn ferner die Funktion f(x) im abgeschlossenen Intervalle [a, b] stetig
ist, so folgt aus
b b

/f(x) cosmy x - dx =/;‘(x) sinmp,x-dx =0 (r=123,..),

daB /() identisch verschwindet.

Ziirich. G. Pérya.
(Eingegangen am 28. 5. 1931.)
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Lésungen.

Losung der Aufgabe go. Dieser Jahresbericht Bd. 40 (1931), S. 3.
Die Aufgabe lautete:

Die drei Seiten eines sphirischen Dreieckes 4 BC seien abc. (Gegen-
iiberliegende Seiten und Winkel seien mit gleichlautenden Buchstaben
bezeichnet.) Die Projektion von & auf ¢ sei M.

Zeige die Richtigkeit der folgenden Formeln:

b —b
(1) tg(%——M)-tg—:—:.tg%'tgg—z—
c
(2 g (?"M) _ sin(4—B)
) w’ ~sin(A+B)

2
ArLMAR NaEss.
Erste Losung.

Beweis. Die Formel (1) folgt sofort aus dem Potenzsatz fiir einen
kleinen Kugelkreis. Zeichnet man um C einen kleinen Kugelkreis mit dem
Radius C A, der A B in D schneidet, so ist

BD=thC+CA'thC——CA

2 2 2

BA

a—b
2

oder tg%-tg(é—M):tg#-tg

Man kann die Formel auch leicht direkt herleiten. Nach der Neperschen
Regel ist tgM = tgb - cos 4; daher folgt

¢ < te M ¢ c cosa — cos b cosc¢
tg(c M)__ gz g _ gz cos b sinc
2 - c - ¢ cosa — cosb cosc
I+tg_2—.th I+tg; cos b sinc

. € ; c c
sm—z-cosb sin ¢ — cosa cos~2—+ cosb cosc cos —

. c . C . ¢C
cosb smccos;+ cos a sm—z——cosb cos¢ sin —

c c
cos b cos (c — —) — COS @ COS —
2 2 cosb — cosa c

" cosb 4 cosa 2

: c . C
cos b sin (o-—;) + cosa sin =

a-+b a—b
i

tg 2 -ctg-:—,

4 c a4+b, a—b
tg(?—M)-tg-z-=tg 2 tg et

Nun ist nach den Analogien von Neper
a4+b,  a—b _sin(4—B) c
- B =muaTrs ¥

tg
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tg (: ) sin (4 — B
+ _ ).
folglich e " sin (4 + B)
2

In der Ebene (r Umkreisradius des Dreieckes 4 BC) ist

c e _c‘sin(A—B)__c (a +8) (a—1b)
—2——M—rsm(A—B)_; sin(44+B) 2 c?
at+b a—b>b
_ 2 : 2
=
2
Cottbus. MAHRENHOLZ.

(Eingegangen am 10. 2. I93I.)

Zweite Losung.
Es gllt . e (I + tg i tg M)

. . tg? —2 — tg 2 tg M coszg 2
(1) tg(; —M) tg - = =

I—{—tg—;-th 1+tg§th
I

= = P — L

2 & £

cos? — (I+tgzth)
Es ist

I cos inc tg M
@) cos’%(I+tg§th)= + c—fz-smc g und
te M — te b A_tgbcosa——sinbcosc Dahi
@) gM =1gocosd = sin  sin¢ aher
¢ c 2 sinb sinb —tgbcosa cosb —cosa
tg(;—_‘l‘l)tg‘;_sinb—}—tgbcosa-_I'—sinb--}—tgbcosa_cosb-}f-cosaz

—b

zsinfl—i——bsina2 a4 a—b

iy a_b=tg = . tg - w.z.b. w.
2 cos cos —
Weiter ist
¢
tg(;'_M)_cosb—-cosa i!_z:__cosb—cosa 1+ cosc
" cosb -+ cosa 2  cosb-4cosa 1 —cosc

c
tg Py
__ (cosb — cos a cosc) — (cosa — cos b cosc)
" (cosb — cosa cosc) 4 (cosa — cos b cosc)
__cosBsincsina —cos4 sinbsing  cosBsina —cos4 sind
" cosBsinc¢ sina 4 cos 4 sinb sin¢ “cosBsina + cos 4 sinb
cos Bsin4 —cosA4 sin B __ sin (4 — B)
cos Bsind + cosA sin B~ sin (4 4 B)’
Wien. F. GRUBER.
(Eingegangen am I. 3. 1931.)

w. z. b. w.
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Dritte Losung.

Die Hohe auf der Seite ¢ sei A. Dann haben wir aus den so gebildeten
rechtwinkligen Dreiecken
cosa cos b

COSh= o e—) = =M

. cos (¢ — M) cosa
Hieraus soale M)

cosM  cosb
cos(c — M) —cosM _ cosa—cosb
cos(c — M) 4-cosM ~ cosa 4 cosb
—2sin—c~-sin(i——M) —2sina+b-sina—b
2 2 _ 2 2
2cosi-cos(i—-M) 2cosa+b-cosa_b
2 2 2 2
c c a-+b a—b
oder tg(T—M)-tg7=tg——:— . tg .

In derselben Weise
tgh=sin (c— M) -tgB=sinM -tg4
sin(c—M) _ tg4
simM  tgB
sin(c— M) —sinM  tgd —tgB
sin(c—M)-4sinM = tgd 4 tgB

[
tg(T—M) __ sin(4 — B)
T sin(4+ B)

c

ALMAR NaAESS.
(Eingegangen am 9. 4. 1930.)

Vierte Lésung.
Aus dem Dreieck A M C ergibt sich nach dem Kotangentensatz
tgm =1tgbcosA.
Der Kosinussatz liefert fiir das Dreieck ABC

cosb cosc + sinb sinc cos 4 = cos a.

Dividiert man beiderseits durch cos b und beriicksichtigt die erste Gleichung,
so kommt

cosa

cosc + sinc tgm =

Daraus folgt durch korrespondierende Subtraktion und Addition
1—cosc—sinctgm _ cosb — cosa
I-+cosctsinctgm  cosb + cosa
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Die linke Seite dieser Gleichung 14Bt sich in folgender Weise umformen:

c ¢ c c c ¢ c ¢
in? — —sin — — sin — —cos — tg m ) sin — tg ——tgm)tg —
sii = smzcoszgm_(l2 szg) 5 (gz g)gz

c c c - c . c c c
: — in — —t cos — in —t cos — 14tg—tgm
cos 2+sxn2c052 gm ( 2-i-s 2 gm) 2 + g te

¢ ¢,
fiir die rechte Seite erhilt man
.a+b . a—b
m sy —t a—|--bt a—b,
afb _a—b B8, B,
COS—2——COS 2

S.

Also ist
b —b
(1) tg(%—-m)tg%:tga.: tga2 .

Man wendet den Kotangentensatz auf das Dreieck A BC an und bekommt

cotgb sinc — cosc cos A = sin 4 cotg B.

Indem man beiderseits durch cosA dividiert und die erste Gleichung
beniitzt, findet man

In dhnlicher Weise wie vorhin ergibt sich

sinc— (1+4cosc)tgm tgd —tgB
sinc -4 (1—cosc)tgm ~ tgd + tgB

und diese Gleichung geht iiber in

8 (s*m) __sin(4—B)

() tg % " sin (4 + B)

Bayreuth. OskaR DEGEL.
(Eingegangen am 4. 5. 1931.)

Literarisches.

Besprechungen.

K. Hayashi, Tafeln der Besselschen Theta-, Kugel- und andere Funktionen.
125 S. Berlin 1930, Julius Springer.

Es handelt sich um sieben- und mehrstellige Tafeln, durch die der Verfasser
sein fritheres Werk iiber Kreis- und Hyperbelfunktionen fortsetzt. Eine
groBe Zahl der Berechnungen hat der Verfasser selbst durchgefiihrt. Zu
den im Titel genannten Tafeln tritt eine zwolfstellige Quadratwurzeltafel,
die auch vielfach niitzlich sein diirfte. BIeBERBACH.
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