Fiinfter Teil.
Zur Goldbachschen Vermutung,

Einleitung.

Im Brietwechsel zwischen Euler und Goldbach vom Juni 1742
findet sieh die Vermutung ausgesprochen, daB jede positive gerade Zahl
sich als Summe von zwei Primzahlen darstellen lasse. Also in moderner
Sprache (da man ja 1 nicht mehr zu den Primzahlen rechnet), daB jede
gerade Zahl >0 sich als Summe von zwei Zahlen darstellen 1iB$, deren
jede Eins oder Primzabl ist. Man pflegt als Goldbachsche Vermutung
die etwas verschiirfie Behauptung zu bezeichnen: Jede gerade Zahl >2
1t sich als Summe von zwei Primzablen (in unserem Sinne) darstellen;
oder, was offenbar ganz dasselbe besagt, jede gerade Zahl >4 liBt sich
als Summe von zwei ungeraden Primzahlen darstellen.

Ich hatte die Frage, ob diese Vermutung richtig ist, in meinem
Vortrag Geloste und ungelsste Probleme aus der Theorie der Primzahl-
verteilung und der Riem an nschen Zetafunktion auf dem letzten inter-
nationalen MathematikerkongreB (in Cambridge 1912) als unangreifbar
beim gegenwiirtigen Stande der Wissenschaft bezeichnet.

Die Geschichte hat mir teils Recht, teils Unrecht gegeben; ich finde,
daB ich ganz Recht gehabt habe,

Hardy und Littlewood koiipfen in der dritten ihrer Ab-
handlungen Some problems of 'Partitio numerorum’, die den Untertitel
triigt On the ewpression of a number as a sum of primes, an meine
Cambridger Worte an; sie greifen dann das Problem mif den neuen
Methoden an, die sie in die sogenannte additive Zahlentheorie mit grofem
Erfolg eingefithrt haben. Ich habe unbedingt Recht gehabt, indem ich
das Problem als auf Grund des 1912er Standes der Wissenschaft un-
angreifbar bezeichnete. Ioh habe auch heute noch Recht, indem Hardys
and Littlewoods Angriff trotz ihrer neuen Hilfsmittel durch die Tticke
des Objekts doch abgeschlagen wurde. In ihrer genannten Abhandlung
haben sie allerdings alles bewiesen, was sie in ihrer ansfthrlichen Ein-
leitung zn beweisen versprachen. Sie haben aber nicht einmal bewiesen,
daB man jede ungerade Zahl >>7 als Summe von drei ungeraden Prim-
zahlen darstellen kann (was natlirlioh von vornherein klar wiire, wenn
die Goldbaochsche Vermutung richtig wiire; m—3=p;+pa). Sie haben
auch nicht bewiesen, daB man alle hinreichend grofen ungeraden Zahlen



184 ! V. Teil: Binleitung,

in drei (oder amch nur 100000) ungerade Primzahlen zerlegen kann,
Sondern sie haben bewiesen, daB die letatere Tatsache (mit 3) gils,
wenn die Riemannsche Vermutang tiber die Wurzeln der Zetafunkfion
und die unendlich vielen entsprechenden Vermutungen tiber die Wurzeln
simtlicher Diriehle tscher L-Funktionen richtig sind.

Wasg ist die Zetafunktion? Was ist die Riem annsche Vermutang?
Was sind die Dirichletschen L-Fanktionen?

Von diesem Moment an mache ich bis zum Teil 7 dieses Werkes
uneingeschriinkten Gebrauch von den Elementen der Theorie der ana-
lytischen Funktionen einer komplexen Veriinderlichen; zum Uberfluf
werde ich am Beginn des Kap. 2 ungefibr andeuten, wie weit diese An-
forderungen gehen. Es sei s eine komplexe Veriinderliche; andauernd
werde der reelle Teil von s mit o bezeichnet, demgemiif s—=o ¢ gesetat,

wo o.HmX&WP “HQA&WP ¢ braucht also nicht ganz zu sein, wie tiber-

haupt hinfort Zahlen nur dann ganz sein mtissen, wenn dies besonders
gesagt wird. FEs sei u>>0; »* bedeute die ganze transzendente Funktion
e’¢% von s, wo logu den reellen Logarithmus bezeichnet; da jene
Funktion nirgends verschwindet, ist anch % eine ganze Funktion von s
und zwar gleich %—*. Es sei & eine beliebige positive ganze Zahl, ¥ ein
beliebiger Charakter modulo % im Sinne von Teil 2, Kapitel 3, § 2. Dann
bedeute L(s,x), kurz L(s), diejenige analytische Funktion von 8, welche

wir fiir s>>1 damals in § 3 kennen gelernt haben, definiert durch die
Gleichung

[= <]
Ls)= 22,

a=1 @
Wir werden in Kap. 3 leicht zeigen konnen, daB die Reihe in der ganzen
Halbebene o>>1 konvergiert und dort eine regulire Funktion darstellt.
Ferner, daB L(s) tber die Gerade o=1 fortgesetzt werden kann und in
der Halbebene o>>0 reguliir ist, mit Auspahme des beim Hauptcharakter
vorhandenen Poles s=1. Man weiB seit vielen Jahrzehnten (aber das
wird der Leser nicht kennen lernen, da ich diese Dinge aus dem Hardy-
Littlewoodschen Beweis entfernen konnte und auch in Teil 7 nicht
brauche, wo die L-Funktionen wieder erscheinen werden), daB bis auf
den Pol in s=1 bei y, jedes L(s) in der ganzen Ebene regulir ist; daB
bis auf gewisse ,friviale“ unendlich viele Wurzeln in negativen ganzen
Zahlen und auf der Achse des Imaginiren o=0 (tiber deren Lage man
genau Bescheid weiB) alle tibrigen, ,nicht trivialen® Wurzeln dem
Streifen 0=o¢=<1 angehtren und symmetrisch zur Geraden o— zwtmam.mu.
Man weiB seit drei Jahrzehnten (Hadamard und de la Vallée

Poussin 1896; auch das wird dem Leser erspart bleiben), daB die
nicht trivialen Wurzeln ¢ in unendlicher Menge vorhanden sind, aber so

; 1 :
diinn liegen, daf X o+ fir jedes £>0 konvergiert, und daB sie alle

im Streifen 0<<o<1 liegen. Somit gehtren sicher der Halbebene qWIH

2
unendlich viele ¢ an. All dies gilt fir jedes einzelne L(s, x).

. definiert ist.
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ie Ri ion i jalfall k=1 (also y= %)
Riem annsche Zetafunkfion ist der Spezial L ;
der b.ﬂ.__.wuw"woamn_ also die bis auf den Pol s==1 .utberall reguliire Funktion,
welche ftir s>>1 durch die Reihe
oo
=L
Hier sind die trivialen Wurzeln die negativen geraden

. e ; . d
Zahlen, jede mit der Vielfachheit Eins; alle tibrigen Wurzeln mmwﬁm: em

Streifen 0<o<1 an und liegen symm etrisch zur Geraden o= 5 und zur:

it we i 859 gekommen. Riemann
t=0. Soweit war schon Riemann 1
WMWMMM.E nan, daB alle diese ,nicht trivialen® Wurzeln von £(s) auf der

Geraden o= W liegen. Ich weif nicht, ob das wahr oder falsch ist.

Hardy und Littlewood haben nun bewiesen: .

Wenn keine Wurzel irgendeines L(s) der Halbebene o> 5 an-

3 gibt, s0-daf
gehort (ja bereits, wenm es eine absolute Konstante @AM gibt, so-

] i @ angehort), so st
v rzel irgendeines L(s) der Halbebene o> .
w%mwmﬁﬁﬁwrma& ﬁqchm ungerade Zahl als Summe von drei ungeraden
imzahlen darstellbar. i %
muzﬁmmw ﬁmmﬁm hierflir einen einfacheren Beweis in den .Ho_mw_:%u
Kapiteln 1—6 auseinander. Einfacher ist er nur geworden, weil SW ie
oben genannten und weitere feine meaum%vim& qmc hwm.mw "ﬂnwﬂ_wmwn M%w.na.
mein Kapitel 6, ist genau die Hardy-l1 ]
WMMSWMME@ auf %Enm _anm einzigen Hilfssatzes (Satz 248), Evmmn
die Kap. 1—5 minden und den Hardy und Littlewood aunf ihrem
t bewiesen hatten. : 2
ﬁmmmwwmmmwmm Wert daranf, diese Dinge trofz der =no.um:mv <.5$= =2mw==
im Resultat darzustellen, und zwar jetzt schon, ﬂ.a@ sie mEm. gute Vor-
bereitung auf Teil 6 (Zerlegung in kte H.o»mumgw m.w:_ ﬁmﬂw.wwm _w Lmn%%
‘Teil 6 den wir die Hardy-Littlewoodsche MNetho
MMMEEMMHQ%EQH Probleme an einem sehwierigeren wm_mEmw kennen wmnn.mw“
wo sie allerdings zn einem vollen Ergebnis ohne ,wenn fiuhren wird.
(!, wo k>0 ganz und fest ist, ist eben eine einfachere Funktion von
als die rte Primzahl) Allerdings kann Teil 6 ohne oder vor H_.E_W ge-
lesen werden; das ist von Vorteil fur mc_n.wm Leser, die sich fiir Prim-
zahlen und Charaktere weniger intercssieren als fiir Zerlegung in
Potenzen. S = % :
o4 Mbowg. 8—9 dieses fiinften Teils beweise ich noch einen Har mu N:
Littlewoodschen Satz tber die Zerlegung in Primzahlen; er mw %.
von dem Resultat der Kap. 1-—7 das, was ich schon ausgesprochen habe;
hingegen nicht, was ich gleich nachher als Ergebnis des .Wuw. 7 nennen
amnamwusm Ergebnis der Kap. 8—9 sieht der Goldbachschen Vermutung
schon #hnlicher und launtet: s
1) Wenn usw., so sind ,fasi alle” geraden positiven Zahlen als
Summe zweier ungerader Primzahlen darstellbar.
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»Fast alle® heifit: Unter den ersten m geraden positiven Zablen
geien f(m) nicht in zwei ungerade Primzahlen zerlegbar; dann ist

Kurz: Fiir hichstens 0%, aller positiven geraden Zahlen ist die Gold-
bachsche Vermutung falsch. Diese hochstens 0°, schliefen allerdings
nicht ans, daB es mnendlich viele Ausnahmen gibi.
. Genauner wird sogar bewiesen:
2) Wenn usw., so gibt es ein absolut konstantes #<<1, so daf
lim —g = 0.

m=c0 M

Dal dieser Satz (némlich 2), aber noch nicht 1)) den oben genannten
Satz tiber drei Summanden enthiilf, sei gleich hier begriindet, da es nur
wenige Zeilen erfordert.

Ist n>>5 unngerade und nicht Summe dreier ungerader Primzahlen,
so ist fiir alle ungeraden p<n die gerade Zahl n— p nicht Summe zweier
ungerader Primzahlen; dies sind 7 (n)-—1 oder 7 (n)—2 Ausnahmezahlen

,.atm.\_ gerade positive Zahlen gibt)

n—1 ¥ 7
1(5) =0 -2>b

nach Satz 112, wo B, (desgl. f,,.., B, nachher) eine positive absolute
Konstante ist. Nach dem genannten Satz 2) isf, wenn usw.,

125 ) <Ban®

bis n; daher ist (weil es bis n genan

also
By >
b logn <Bn',
Wegen
&
lim $e?”_ o
n=0c0 i
by logn
ist also
n < By;

d. h. nur endlich viele ungerade n>0 sind nicht Summen von drei
ungeraden Primzahlen.

Nun will ich aber sagen, was ich in Kap. 7 dieses Teils beweisen
werde; ich nannte oben nur den in Kap. 6 bewiesenen Spezialfall des
Hauptresultates, welches vollstiindig lautet:

Wenn usw., so ist die Anzahl N (n) der Zerlegungen jeder ungeraden
ganzen Zahl n>1 in drei ungerade Primzahlen von der Gestall

10 =g (2 (1+ ) 2 (1 grs) +40),

wo

=00

Dies zeigt allerdings, dab fir alle grollen n
N(n)>0

enannte Spezialfall). ' Denn der erste

ist, wenn usw. (das war der oben g D et von (170). st zwar vou

Gummand in der Klammer ani der rec
abhiingig, aber sioher grofer als

b ?r @.wca 111 JW 3) =P

p>2

und wegen (171) ist ftir n>fq
8,+A(n)=>0.




