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Mathematik

Die Goldbachsche Vermutung
und der Schnirelmannsche Satz.

Von

E. Landau.

Vorgelegt in der Sitzung am 1. August 1930.

Einleitung.

Die Arbeit von Herrn L. ScanireLMany Ob additiwnich swoistwach
tschisel (Uber additive Eigenschaften von Zahlen)?') enthiilt einen der
groften Fortschritte der Zahlentheorie, die ich erlebt habe. Was
ich heute zu sagen habe, bezieht sich nur auf S.3—9 der Arbeit
(und die entsprechenden Teile des Auszugs).

Als GoupBacasche Vermutung ist die Behauptung bekannt:
Jede gerade Zahl > 2 ist Summe zweier Primzahlen (also jede
ganze Zahl > 1 Summe von hochstens drei Primzahlen). Es war
bisher (vergl. die Einleitung des fiinften Teils Zur Goldbachschen
Vermutung meiner Vorlesungen iiber Zahlentheorie?)) noch nicht ein-
mal entschieden, ob es eine Weltkonstante P gibt, so daf jede
ganze Zahl >1 als Summe von héchstens P Primzahlen darstell-
bar ist. Diese Frage hat Herr ScavreLmany und zwar im be-
jahenden Sinne gelost.

Den Beweis des entscheidenden Hilfssatzes (seines Lemma 3)
iiberléfit er allerdings dem Leser als vollig analog dem Beweis
von Herrn Brun 3) fiir einen anderen Satz (iiber Primzahlzwillinge).
Und Herrn ScenireLManys restliche 6 Seiten lassen sich auf eine
Seite verkiirzen, wie Vergleichung der folgenden Darstellung mit
dem Original zeigt.

1) Iswestija Donskowo Polytechnitscheskowo Instituta (Nowotscherkask),
Bd. 14 (1930), S. 3—27 und franzésischer Auszug auf S. 27—28.

2) Auf S. 184, Z. 1 bitte ich 100001 statt 100000 zu lesen.

8) Le crible d’Eratosthéne et le théoreme de Goldbach [Skrifter utgit av
Videnskapsselskapet i Kristiania, 1920, 1. Matematisk-Naturvidenskabelig Klasse,
Bd. 1, No. 8, 36 Seiten].
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Ich publiziere diese Darstellung; denn selbst ich hatte mich
bisher nie der Miihe unterzogen, Herrn Brunxs Originalarbeit oder
die schon etwas vereinfachte Darstellung der Methode bei Herrn
Rapemacaer*) genau durchzuarbeiten. Aber Herr SieeEL war so
freundlich, mir, mit der Brunschen Methode, eine Ausarbeitung des
Beweises eines Hilfssatzes vorzulegen, der etwas schwécher ist als
der ScenreLmanysche, jedoch fiir den vorliegenden Zweck ausreicht.
Nachtriglich erkannte ich, daB 1) auch die SceNirELMANNSChe
GroBenordnung des Fehlers mit der Brunschen Methode zu er-
zielen ist, 2) der ScanireLMannsche Hilfssatz (mit einem Parameter,
in dem die Abschdtzung gleichmidfig zu gelten hat), auch in ab-
geschwichter Form, gar nicht ndtig ist, da ein (auf dieselbe Art
beweisbarer) parameterloser Satz ausreicht.

So ergibt sich der folgende Beweis des ScmNireLmaNNschen
Satzes, den ich dem Leser in grofBter Breite vorlege. Ich beweise
sogar (dies allerdings nur im Anhang 1) fiir einen Leser, der noch
nichts aus der Primzahltheorie kennt, die beiden allein néotigen
Hilfssitze daraus (sie stammen aus der vor-Hapamarpschen Zeit):
den Satz von MEerrENs

Y o
) pgg(l p) = g

und den noch ilteren Satz von TscEEBYSCHEF

3
) log Op E :

Meine ganze (ich betone ausdriicklich: in allem Wesentlichen
auf Herrn ScuNireLMany zuriickgehende) Arbeit hitte vor 100 Jahren
geschrieben werden konnen und ist auch einem Leser verstdndlich,
der keine Differential- und Integralrechnung (geschweige denn
Funktionentheorie komplexer Variabler) kennt, sondern nur Ex-
ponentialfunktion und Logarithmus.

Im Titel meiner Arbeit habe ich die Gorppacmsche Vermutung
besonders genannt. In ihrer Richtung hat Herr Scenirermany noch
weit mehr bewiesen, als mein bisheriger Bericht erraten 1ifit. Es
sei N(E) die Anzahl der natiirlichen Zahlen < &, die als Summe
zweier Primzahlen darstellbar sind. Aus der Goupsacmschen Ver-
mutung wiirde

4) Beitrage zur Viggo Brumschen Methode in der Zahlentheorie [Abhand-
lungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit, Bd. 3
(1924), S. 12—30].
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. N _ 1
3) g}_i“;o g T2
folgen. Es schien bisher in unerreichbarer Ferne, auch nur
@ tim N >
E=o0

zu beweisen. (Unter der Annahme der Richtigkeit unendlich vieler
unbewiesener Postulate haben allerdings — das war das AuBerste,
was wir wuBten — die Herren Harpy und LirtLEwoop mit einem
absolut konstanten & << 1 bewiesen, dafl die Anzahl der nicht in
der Gestalt p +p' zerlegbaren positiven geraden Zahlen bis ¢ nur
O(g") ist; hieraus wiirde allerdings (3), also (4) folgen.) Herr
ScenireLMany (vergl. Satz 13 nachher) hat nun (4) bewiesen. Und
der Weg von (4) zu seinem Hauptsatz erfordert nur ganz wenige
elementare Schliisse.

Anhang 2 ist fiir den Beweis der Hauptsitze unerheblich,
nimmt aber Stellung zu den drei ersten der vier ScanreLyanyschen
Hilfssédtze.

Im Folgenden bezeichnen kleine lateinische Buchstaben auBer
e und o durchweg ganze rationale Zahlen, die p Primzahlen, die
¢ positive ganzzahlige Weltkonstanten; eine leere Summe bedeutet
0, ein leeres Produkt 1.

§ 1.
Bruns algebraische Hilfsmittel.

Satz 1°): Es sei ¢ >0. Es sei S, =1, S, = 0 fiir i >gq,
S, fir 1=i=4q die i* elementarsymmetrische Funktion von q ge-
gebenen positiven Zahlen. Dann ist

®) ’ 5= *—S;~ S, fiir i=0
und .
®) 8= b firiZo.

Beweis: 1) (6) ist fiir i = 1 und fiiri >g klar. Firl<i=gq
tritt beim Ausmultiplizieren von S, mit S, jedés der (:Z) Glieder

von S; genau imal auf. (5) ist also bewiesen.
2) (6) ist fiir ¢ = O klar und folgt fiir ¢ >0 aus (5) durch
Induktion:

5) Man braucht wohl kaum zu betonen, da8 Satz 1 seit langem bekannt ist
und daf (6) aus dem polynomischen Satz ohne (5) folgt.
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Sg <h S _ 8
S=EF8=5 g pr =

Satz 2: Es sei t >0,
k0>kl>"'>ktzo,
v.=>0 fir 0 <s=k,

9:m)___= E Yoyt Vs, fiir O<’L§2t7 O§m§
8§ > 8 > >8>y
sjék[,z__—-l] = 1!'-';7')
2
(o™ bedeutet als leere Summe 0 fir 0=2m <i=2¢, da

b -

sonst k,,,<k[i__1_], m=>—5-, i = 2m wire),
2

2m

(7) 9(7”) = > (- 1)‘ o™ fiir Oémét,
’ i=0
1 fZM’ P = O’
6:"”") —_— e ae . 1 é mét
{km-xgs,>s,>...>si>km’}’sx ps; fiir i >0, }

(6™ bedeutet also als leere Summe O fiir ¢ > %,,_, — k,, und ist fiir
0<i=k,,—k, die i* elementarsymmetrische Funktion der y,
mit %k, <s=k,_,, so dal

oo
Si)' Ny = . 81% - A—yp) fir 1<m=t¢
Dann ist
® B = fir 1w, 05iZ2m
und

g(m) = @(m—l) H (1 A 73)
(10) | 2m—2

=
i E (_ l)n o;m-x) 2 (__ 1)u 6::") fﬁr 1§m§t
n=0 u=2m—n-+1
Beweis: 1) Fiir 1=m=¢, 0=i=2m ist
1
3
. n=0
1
= 2 E 78 -..ys .l ? .'.ys’.
=0 $>8> >8> kp., ' " km'lgle>"'>3i>km Sn+1 i3]

=)

¢
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7
wo rechts in 20 fiir w = O der erste, fiir » = ¢ der zweite Faktor
n—

1 bedeutet. Im zweiten Faktor ist, wofern der erste von 0 ver-
schieden ist, von selbst auch

=< :
I =
2
denn, wenn der erste Faktor nicht O ist, ist
n=2m—1), m—lz[%}
also fiir i=j=#n+1
<
8=k, _\k{ﬁ} =k 11"
2 T2 ]
Also ist

1 k=
2 oy v el = { 2 751”‘7’51} = o fiir{:)_ 'O’

§>8> >8>k,
8=k j—1
|5+
denn bei jedem solchen System s,, ..., s; gehtrt %,_, genau einem
der Intervalle
bt =8, S,=>1Fk

m-1 = 17

H

- . .
et = Spy Mt O<n <i, §,>Fk

T m=1
an. (9) ist also bewiesen.
2) Fir 1 =m =+t folgt aus (7), (8) und (9)

o I (A=p)—e™

b <<8=TFy—,

2m—

— 2 (_ )n Q(m—n EO (_ 1)u 6,(:") 2 (__ 1): 2 g(m—x) 6('")
2m—2 . 2m

= 2 (— )"0"""’ E (- 1)"68") 2 (_ )npm-l) 2 (_ l)g-n 6:1'2,

t=n
also (wegen ojn? = oin = 0)
2m—2

=3 e S e

u=2m—n-41
und (10) ist bew1esen.
Satz 3: Haben t, k,, ..., k, dic Bedeutung aus Satz 2 wnd ist

O0<yp,<1 fir 0<s=k,

4 ..
I,= T (-pZzg firl=m=t,
km<8§km—)
Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-Phys. KI, 1930. Heft3. 18
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ct t
S0 1§ lgml<2 1_[ L,-
=1

Bewels: Fiir 1=m =¢ ist
1 1
6" = b3 y, < —log L, = log <1 + Z) <3
bp<8=kn- .
also nach (5) fiir u=1

G
(m) 1 (m) < (m)
= =

u~1 = u—-1

1 gm=gm=...ad inf,
also, da die ¢ = 0 sind,
2m—2 0o 2m—2

W, 3 Cve 3 VRS e, o

u=2m—n-+1
Nach (6) ist fir 0 =2 =2m—2
i 6(['"1) )

(12) =

Nach (6) ist ferner, da ¢{"™ fiir m >1 die Summe der y, mit
k,=s=>k,., ist, da ferner o = 1 bei # = 0 und bei
0<n=2m-—2 entweder 0 oder hdchstens gleich der mt" ele-
mentarsymmetrischen Funktion der y, mit k, = s >Fk,_, ist,

e < (@ )"

(13) o= “ul

wo im Fallem =1, » = 0 das 0° im Zdhler die Zahl 1 bedeutet.
Aus (12) und (13) folgt

2m—2 2m

(n=1) zm) < (Q . (m—x)+ (my\em
2 OGS B T =g ),(@. )

N 1 ; om o m m— e\ 1 2m— 1
= @ml (El "“) < @m (F) = (§> <(§> =7

)

(m—h)’n (6(7".))'2"13—7L

6) Die Monotonie der ¢{™ ist keineswegs fur das Gelingen des Beweises
wesentlich ; sondern obne sie rechnet man einfach so:

x «® x (myu
(Pl 3 = ()"
u=2m—n+1 u=2m—n-+41 u=2m—n+1 !
1 x 1 (6im)2m-nt1 1
= oMY = L (m)2m—n
=S @A wmsins @ = AT T = G
| 2m—2 ) , , o0 o am 1
— 1) gim— ) —1)4em| < (m=1) ¢ (myyem=n
‘ n§0 ( " u=2m2—‘-n+1( Vou néot’n (2m—n)! (o:™)

usw., und braucht nicht einmal die Formel (5)



Die GoLbsACHsche Vermutung und der ScHNIRELMANNsche Salz. 201

Nach (10), (11) und (14) ist

(m m—1 1
lo )|< IQ( )le+';7n7
Ig(m)' IQ("_‘_-HLM } 1 B\™ 1
m T m—1 = 7mm§47 :l)<§""
I1 L H L 4" H L
1=1 1=1 =1
@& t (m) (m=1) t
_[‘:__L =14+ 3 Lfnl ——”I-Q—i <14+ 3 = <2
ey . p — 1 - g ’
11 L, iH1L’ ,HlLi B
1= = 1=

{
lo®] <2i1;11 L,

§ 2
Bruns zahlentheoretische Hilfsmittel.
Definition: Fiir gerades y >0, d >0, a % 0, k= 0 bezeichne,
wenn Py, ..., p, (im Falle k > 0) verschieden sind und nicht in d auf-
gehen, )
= F@; p,..,p) (lies F(d) bei k = 0)
die Losungszahl von
0<z=y, #2=a(modd), 2(¢—y)£0(modp, fir 1=r=r.

Die Argumente a, y schreiben wir nicht, da y stets fest ist
und Verschiedenheit der @, auch bei mehreren F in derselben
Formel, nicht stort. Ein Ausdruck

aF@; pyy--om)  (wo g=>0)

bedeutet die Summe von ¢ Funktionen F(d; p,, ... p,) mit dem-
selben y, aber nicht notwendig demselben a.

Nach Definition f#llt F' nicht, wenn hinter dem Semikolon
etwas weggelassen wird. Bei d = 1 ist I' von a unabhingig.

Es sei v, = 2 fiir p, ¥y, v, = 1 fiir p,/y, also jedenfalls v,
die Anzahl der Restklassen mod dp, mit

z = a(modd). z(¢—y) = 0(modp,).

Satz 4:

F(d)—%» =1,

Beweis: Die Kongruenz ¢ = a(mod d) hat in jedem vollstin-
digen Restsystem modd genau eine Losung. F(d) ist also ent-

weder [%} oder [—Z—] +1, jedenfalls also = % —1und = —‘Z— + 1
18*
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Satz 5:
F@;pisenm) = F;py, oo i) = 0 F @045 Py - s Pici)
fiir k= 0.
(D. h. jedem a links entsprechen gewisse a’, a” bzw. @', a”, " rechts,
so dafl .... Desgl. in Zukunft.)
Beweis: F(d; p,, ..., p,) ist die Differenz der Ldsungszahl von
0<e=y,# =a(modd), 2(¢—y)£0(mod p,) fir l =r<kFk
minus der Loésungszahl von
0<s=y, 2=a(modd), 2(#—y)£0(modp, fir 1=r<k,
2(e—y) = 0(mod p,).
Satz 6:
k
F@;pyy ez pp) = Fd)- 2 lv"xF«ipﬂ; Piy - oo Pry—1)-
1=
Bewels: Im Falle & — 0 ist die Behauptung Klar. Ist sie
fiir ein k—1 =0 bewiesen, so ergibt sie sich fiir # folgender-
" maBen. Nach Satz b ist |
F@; Py oo pk) = F(d7 Dy evny pk—x) “ka(dpk; Diy oo Proy)

k—1
= F(d)_ E Ury F(dp”l; Pyyeesy p"x—l)_ ka(dpk; Pyyoony pk—l)

v, =

k
== F(d)_ 2 Vry F(dp’h; Pyyeeoy pr;—-l)'

ry=1
Satz 7:
F@d;p,,...0) = F(d)— F(dp,,
@; D15 - P0) (@) 1__<—§§k v, F(dpy,)
-+ lérgzrléklvh Vrq f’(dp,., Pros Pyy ov oy p?‘a—l)'

Bewels: Im Falle £ = 0 ist die Behauptung klar. Im Falle
k = 1 ergibt sie sich aus Satz b mit # = 1. Im Falle k> 1
ist nach Satz 6 :

k
MA@ Pyyee p.'.-) = F(d) _r §1071F(dph; y 2 " pr,—l)
k v ‘r,—'l -

= -F(d) - 2 1”"‘1 !;F(dpﬂ')_ 2 Vry F(dphp’"z; pn") ) pTa—l))

r, = 1y ==

= F(d) - <Z<va1F(dp"1)+ Z . <z"\‘1 Vry E(dpr,pfr,; Dy o .,p,-,_l)-

== l=n<n=
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Satz 8: Es sei
t>0,k =k>k>-->k_ >k = 0.

Wenn -alle vorkommenden r, den Bedingungen

(15) >, > 1, >0, 73—§-k[y_1j fir1=j=2¢
1
unterworfen sind, ist
2t—1
Fl;p, 0w ) =S FO) + oz = 1y 2 on e 0 F(pry e pr)
1= Pigeony 7

+ 2 \ 'v’.l cee ’01-21 F(p,'.l s prﬁt; pl’ ey pmill(?‘gf-—l, kt)).
TPy ooy .

1 14

Beweis: TFiir ¢ = 1 folgt die Behauptung aus Satz 7 (mit
d = 1), da dort

F(p'rx Pras Pys - "p?‘g—l) é F(Pm Pry; Pysvny -ph‘lin(r,-l, Ir,))’

Ist die Behauptung fiir ein ¢ >0 wahr, so folgt sie fiir ¢+1
aus Satz 7 wegen

F(pn tct Prggy Pryo-eo pMin(mt—l, kt))

= F(pr,+ Pra) = 20 Vrses T (Ory *+* Drygsr)

Tot41

il E Uratr Vrates F(p'fx Crt Progyey Pry oo p"‘zt+2——1)

Tat+1y Tol42

(hierin hat ndmlich in der Tat 7,,, iiber die ganzen Zahlen =1
und = Min (r,, —1, k), 75, tiber die Werte =1 und =7y, —1
= Min (r,,,—1, k,) zu laufen), wo zuletzt hinter dem Semikolon

ohne Verkleinerung bei p. adna—t; Bl abgebrochen werden kann.

Satz 9: Wird bei Summation iber den Bereich (15)

2t
r=14+3 (-1 3 . 0
1=1 r

yeemr P Pr

gesetzt, so ist
t—1
Fl;pyyoop)<yr+2 H0(2km)’-
m=

Beweis: Nach Satz 4 und Satz 8 ist
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2¢ '
Fl;p,...0)= F(l)+_21 =1 S oy 0, F(pry e )
1= r

1y e g

2
=y-+1+ .21((— D Y 2 tree v”)
L= 7

Pry-nny Ty DPro-Pri oy, 1,

2¢ 2t
§y7+1+ 2 Z 2‘§y1’+ Z 2tkokoklkt"'kf-1ki—1
) 1=0

t=1 7,..,7%

t—1 t—1
<yr4+2 [ B = yo+2 [] @k,

m=0 m=0

§ 3.

Abschlufl des Siebverfahrens.

Satz 10: Bei passendem c¢=>1 ist, wenn p,,....p, wmit
Py <D, <<+ <<p, diejenigen Primzahlen hinter 7 bezeichnen, die
=\ly sind,
' . —of. Y £
Flipy oom) = O(Ingy p[/le (1+ p)).
Vorbemerkung: Hieraus folgt nachtréglich, daf ¢ = 2 das Ge-
wiinschte leistet; denn bei fallendem ¢ steigt die linke Seite nicht.

Beweis: Nach (1) ist fiir £ >7

1 1 ¢
16 o (1-~) G
(16) ¢, log = 7<11;[§g P < log &’

also, wenn p, die s** Primzahl hinter 7 ist, fiir 8 >0

b 1
(17) 1— _) % o
(=5 <Tem <Toe 30
Man setze
(18) ¢ = 14270¢.

Fiir y > ¢, ist ein p mit 7<p =<\/y vorhanden, also k=>0. Es
werde

—;f—=yi fir 1<i<Fk
gesetzt. '
Fir 1=k ist
2 9 [/ 4
P L N =
(19) l—pZ1-+7 = (>5).
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Es sei %, die (somit existierende) kleinste ganze Zahl = 0 mit

4
L1= H (I—Ts)i— g7

by <3<k
im Falle k, > O sei k, die kleinste ganze Zahl = 0 mit

4
L = 1—- 8 i v
’ k2<1;I§k,( s
usf.

So erhidlt man (von y abhiéngige) Zahlen ¢ >0, %,, ..., k, mit

b= k>k>«->k_ >k =0,

Lm= n (1_73)Zi fiir lémét,
km<s§km_| )

also sind die Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillt. Oftenbar ist
(da bei o die Nebenbedingung s, >k, nur s,> 0 besagt)

T =90,
also nach Satz 3
¢
l1|l<2 [T L,
t=1
folglich nach Satz 9
¢ t—1
(20) F(l;pyy -0 <2y ,l’[l L+2 H0(2/vm)”-
1= m=

Nach Konstruktion der k, ist fir 1 =m=¢—1

4
(l—ykm) L, = H (1_7a)< B
kpn—1<8=kp—,
also nach (19)
4 11 44 1 1\

Fiir 0=m=t¢—1 ist nach (17),

e sI—kI1(1 — %—) = (= i)

gesetzt,b\m ¥ .
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" . m 1
log (2% : T 1—_)'
0g (2k,) < lk"i 1—L> lil—;[l kz<s]:-I§ki"( b, )
g=1 Ps
wegen
: 8
(1__1_) <1-——3—-|'—32“<1"'—vi
Ds Py Ps *
ist also
3
4 \/ Lo<%(p—_ LY
log(2k,,,)<7' il;IlLi=T<l 135),
tog I @hI<% 3 (1-g55) = 12°
g I Gh)<7 2 135 r
1 270 ¢,
2 T @hy<2e '
nach (16) ist
IT<c1 log Vy,
also wegen (18)
o o . 3 g, lF20a _ ( y )
( ) mgo( km) <28 2?/ 0 loggy .
Andererseits ist
1 2
)
Li= (1 23_) < — oY _ s=1 s
;!‘-__11 sI=I1 Us —81—_—11( Pg) 11 (1—-l)
by p
T<p=Vy
1’
.= Ty =4I —3 'H(Hi)
TR A
ply
1 1 !
<271 ‘H(1+—>=0(7'2 1+—>'
P _% ply L4 ;/Iy( p>
Nach (16) ist ’
1 1
log Vy logy
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also

t
o 1,7 = Oy (14 5)

Aus (20), (21) und (22) folgt schlieBlich die Behauptung

F(Lip,,..0p) = 0(.@‘-’@— g(w%)).

Satz 117): Ist f(y) die Losungszahl von y = p+p', so ist

1
- 0(—%—— Tap = )
@) logy%( +3)
Beweis: Fiir ungerades y ist
fly) =2

Es sei also y >0 gerade. Die Anzahl der Ltsungen mit
p=>Vy, ¥ >Vy ist =F(1;p,,...,p), da jedes p, wegen p, =V\y
weder in p noch in p—y = —p' aufgeht. Die Anzahl der Lisungen

mit p < Vy oder ' < Vy ist <2y — o(ﬁ?). Satz 10 gibt
also die Behauptung.

Satz 12:
1 2
14 =] = O0(=).
o2, [+3) = 0w
Beweis:
] /=y e’
also fiir >0
1\\? 1
1+—) = s
O<y<x<%;‘!/( l’) o<y=<waly ab

bly
=a-—_z-:l b§1%[ﬁ%}—]’

wo {a, b} (= \ab) das kleinste positive gemeinsame Vielfache von
a, b ist. Daher ist

7) Dieser langst vermutete Satz ist bisher nirgends bewiesen worden.
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= (H (1 * -})—))2_5_39 aél = 06

I<y<<z\ply

8 4.
Der erste ScunireLmannsche Hauptsatz.

Satz 13 (erster Scanmenannscher Hauptsatz): Ist N(x) die An-
zahl der wn der Gestalt p+p' darstellbaren y << z, so ist

im 29
z=o00 ¥
Beweis: Aus Satz 11 und 12 folgt (wenn f(y) die Liosungszahl
von y = p+p ist)
3 1 2
Srew=0 3 L(mt+)

y<zx 1<y<x1°g Y \pjy v
z* 1y\2 z’
‘z 1 D ) - 0( ‘;)'
log “’0<§<x(};}/( +p)) log*

d
Andererseits ist 3 f(y) die Losungszahl von p+p' <, also
y<a

(da jedes Paar p< b p' <5 Lisung 1st> nach (2) fir z >4

2

2

x
) A Iog z’
<5

; fy= ( 1
2

Nun ist, da in 3 f(y) genau N(z) Glieder von O verschieden
y<<z

sind, fiir x >4
1 &
c; log'x

(S, MO SN@ 3 O <N@a, i

N> =

Zusatz (ScanireLyanN): Ist eine Menge von Primzahlen q gegeben
und st

3
(23) TooF = 0q§§1,

so gilt fiir die Anzahl N(z) der in der Gestalt q+q darstellbaren
Yy << x auch

fim 2

X =00
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Beweis: Ist f(y) die Losungszahl von y = ¢ +¢', so gilt die
Formel des Satzes 11 a fortiori. Wegen (23) dndert sich nichts am
Beweis (abgesehen davon, daf an Stelle von ¢, und ¢, jetzt von
der Menge abhingige natiirliche Zahlen treten).

§ 5.

ScHNIRELMANNS mengentheoretisches Hilfsmittel.

Satz 14%): Gegeben sei eine Menge von Zahlen n,, n,, ... ad
inf. mit

1l =n<n<---.

Fir h=1 seien n{”, n(°, ... die wachsend geordneten positiven Zahlen,
die in hichstens h Summanden n; zerlegbar sind, N,(z) die An-
zahl der n{® < z, «, die untere Grenze von JEV,,(.z_cl) fir x>1 (also

0=«,=1). Es werde «, = « gesetzt. Dann 1ist
24 1—g,=(1—a)

Beweis: (24) ist fiir 2 = 1 klar. Es sei (24) fiir ¢in A =1
wahr; dann ergibt sich die Richtigkeit fiir 241 folgendermafien.
Fir «>1 ist (da im Intervall »,<<z<m fiir m >mn, genau
N,(m —n;) Zahlen n,+n" liegen), wenn N,(z) = N(x) gesetzt
wird,

N(x)—1
Vh+1 (x) i .N(.Z‘) + ,21 Nh ("a+l - ”z) + Nh (.’L‘ - "N(z))
=

N(x)—1
i N(x)+“h 2 (nzﬂ_ n,— 1) + (x— Ny — 1) = N(x)-l—ah(x_l—N(x))
=1

=
= (1_“71.)N(x)+“h(x——1) i ((1 - ak)a+ ah)(x_ 1)7
Gy = @ — 0y + o,

-, =(1—a)(l —a,) =(1—a)*.

§ 6.
Der zweite ScunireLmaNNSche Hauptsatz.

Satz 15 (ScanirenmMany): Jedes & =0 ist in hichstens c, Summanden
1, p zerlegbar.

8) In dieser (fiir unseren Zweck unnétig scharfen) Fassung steht dieser Satz
picht bei Herrn SCHNIRELMANN.
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Beweis: Ist N(z) die Anzahl der Zahlen <, die = 1 oder
von der Gestalt p+2' sind, so ist nach Satz 13

lim H(x) >0,
w=co =1
N) ..
also auch die untere Grenze (Weltkonstante) a von Z—1 fiir z > 1
positiv. Man wihle ¢, mit
(1 - 06)‘7 < ”; ’
so daB nach Satz 14
e, >—2—.

Dann ist fiir #>1 die Anzahl der in hochstens 2¢, Summanden
1, p zerlegbaren positiven m << z griofier als _x_;i Von diesen mehr

z—1
2

Menge bezeichnen) eine gleich einer der mehr als x_;_l_ Zahlen

als Zahlen m <z muB also (wenn die m' auch die obige

z—m' >0 sein. D.h. es ist
z = m+m,

wo die rechte Seite in hochstens 4¢, = ¢, Summanden 1,p zer-
legbar ist.

Zusatz (Herrn ScexmruLmanys Teorema 2): Ist eine Menge von
Primzahlen g tm Sinne des Zusatzes zu Satz 13 gegeben, so ist jedes
x>0 in Summanden 1,q zerlegbar, deren Anszahl eine nur von der
Menge abhingige Schranke nicht iibersteigt.

Bewelis: Genau wie der des Satzes 15; nur treten an Stelle
von «, ¢, und ¢, von der Menge abhéngige Zahlen.

Satz 16 (zweiter Scmvmerumansscher Hauptsatz): Jedes z >1
ist als Summe von hichstens ¢, Primzahlen darstellbar.

Beweis: x = 2 ist Primzahl.

Ist 2> 2, so ist £ —2 nach Satz 15 in hichstens ¢, Summanden
1,p zerlegbar. Tritt hierbei 1 nicht auf, so ist z = (x —2)+2 in
hochstens ¢, + 1 Summanden p zerlegt. Tritt 1 genau einmal auf,
so ist £ = (#—38)+ 8 in hochstens ¢, Summanden p zerlegt. Tritt
1 6fter als einmal auf, so vereinige man alle Einsen zu Zweien
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bzw. zu Zweien und einer Drei, und z = (z — 2) 4 2 ist in héchstens
Cs Summanden p zerlegt.
Jedenfalls leistet also ¢, = ¢, +1 das Gewiinschte.

Zusatz: Ist eine Menge von Primzahlen q im Sinne des Zusatzes
zu Sate 13 gegeben, so gibt es Zahlen C,, C,, die (wie C,, C, nachher)
nur von der Menge abhingen, so dali jedes x> C, in hichstens C,
Summanden q zerlegbar ist.

Beweis: Sind ¢,, ¢, die zwei kleinsten ¢, so sind bekanntlich
z.B. alle =4, ¢, = C, in Summanden g¢,, g, zerlegbar. Fiir
2> C, ist.x— C, nach dem Zusatz zu Satz 15 von der Form
314+ 39, wo zusammen hochstens C, Glieder auftreten. C,+ 31
ist in hochstens C, Summanden ¢ zerlegbar, z also in hdchstens
C,+ C, = C, Summanden g.

Anhang 1.
Beweis éltester Primzahlsitze.

Satz 17:
I »=16° fir x> 0.

r=u

Beweis: Fiir n =0 geht jedes p mit » <<p = 2% nicht in »!
auf, wohl aber in (2%)!, also in der ganzen Zahl

2n)! _ (2n < . it
Wm—(n)=(1+1) — om

Daher ist

pé 221! é 42:11
n<p=2n

p é(zn + 1) 2211 e 2in+l 2In+l p— 42n+1.
n<p=2n-+1

Fiir 2 =0 1ist also

folglich fiir £ >0

n »= 10 r=4F=4
fa=s Beop=m

also fiir x>0
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o
R TR N
- g <P= g
Satz 18:
6= 3 195_”4 — log 2 + O(1),
also
(25) log‘g‘—-ca<10§§—107§£<10g§+c9 fiir £=1.

oo
Beweis: Fiir # > 0 geht p nach Lreenpre in 2! genau 3] {g" ]
n=1

mal auf. Diese Anzahl ist

und

x S 4 x
< — — ==t e,
p+n§2p" ? o=

Hieraus folgt

o % _logp
ge—s _ L i<y g8 T =D _ JEOTE 20— _ #6@ e
r=c
und
2 1
wloga ' z G () - G (x) o—
€ === P = ¢ pr=e <16 7,
pgw (pgw) o
also
logz—1—¢,< G(z) =log z + log 16.
Satz 19:
o 1
pég; = loglog £+ O(1),
also B
1
— 2. —+0()
[I(l—l)=e p=Zg P —_1 ,om
ES AN log § '

Beweis: Wird fiir n =1

gesetzt, so ist
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3 1_ v GmW-0Gm-1
p2EP  2<h=t log
= 3 logn—log(n—1) + H(n)—H(n—1)
2<n<¢g log n o <m=<t log n .
Die Reihe

S Hn)—Hmn-—1)
W2y logn

konvergiert, da nach Satz 18
m
22(H(n)—H(w—1)) = H(m) = G(m)—logm = 0(1)
n=—

ist. Also ist

1
1 —log (1 _??) 1
— = — — 4+ 0(1) = — = )(1).
oggl' 2§§§§ s +0(1) D +0(1) = loglog &+ O(1)
Satz 20:
3
= 0 1.
log & .p‘zs
Beweis : Nach (25) ist fiir & zeg G
logL 1> logg s | > » logp
—3c¢ = —3c —3 = —3 P
TP pSe T T —sai o, o ey
e 5 JBP logp >log§—cg—log(e—'3c"§)—c, = ¢,

p‘é& p p<e_3c°§
Anhang 2.
Die ScunireLMaNNschen Hilfssétze.
Satz 21: Gegeben sei eine Menge von Zahlen n,, n,, ... ad
inf, it
1= <n,< -
Es sei N(x) die Anzahl der n, < z,
lim M) = a=>0.
z=co %

Dann 1ifit sich jedes x>0 in hichstens

log i—a.
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(das bedeutet 2 fiir o« = 1) Summanden n; und hochstens B Summanden 1
zerlegen, wo B (wie B, nachher) nur von der Menge abhingt.

Yorbemerkung: Herrn ScanreLuaxys Beweis seines entsprechen-
den ersten Lemma ist quantitativ verrechnet, qualitativ richtig.
Aber sein Wortlaut mit

2[¢]
o

statt ¢ ist zufdllig richtig. Denn es ist

log2 10g2 1 3 1 3
< oo < 0 =
= ppioa i< tl<u ~met1Se 0 =<Sg
_log2 +1)=< 1032 +1=2<_ furi<a5—1
1 = =a 10 2

log 5 — ) log
1§l fﬁr%<a§1

o

also

log = a
Beweis: Man wihle 0 = 0 mit

Feniat

also

Fiir > B, (> 0) ist

N@)=(@—0)(z—1).
Bei Hinzuftigung der etwa fehlenden natiirlichen Zahlen = B, ist
also, wenn N*() sich auf die neue Menge bezieht,
N¥(z) = (@« — 0) (z — 1) fiir 2 = 1.
Nach dem Beweis des Satzes 15 sind also alle £ >0 in hdchstens

¢t Summanden ¢, n, zerlegbar, wo 0 < ¢ = B,, also in hochstens ¢
Summanden »;, und hochstens ¢ B, = B Summanden 1.

Satz 22: Es sei @ (i) fiir i > 0 positiv, wachsend und
(26) @) = 0(\i).
Es sei 0<n,<m,<<--- ad inf., #;, = OG@()). Es sei Ay, z)
fiir 0 <y =z die Lisungszahl von
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&

n—n =y, n=2
Es sei

@) 2,409 =0(4f)

Dann ist, wenn N (a;) die Anzahl der in der Gestalt n,+n, darstell-

baren Zahlen = z ist,

N(2)

lim > 0.

=00
Vorbemerkung: Herr ScaNierMany hat bei seinem zweiten
Lemma die Relation (27) nur unter den schirferen Annahmen er-
halten, daB in (26) o statt O steht und statt (27) sogar ge-
fordert wird

> Ay, x)<Cs ”ix tir s >0, # >0,
1

wo C (desgl. C,, ..., C; nachher) positiv und von z und s frei ist.

Beweis: Bedeutet M (§) die Anzahl der n, = &. so ist fiir
z=2n,

<oz =alu(er)o(ur)zosn(3)e (3 sseu(;) o

also, wenn f(m) die Losungszahl von m = n,'—i-n, ist,

xd
. <M‘( )< Fm) < N *(m
o (3 (o S¥@) 3 ron)
f*(m) ist die Lisungszahl von m = n»,+n, = n,+n,; ist hierin

2
i = u, so gibt es f(m) = 1+£ (m) solche Quadrupel; ist ¢ =, so

X X
ist der Beitrag dieser Quadrupel zu > f*(m) hochstens2 3, A*(y, z);
m=1 y=1

denn in i > Uy, Yy = N— Ny = N, —MN, ist 1 <._‘— ) = x, alle N, <—_ Z.
Also .ist
x z 1 x 2
z: 2 il 2 y ¥
m=1f (m’)<2 'l'z 2_ f (m)+(/s (.D‘(x)’

< N(@) (x+20, )<ON(@)

C, @4( ) P (a) @ (2)’

N@>&

Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-Phys. KI. 1930. Heft 3. 19



276 E. Lanpav, Die GoLpBACHSche Vermutung und der SCHNIRELMANNSche Satz.

Satz 23: Bedeuten die w, des Satees 22 die Primzahlen wund
A(y, x) dasselbe wie dort, so ist fir x=>1, O<y=wx

H(l +l).

X
A(y7 x) <y TagTEp/y P

Vorbemerkung: Bis auf seinen numerischen Faktor, den ich
.. 1. 1
(mit hierbei erlaubter Abiénderung von }/-35(1_*- v 2) mp];[y <1+5))
durch ¢,, ersetzt habe, ist dies Herrn ScunireLmanns Lemma 3.
Beweis: Fiir ungerades ¥y mit 0 <y=2z ist A(y,2)=1.
Fiir gerades y mit 0<y=wx ist die Anzahl der Losungen von
y=p-p, p=z mit p> Ve, p'> Vz hochstens F(1; p,, ..., p),
wenn ¢ =z statt #=y in der alten Definition von F geschrieben
wird und p,,..., p, mit p, <p,<:.-<p, diejenigen Primzahlen
hinter 7 bezeichnen, die = \/z sind. Denn p, geht wegen p;, < \/z
weder in p noch in p—y = p' auf. Die Anzahl der Lisungen
_ . — z . .
mit p = Vz odfar P \rxist =2Vz = 0(T()g_23:—)' Die Beweis-
methode des Satzes 10 gibt fiir 0 <y =2 bei geradem y

x G |
F(]-;pn oy pk)<cm "Eg.z-x};g[/(l'{'y)'

Damit ist alles bewiesen.

Berichtigung zu S. 259.
Z. 2—3 streiche , wofern der erste von O verschieden ist,
Statt Z. 5—6 lies denn fiir n+1<j <4 ist
. ) —1
J§2mr [—1—2—]§m —i,
Z. 7 streiche fir ¢ <j<n 41
Z. 8 streiche =¥k,

5]
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