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7.
Ziwei besondere Untersuchungen iiber die Classen-

Anzahl und uber die Einheiten der aus r** Wurzeln
der Einheit gebildeten complexen Zahlen.

(Yon Herrn Dr. E. E. !(ummer, Professor zu Breslau.)

Nchdem ich in der vorhergehenden Abhandlung die Classen-Anzahl
fir die aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen angegeben
habe, will ich jetzt zunichst folgende Frage vollstindig beantworten:

Fir welche Werthe der Primzahl 4 ist die Classen-Anzahl der aus Aten
Waurzeln der Einheit gebildeten complexen idealen Zahlen durch 4 theil-
bar; und fiir welche nicht?

Nach der Gleichung (38.) in der vorhergehenden Abhandlung ist diese
Classen- Anzahl:

P D

1. = @< 4’

wo die beiden Factoren, aus welchen sie zusammengesetzt ist, namlich (?2.%:7
und g, fir sich ganze Zahlen sind; es wird also die Untersuchung, ob H
durch 2 theilbar sei, oder nicht, fiir diese beiden Factoren besonders zu fiihren

sein. Ich mache den Anfang mit dem Factor , in welchem

p
@
P& =oBroBro@ ... ¢,
PB) = 1+ 98498498+ .. + 915" ist. ’
Ich multiplicire ¢ () mit g3 —1, so wird
B—1)9(B) = 9912—1+ (99:-1—9)B+ (99— )+ - - .
+(991—s — 91—2) ﬂ1-27
und es sind nun, wie schon in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt, die
Coéfficienten aller einzelnen Glieder durch A theilbar. Setzt man also '
IIr—1—gx = by
und

bu+b1ﬂ+b2ﬂ2‘|‘ S +bz—2[3}'_2 = ¥(f3),

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 16
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so erhilt man
(98— p(B) = iy (B),
und hieraus, wenn /3 in &, #, ... 3% verwandelt und das Product gebildet
wird, bei welchem
B—1)(gFP—1)(gB—1) . .. (9~ —1) = g"41
ist:
(9 +OP = vyByBE) wB) ... p(BE).

Es ist g* 41 (da g eine primitive Wurzel des 2 und «=}(A—1) ist) be-
kanntlich durch 4 theilbar; man kann also g# 4 1= A6 setzen, wo & eine ganze
Zahl ist. Man weifs auch, dafs nur in besondern Fillen, fiir einzelne Werthe
der primitiven Wurzel g, der Ausdruck g#1 den Factor i zweimal, oder
wohl gar mehrmal enthalten kann: wahlt man aber, was immer maglich ist,
die primitive Wurzel g so, dafs dies nicht der Fall ist, so ist & nicht durch 2
theilbar. Man erhilt also

2 27 g = vAVEVE) - vE).

Es kann demnach nur dann durch 4 theilbar sein, wenn das Product

S
(RA)u—1
w(B)w(3P)...w(B?) durch i theilbar ist; und umgekehrt, wenn dieses Pro-
duct durch 4 theilbar ist, so ist auch wirklich dieser erste Factor der. Classen-
Anzahl H durch A theilbar. Nun ist aber offenbar, wenn man statt der pri-
mitiven Wurzel 3 der Gleichung 5*~'=1 die primitive Congruenzwurzel g der
Congruenz ¢g*~'=1, mod. 4, selat:

YRR - .. () = w(@w(d) - .. w(9g), mod. i;
also wenn irgend einer der ganzzahligen Factoren des Products yw(g)yw(g?) ...

... w(g*™?) durch  theilbar ist, so mufs auch durch 4 theilbar sein;

P
und umgekekrt, wenn keine der ganzzahligen Grofsen y(g), v (g%, ... w(9*?

durch 4 theilbar ist, so ist auch nicht/ durch 4 theilbar. Es hangt also

_P
(24)p—t
fir diesen ersten Factor der Classen-Anzahl H Alles davon ab, ob die Con-
gruenz
3. btbg 0,9 L F by ,g* D = 0, mod. 4,

- fir irgend einen der Werthe n=1, 2, ... u erfiillt wird; oder fiir keinen
derselben. Dividirt man die Congruenz durch ¢*"~', und verwandelt mit Hilfe
der Congruenz g*= g, mod.4, die Exponenten 1, 2, 3, ... 2 —2 in Indices,
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so wird aus dieser Congruenz folgende gleichbedeutende :
o9y + 0+ bogi T - bsgt T L b9 = 0, mod. i
Aus der Definition der Coéfficienten bk, néamlich

by = 99i1— Gi»
- folgt nun aber unmittelbar, dafs erstens &, = O ist, fir alle Werthe des g;_,,

welche zwischen 0 und % liegen; ferner b, =1 fir alle Werthe des g¢;_,,
welche zwischen % und 2g—l liegen, oder allgemein &; =— s fiir alle Werthe

des g;_,, welche zwischen 87 und (S+ ) liegen. Bezeichnet man durch ¢,

die grofste in ;—}' enthaltene ganze Zahl, so lafst sich, diejenigen Glieder zu-

sammenfassend, fir welche die Coéfficienten. b, gleiche Werthe haben, die
obige Congruenz folgendermafsen darstellen:

F1EF " @ Y
. +2(@&+1+ <tz+2>2"-‘+...+z;"—’)

+(g—D (st 1)2"“+( _1—}—2)2"“-1- +(l 1)"~1)=0, mod.A;
welches wieder leicht auf folgende Form gebracht wird:
<t1+1)2n—1_+_ (tl_l_z)’.'n—l_l__ e __l_(l_i)zn—l
5. F@+1 4 &R L F =1

G P - (Gga 2P - (=17 = 0, mod. A,
Subtrahirt man endlich von jeder einzelnen Zeile dieser Congruenz die Con-
gruenz ’

1=t 3t L 4 (A—1)" = 0, mod. 4,
und verindert alle Vorzeichen, so ergiebt sich

12n—1_l_ 22n—1+32n—1+ L. __l_tlQn—l
6 ‘_{__ 121:—11_'__ 22n-—-1+ 32n—1+ — + t22n—1

l+12n—1_l_ 22n—1+32n—1+ . + r_l_-;l = O’ mod. A.
Ich mache jetzt von folgender bekannten ganzen rationalen Function
Gebrauch:
Ko ate a1 B, 22 (1) Bry 2*
. X@) = oy It e 2 2. —2
16 *
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in welcher B,, B,, ... B,_, die Bernoulli'schen Zablen sind und IIr —
1.2.83 ... r ist. Diese Function X(x) driickt, wenn x eine ganze Zahl ist,
die Summe der Reihe 1*—'-}2*—'4-3"'4 ... 4 (@—1)y""" aus, dividirt
durch I7(2n —1); also lifst sich mittels derselben die Congruenz (6.) fol-
gendermafsen darstellen :
8. Xu+O)4XEO+1)+ ... +X(41) = 0, mod. 2.

Da nun ¢, die in L] enthaltene grofste ganze Zahl ist, so kann man
? SA—7rg

9
setzen, wo r, positiv und kleiner als g ist. Hierdurch erhélt man aus der
Congruenz (8.) folgende gleichbedeutende:

9. X(i—_;‘i%'i‘x(‘u;yr’ﬂ)-l- +X<(g_1)l;rg"+g>~2—0, mod. 4.

Die Zahlen r, 7,, .... 7,_, fallen, wenn auch in anderer Ordnung, mit
den Zahlen 1, 2, 3, .... ¢g—1 zusammen; denn sie liegen alle zwischen 0
und ¢ und sind alle verschieden von einander, weil, wenn r, =1, wire,
auch ¢, =1¢,, mod. A, sein mifste; was unmoglich ist, da # und #, beide
kleiner als 4 sind. Léfst man nun aus der Congruenz (9.) die Vielfachen des
Modul 4 weg und setzt statt der Zahlen »,, r,, .... 7,_, die Zahlen 1, 2,
3, .... g—1, so geht diese Congruenz in folgende einfachere iiber:

0. X(D+x()+ ... +x(5575) = 0, mod.4;

welche Congruenz zwar Briiche enthélt, die aber, da der Modul 4 in keinem
der Nenner vorkommt, sogleich auf ganze Zahlen gebracht werden konnen,
und also nicht storen.

Die Function X(«) hat unter andern merkwiirdigen Eigenschaften auch
die, dafs sie sich in folgende unendliche Reihe entwickeln léfst:

t, =

1. X(@) = (=B,  (—1)*2 cos2xn cosdan + cos 6 + .), |

II2n (27)%" 120 22n 32
giltig in den Grenzen £ =0 bis x =1. Seizt man in diesem Ausdrucke
; —~1 ‘ . :
nach einander x =0, ?;—, gi, emis 2 7 und addirt (wobei zu bemerken ist,

dafs X(0) =0 ist, und dafs im allgemeinen auch die Summe

1 {—cos—-_{_c _4’_”5._} "l p— Z(gzi)lm

gleich Null und im Falle, dafs & ein Vielfaches von g ist, gleich ¢ wird): so
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{ -

X(DH X+ - +X(”"’)

— (_1)"9-8" (—1 "2y L.
- 112 - 27!)2" ( 2n +(2g)'2n + (39)2,, "I" ... 1N lnf.).

Es ist aber bekanntlich

erhilt man

1 1 . 27" B,
1+2T+§2T+ voo ininf, = —a12n

also wird
X A XD = SR

und endlich

1) (g*"—1) Bn

12. X(gi) + X(%) Tt X( 9'—1) - g1 II2n

Die Congruenz also, von deren Erfiillung oder Nlchterfullung es abhangt,

ob der erste Factor der Classen=Anzahl, néimlich (21—)1::’ durch 4 theilbar ist, oder

nicht, hat nun folgende Gestalt angenommen:

(g>"—1) B,
13. g I2n

Der Nenner, als nicht durch den Modul 4 theilbar, kann sogleich wegfallen;
aufserdem ist aber auch g**—1 nicht durch 4 theilbar, fir die Werthe n—=1,
2,3, ... u—1; fir diese also geht die Bedingungs-Congruenz einfach in
14. B, = 0, mod. 2

iiber. Der Fall n—= u erfordert eine besondere Betrachtung, weil fir den-
selben die Congruenz (13.) die Form § annimmt, wegen des in 2°*—1 und
ebenfalls im Nenner der uten Bernoullischen Zahl B, enthaltenen Factors A.
Fir diesen Fall driicke ich die ute Bernoullische Zahl durch die niedrigeren
aus, nach der bekannten Formel:

InRuB,._. II2u B, —1)~ —q)ut1
. = 2*113312/;41—2— 241155&12;:—2-44‘ T +22/‘E2y,)+1) T : 2'3# '
In dieser Formel enthilt nur das einzige, vorletzie Glied den Factor 2u-|1=1
im Nenner; alle iibrigen Glieder sind Briiche, in deren Nenner i als Factor

= 0, mod. 4.

nicht vorkommt. Stellt man sich dieselben alle in einem einzigen Bruche —%
zusammengefafst vor, wo IV nicht durch A theilbar ist, so erhélt man

(1)~
B, = iy + A
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Selzt man weiter g* —1 = 1K, wo Vnicht weiter durch 1 theilbar ist, weil
wir schon oben uns vorgesetzt haben, ¢ immer so zu wihlen, dafs g1,

und also auch ¢**—1, den Factor 2 nur ein einzigesmal enthalte: so giebt die
Gleichung (12.) fir den Fall n = u:

: —1 —)u —1)~
XY IE - 431 = S (G 4,
Die Congruenz-Bedingung (10.) giebt also in diesem Falle

K
und da nun & nicht durch A theilbar ist, so findet diese Congruenz nicht Stait.
Die obige Congruenzbedingung wird also in dem Falle n=—u niemals erfiillt und
. es hangt Alles nur davon ab, ob die Congruenz (14.), namlich B, = 0, mod. 4,
fir irgend einen der Werthe n—=1, 2, 3, ... x—1 Statt hat, oder nicht.

Wir haben demnach als Resultat folgenden Satz: '

= 0, mod.4;

Der erste Factor m—)l%l— der Classen-Anzahl H ist theilbar durch 4,

wenn A eine solche Primzahl ist, welche "als Factor des Zihlers einer
der ersten }(A—3) Bernoulli'schen Zahlen vorkommt: fiir alle ibrigen
Primzahlen 4 ist dieser Factor nicht durch A theilbar.

Es ist jetzt ferner fir den zweiten Factor der Classen- Anzahl H,
nédmlich ZD" zu untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe durch i
theilbar sei, und unter welchen nicht. Hierzu ist glicklicherweise die Kennt-
nifs der in jedem besonderen Falle nur mit &dufserster Mihe zu ermitteln-
den, in 4 enthaltenen Fundamental-Einheiten nicht nothig, sondern nur die
Definition derselben. Hat man ein System von w1 wunabhkdingigen Ein-
heiten, welche aber im allgemeinen nicht die Fundamental - Einheiten selbst sind,
so erhalt man aus ihnen alle Einheiten, indem man dieselben zu Potenzen erhebt,
deren Exponenten auch rationale Briiche sein konnen und solche mit ‘einander
multiplicirt. Ein solches System unabhingiger Einheiten ist aber das System

e(a), e(af), e(af) . .. e(o5"7),
welches in D) enthalien ist. Setzt man also

‘6‘(“) — o)t e(e)t ... (et )in

a(0) = e(a)i.e(of)e ... e(ag"")"g‘"

15
28#—1(“) = e(a)t Le(aS) ... e(ag"d)rﬁja
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wo die gebrochenen Potenz-Exponenten rf mit-zwei Indices so zu nehmen

sind, dafs &(e), &(e), .... &.,(¢) wirklich zu ganzen complexen Ein-
heiten werden: so sind ‘diese Einheiten Fundamental-Einheiten, wenn die
Determinante der gebrochenen Exponenten, nimlich =+rjr? . .. rZ::, den
moglich - kleinsten Werth hat, aber nicht gleich Null ist. Es mogen nun

wirklich die Exponenten r} dieser Bedingung gemifs bestimmt sein, so dafs

&(e), &(a), . . & () wirkliche Fundamental -Einheiten sind, so hat man,
wenn die Logarithmen genommen werden:

16.  lg(o) = rile(o)frite(es)+ ... Lrk_le(as"”).
Da nun 4 die Determinante der Grofsen le (), l&(e), . .. e, () und
derer, welche durch Verwandlung des e in of, o', ... «#“"" aus denselben
entstehen, bezeichnet, und eben so I) die Determinante der Grofsen /e(«),

le(a), ... le(o=” _2) und derer, welche aus diesen entstehen, indem man o

pu—2

in o8, &, ... & verwandelt: so hat man nach einem bekannten Satze

iiber Determinanten: ’
4 = D.Z+riek ... ')

=19
also
D 1
17- 7 = 2+ o ,ll—l .
ey
Bringt man nun diejenigen rationalen Briche ¥, r%, ... ri_y, welche als

Exponenten in einer und derselben Fundamental-Einheit & () vorkommen, unter
einen gemeinschaftlichen, und zwar den moglich- kleinsten Nenner, welcher

n; sein mag: so kann man allgemein

k
) my,
r —
h nk

setzen, wo m"

. und n; ganze Zahlen sind, von der Art, dafs #; nicht mit allen

mf, mf, ... m;_, einen gemeinschafilichen Factor hat. Hierdurch wird
D NNy oo Ny
18. — = 17 el ..
d Stmim; ... mh~,

D <
Es kann also v den Factor 4 nur dann enthalten, wenn eine der ganzen

Zahlen n,, n,, ... n,_, durch 4 theilbar ist, also nur dann, wenn eine Gleichung
von folgender Form Stait hat:

19.  &(e) = e(a)™.e(ef)™ ... e(as"™)" ",
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in welcher n durch A theilbar ist, aber m,, m,, ... m,_, nicht alle durch 4
theilbar sind. Nun ist aber jede Ate Potenz einer ganzen complexen Zahl
immer einer realen ganzen Zahl congruent, fir den Modul 4, also auch ¢(a)"=c¢,
mod. ., wo ¢ eine reale ganze Zahl bedeutet: also mufs

20. e(a)™.e(oE)™ ... e(af")"? = ¢, mod. 4,
sein, wenn —g— den Factor i enthalten soll, und wo m,, m,, ... m,_, nicht alle

durch A theilbar sind. Um nun die Bedingung zu erforschen, unter welcher
eine solche Congruenz Statt haben kann, mache ich daraus die Gleichung

21.  e(a)m.e(e®)™ ... e(c8" )" = ¢t ag(a),
in welcher ¢ () eine ganze complexe Zahl bedeutet. Eine solche Gleichung
unter ganzen' complexen Zahlen, welche fiir jeden Werth des « gilt, der der
Gleichung 1+ e+ o+ ... +a**=0 genigt, zieht nach bekannten Principien
immer eine fir jeden beliebigen Werth das = geltende nach sich, wenn man
o in & verwandelt und ein Glied von der Form (1-+z+}a2*+ ... L&)y (@)

hinzufigt. Demgemifs erhdlt man hier die fir jeden beliehigen Werth der
Variabeln z geltende Gleichung

R2.  e(x)™.e(x¥)™ ... e(ag”_Q)"'/x-x

= ctrig(@)+ A fxf2*+ ... FaYu(x)
Ich nehme jetzt auf beiden Seiten die Differentialquotienten der Logarithmen,

wobei d;f) durch €' (x) bezeichnet wird, multiplicire mit £ und gebe sodann

dem x seinen besonderen Werth & — o zuriick: so wird

ae(a) aé’e’(ao) o o8 (a8")
B m g LS e el
_ iag (@)+(a+2a*+3a ... F(A—1)at1)y( (@)
ctip(a)

Diese Gleichung enthilt nur complexe Einheiten in den Nennern; also we-
sentlich nur ganze complexe Zahlen. Ich verwandele sie wieder in eine
Congruenz fir den Modul 4, indem ich die Vielfachen von i weglasse; dabei
bringe ich die complexe Zahl v () auf die Form a4 (1—«)f(e), wo a eine
reale ganze Zahl ist, und bemerke, dafs

(1—ea)(e42e? 43+ ... +(A—1)e*") = —4,

also

(a+20 430+ ... +(A—D)@*Dy(e) = (a+ 20+ 3¢+ ... + (i—1)oh ) a
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fir den Modul 4 ist. Endlich bestimme ich noch die ganze Zahl M so, dafs
2¢M = a, mod. 4, und setze der Kirze wegen

e (@) — F(a):

e(x)

so ist
4. m F(a)}mgF(ef)+ ... +m,_ g F(c5"")
= M(e+2+3+ ... +1—1)*)
fir den Modul 4. Ich entwickele jetzt die complexe ganze Zahl F'(¢). Es ist

(A—x&)(1—a78)
e = V(=i

dx)  x'(d+x)  gr(14x8)
e(r) = 2(1—x) 2(1—ua8) 7

also

und daher

Flo) — 2e¢@ _ it gten)

e(@ =~ 1—e 1—eas

Aus der schon oben benutzten Gleichung

| (1—a)(e4-2e2 433+ ... +A—1D*) = —1
folgt nun
1 —(a+2a*-|-3a"‘+ . FA—1a*Y)
1—a ’
und wenn mit 1+ ¢ multiplicirt wird,
1+e = —(A{2a¢+44e*}6a4 ... +2(A—1)a??)
l—e — ) ’

welches, wenn man statt der Zahlen 1, 2, 3,...4—1 in den Coéfficienten
die mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung zusammenfallenden 1, g, g¢., ...
.+ 91—, und in den Exponenten statt ihrer die Potenzen 1, g, ¢°, . .. ¢
setzt, auch so dargestellt werden kann:
Ite _ —(A42042g 042,08} ... +2g2008"")

A

| —e

Wird noch e in ¢ verwandelt und mit ¢ multiplicirt, so ist auch
g(tes) _ —(git2g0s42gg,08'4 ... 42ggi008"")
A

1—af
Wird diese Gleichung von der vorhergehenden subtrahirt, so erhilt man

["(CX) — y—l + 2(9‘]1)'—2—1)05_'_ 2(y;gi)ag—l— L. + 2(yy1_;' 1_'2) l_g

Dieselben Coéfficienten sind aber schon in dem ersten Theile unserer Unter-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 17
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suchung vorgekommen, wo wir sie durch &,, b,, &,, . . . b;_, bezeichneten.
Werden demnach dieselben Zeichen auch hier angewendet, indem allgemein
9Ir1—gx = Ab;
gesetzt wird, so ist ,
25. F(o) = g—1-+2b,0+42b,052b,05° ... 28, 108"
Setzt man noch
bj4+1—g = ¢
und bemerkt, dafs ¢;,, = — ¢, weil b, b =g —1 ist, so nimmt die Ent-
wicklung des F'(c) folgende Form an:

26. F(e) = cla—e)te(ef—ae)+ ... +e, (a8 —ast?),
Werden nun diese Entwicklung und die daraus hervorgehenden von F'(of),
F(c£), ... F(c5"") in der Congruenz (24.) substituirt, so erhilt man aus der
Vergleichung der Coéfficienten der einzelnen Glieder folgende w Congruenzen:

me —mge, ,—mgC,o— ... —m,_ 9" C, = M

27. me, +mge —mgic, ,— ... —m,_,9""¢c; =gM

\mC,tmge, o+ mgic, s+ ...+ m977c = g ML
Um M zu eliminiren, multiplicire ich diese Congruenzen der Reihe nach mit
1, g g0, ... g V@D ynd addire, so ergiebt sich rechterhand
149749+ ... 4+ P"=0, mod. 4,
fir jeden der Werthe n—=1, 2, 3, ... u—1. Die Seite rechts dieser Con-
gruenz verschwindet also fir alle jene Werthe des n: die links aber zerfallt
von selbst in das Product zweier Factoren und es wird

28. (w4 m, g+ ms gt - . .. F-m,_ 9" ")
X (0+cly2n—1+02y'2(2n—1)+ . _I_ 0,;—1.9(/‘—1)(2"—1)) = 0;
welches die Bedingung ist, die fiir alle Werthe n—=1,2, 2, ... u —1 erfiillt werden
mufs, damit -S— den Factor 4 enthalten konne. Wenn nun der Factor ¢+ ¢, g***

+eg® V4 ... +e, 9% fir keinen der Werthe von n durch
theilbar ist, so mufs der andere Factor fiir alle Werthe congruent Null sein.
Es mufs also folgendes System von Congruenzen Statt haben:

m,-mg* - mygt + ... +m,_ g =0
29, [Mmtmg’  tmg- +...4m g =01
m, -+ m, g*¢ V4 my g* D L L +m,_,g#-VCuD = 0
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Die Determinante dieses Systems linedrer Congruenzen ist nicht congruent
Null, denn sie ist bekanntlich aus lauter Factoren von der Form ¢**— ¢** zu-
sammengesetzt, in denen % und A kleiner als #—1 und von einander ver-
schieden sind: mithin ist keine dieser Congruenzen mit den ibrigen identisch,
oder schon in denselben enthalten. Diese Congruenzen sind also nicht an-
ders zu erfillen, als wenn alle die Grofsen m,, m,, ... m,_, einzeln con-
gruent Null sind, fir den Modul i; welches gegen die Voraussetzung ist. Es
mufs also nothwendig der andere Factor der Congruenz (28.) fiir irgend einen

der Werthe n—=1,2, 3, ... ©«—1 congruent Null sein, wenn —jl durch 4

theilbar sein soll, mithin mufs man

30. c¢Heg eVt .. Fegv P = 0, mod. i,
haben. Vermoge der Gleichung ¢;,, = — ¢; und der Congruenz ¢"+* = — 4%,
mod. 4, kann man auch die Anzahl der Glieder verdoppeln, so dafs

c+c,y2""+cgy2(2"‘”+ L +cl_2y(z—,2)(2n—1) =0
als die Congruenz genommen werden kann, welche nothwendig erfiillt werden

mufs, wenn g- durch A theilbar sein soll. Wird zu dieser die Congruenz

(y—i)(l +y2n-1+g2(2n—1)+ . +y(1—2)(2n—1)) = 0
addirt und fir ¢,+g—1 wieder das Zeichen 20, gesetzt und durch 2 dividirt,
so erhialt man endlich die Congruenz in der Form
31.  bhy+b g+ b, L. 53D = 0, mod. A

Dies ist aber die schon oben vollstindig untersuchte Congruenz, welche, wie ge-
zeigt wurde, nur dann Statt -hat, wenn 4 eine derjenigen Primzahlen ist, die als
Factor des Zahlers in einer der ersten } (2 — 3) Bernoullischen Zahlen vorkom-
men. Das Resultat dieses zweiten Theils unserer Untersuchung ist also folgendes:

Der zweite Factor L der Classen—-Anzahl H kann nur dann durch 2

4
theilbar sein, wenn auch der erste Factor ‘(WI:-T durch 4 theilbar ist.
Der umgekehrte Satz von diesem ist nicht ‘mitbewiesen und findet, wie ich
vermuthe, auch gar nicht Statt. Fassen wir nun das Resultat mit dem vorigen
zusammen, so haben wir folgenden Lehrsatz:
Die Anzahl aller nichtiquivalenten Classen der aus Aten Wurzeln der Ein-
heit gebildeten idealen complexen Zahlen ist durch 2 theilbar, wenn A eine
solche Primzahl ist, welche als Factor im Zahler einer der ersten (4 —3)
Bernoullischen Zahlen vorkommt; dagegen fiir alle andern Primzahlen 4
ist diese Classen~- Anzahl nicht durch 4 theilbar.

17 *
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Die zweite Untersuchung, welche ich hier durchfihren will, soll die
Frage erortern: .
Unter welchen Bedingungen kann eine complexe Einheit einer realen
ganzen Zahl congruent sein, fir den Modul i, ohne eine ite Potenz einer
andern complexen Einheit zu sein?
Es sei die zu untersuchende Einheit
m, m, My—y

‘E(o) = tdte(a) e(e) ... e(@?)"

welche Form alle moglichen Einheiten umfafst. Die Bedingung K () = ¢, mod. 4,
wo c¢ eine reale ganze Zahl ist, giebt auch K (a~')=¢, also auch E(c)=E(¢™");
woraus e¢f=a"* folgt. Es mufs demnach o*=1 sein, und wenn zur nten

Potenz erhoben wird, so ergiebt sich, da E(a)= ¢ ist:

n

= +e(a)".e(cB)™ ... e(aé-""z)m"_', mod. A.

Diese Congruenz ist aber mit der obigen, bereits vollstindig untersuchten Con-
gruenz (20.) vollkommen identisch, und wir wissen, dafs wenn 4 eine Prim-
zahl ist, welche in den Zahlern der ersten }(1—3) Bernoullischen Zahlen
als Factor nicht vorkommt, eine solche Congruenz nicht bestehen kann, ohne
dafs an,, m,, ... m,_, alle durch A theilbar sind. In diesem Falle ist also
E(«)" gleich einer Aten Potenz einer Einheit, und 7z ist nicht theilbar durch 4,
indem der Nenner 7z nicht mit allen Zéhlern n,, m,, ... m,_, einen gemein-
schafilichen Factor haben soll. Wenn aber E(«)" gleich einer iten Potenz
und n nicht durch 4 theilbar sein soll, so folgt leicht, dafs auch K'(«) eine
Ate Potenz sein mufs. Bestimmt man nimlich die beiden Zahlen s und ¢ so,
dafs ns — Af==1 ist und - erhebt E(a)" zur sten Potenz, so ist auch K (a)"
= E ()" = E(«)". E(c) gleich einer Aten Potenz einer Einheit. Es ist also
folgender Lehrsatz bewiesen:

(4

Wenn 4 eine Primzahl ist, welche in keiner der ersten } (A —3) Bernoulli-
schen Zahlen als Factor des Zihlers vorkommt, so ist jede aus Aiten
Wurzeln der Einheit gebildete complexe Einheit, welche einer realen
ganzen Zahl congruent ist, fir den Modul 4, eine Ate Potenz einer an-
dern complexen Einheit. '

Hiermit ist die aufgestellte Frage geniigend beantwortet; denn, zu untersuchen,

in wie weit auch die Umkehrung dieses Satzes richtig sei, liegt aufser unserem
Zwecke.
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Aus diesen Untersuchungen geht hervor, dafs die aus iten Wurzeln
der Einheit gebildeten complexen Zahlen in ihren tiefer liegenden Eigenschaften
nicht unwesentliche Unterschiede haben, je nachdem i eine Primzahl ist, welche
in dem Zihler einer der ersten 4(i—3) Bernoullischen Zahlen als Factor
vorkommt, oder nicht; welche Unterschiede ich auch noch bei andern Unter-
suchungen iiber diese complexen Zahlen wahrzunehmen Gelegenheit gehabt
habe. Aus den bekannten Zahlenwerthen der ersten Bernoullischen Zahlen
habe ich alle Primzahlen bis A= 43 in dieser Beziehung gepriift, und gefun-
den, dafs unter denselben nur eine ist, welche im Zihler der ersten }(i—3)
Bernoullischen Zahlen als Factor vorkommt, ndmlich i = 37, da 37 ein
Factor des Zahlers der 16ten Bernoullischen Zahl ist, wihrend die Prim-
zahlen A=3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 43 diese Eigenschaft
nicht haben. Uberhaupt scheint in der Reihe aller Primzahlen jene besondere
Art ziemlich sparsam vertheilt zu sein, so dafs dieselbe fiiglich nur als Aus-
nahme zu behandeln sein maochte.

Breslau, den 18ten Juni 1849.
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