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16.

Uber die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit
gebildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren.

(Von Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor in Breslau.)

In dem vorstehenden Aufsatze, welchen ich als Einleitung zu dem hier fol-
genden anzusehen bitte, habe ich vor einiger Zeit die Resultate meiner Un-
tersuchungen iber die Zerlegung der complexen Zahlen niedergelegt. Die
Entwickelung und Begrindung derselben soll nun der Gegenstand der gegen-
wirtigen Abhandlung sein.

§ 1

Es sei 4 eine Primzahl und a eine imaginire Wurzel der Gleichung o* —1,

so ist die allgemeinste Form der complexen Zahlen, welche wir hier untersuchen :

p(e) = ot a’+ase® ... fag_,at
in welchem Ausdruck die Coéfficienten a,, a@,, a@;, eic. ganze Zahlen sind.
In besonderen Fillen konnen alle diejenigen Coéfficienten der complexen Zahl,
welche mit den zu denselben Perioden gehorenden Wurzeln der Einheit mul-
tiplicirt sind, einander gleich werden; so dafs die complexe Zahl zu einer
linearen Function der Perioden wird. Die Untersuchnng dieser besondern
Art complexer Zahlen, welche andrerseits, da die Perioden auch eingliedrig
sein konnen, die allgemeine complexe Zahl als besondern Fall in sich schliefst,
bildet die Grundlage fiir die Auffindung der Primfactoren aller aus den Wurzeln
der Einheit geformten complexen Zahlen; weshalb wir zunéchst nur von diesen
zu handeln haben.

Besteht die Zahl A —1 aus den beiden Factoren e und f, so dafs
A—1=ce-f, und bezeichnet ¥ eine primitive Wurzel von 4, so kann man
die imagindren Wurzeln der Gleichung o= 1 folgendermafsen in e Perioden
von je f Gliedern zusammenordnen: '

n = o+ fo o’
N = o +a7e+l +a72¢+1+ oL +a7(f—1)e+1,’:
mo= ot Lo p T
M = @ @l T T e

43 *
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Das Product zweier Perioden lifst nsich bekanntlich als lineare Function
der dhnlichen Perioden mit ganzzahligen Coéfficienten darstellen; deshalb sei

k k k k k
' aA) nm= yf—}-mn-{—mlm—l—mmz—{- oo fm,_ym,_y,
woraus ‘auch die scheinbar allgemeinere Gleichung folgt:

k k k k k
R) g = “f+m77r+m177r+1 + "‘2"]r+2+ cees + M Mrter-
k
Der Coéfficient w ist immer gleich Null, aufser wenn f gerade und %4 =0,
k
oder f ungerade und zugleich &= }e ist; in welchen beiden Fillen =1 ist.

Die ibrigen Coéfficienten n:h haben sehr einfache Beziehungen zu einander,
welche wir kurz entwickeln wollen. Multiplicirt man zwei Perioden von
[ Gliedern mit einander, so ist die Anzahl aller Glieder des entwickelten Pro-
ducts gleich ff; deshalb mufs, wenn in der Gleichung (1.) die Perioden als
Summen von je f Wurzeln aufgefafsi werden, die Summe aller Coéfficienten
gleich ff, also

[ = wf+mf-Lmftmft.... fmeif;
mithin : :

kK k& k

@) f[f=ptmtm{m-+t....4m,_,
sein. Setzt man ferner in der Gleichung (2.) nach einander r=—=0,1,2,.... e—1
und nimmt die Summe, so erhilt man

e—1 kK Ok &k k k
%"ﬂrnr+k = efp—m—m—m,—....—m,_;;
also, vermoge a:o.) , und weil ef—21—1 ist:

e—1 k

() Znny = pi—f

Beriicksichtigt man noch den oben angegebenen Werth von ;2, so zeigt sich,
dafs diese Summe immer gleich — f ist; mit Ausnahme der beiden Fille: er-
stens, wo f gerade und k=0, und zweitens, wo f ungerade und k= }e ist;
in welchen Fillen diese Summe gleich 2 —f ist.

Verwandelt man ferner in der Gleichung (2.) % in e—%, so wird

e~k e—k e—k e—k e—k

0 = 1+ m 7, mlﬂr+1+m27ir+2+ L,

Setzt man aber in derselben” Gleichung (2.) »—#k stalt r, so ist

k k k k k
Ty = Bt MG Mt gy F g2t o Mea T igems
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Durch Vergleichung dieser beiden Ausdriicke erhilt man allgemein

.k e—k
(B) mp = m_;.
Multiplicirt man endlich die Gleichung (2.) mit 7,,, und nimmt die Summe fir
r=—0,1, 2, .... e—1, so erhilt man vermittels der Formel (4.):
e—1 k
= kyr Mngr = — [+ Amy, wenn f gerade ist und
0
e—1 k
Ernrnk+r7]h+r = —ff+2"mh+{e') wenn f ungerade iSt;
0
und weil sich in den Summen zur Linken %2 und % vertauschen lassen, so folg
k 3 A
m, =— m;, wenn erade und
@) | T e vemle
"\ My = Myyy., Wenn f ungerade ist.

Die Gleichung (1.), welche die Grundlage jeder Rechnung mit den
Perioden ist, driickt eigentlich ein System von e verschiedenen Gleichungen
fir £&=0, 1, 2, .... e—1 aus. Diese zusammen reichen auch gerade hin,
um aus ihnen die e Perioden selbst zu finden. Eliminirt man niamlich alle
Perioden, aufser der ersten 7, so erhalt man fir 7 eine Gleichung vom eten
Grade; und zwar genau jene bekannte Gleichung, deren Wurzeln alle e Pe-
rioden sind. Léfst man ferner irgend eine der e Gleichungen, welche in (1.)
enthalten sind, weg, und betrachtet die erste Periode # als bekannt, die dbrigen
e—1 Perioden als unbekannt, so erhilt man ein System von e—1 Gleichun-
gen mit e—1 Unbekannten; und zwar ein lineares System, aus welchem sich
Wiy Nay ++++ Ny alle rational durch 7 ausdriicken lassen. Man erhilt so die
Ausdriicke der Perioden als rationale Functionen der ersten (d. h. einer be-
liebigen andern) ; welche Ausdriicke G'aufs auf andere Weise herleitet.

Wir fassen jetzt das System der in (1.) enthaltenen Gleichungen als
ein System von Congruenzen auf, fir den Modil ¢; wo ¢ eine Primzahl sein
soll, welche der Bedingung ¢ =1 mod. 2 geniigl. Anstatt der Perioden
Ny Nusy My ++-+ Moy Selzen wir die unbestimmten ganzen Zahlen u, u,, w,, ...
Dies giebt folgendes System von Congruenzen:

Kk Kook x
(7)) wwy=pfimutmut+mu,+....+m_u,_,, mod g,

far k=0, 1, 2, .... e—1. Es giebt nun immer e wirkliche ganze Zahlen

u, %, t, .... 4, welche diesem Systeme von Congruenzen genugthun:

denn eliminirt man auch hier :alle Unbekannten,- die :erste % ausgenommen,

M gi
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so erhilt man eine Congruens vom eten Grade fir #, welche mit der Gleichung
fir 7, welche alle Perioden zu Wurzeln hat, genau ubereinstimmt.

Diese Gleichung sei \ .

" B8) y+Ay'+d4y+....+4. =Y =0:

so hat die Congruenz ¥=0 mod. ¢ (wie ich in der Abhandlung iber die
Divisoren gewisser Formen der Zahlen, welche aus der Theorie der Kreis-
theilung entstehen, in diesem Journal Bd. 30. S. 107 bewiesen habe) immer
e reale Wurzeln; falls namlich, wie vorausgesetzt worden, ¢ eine Primzahl
von der Art ist, dafs ¢’=1, mod. . Wenn nun u aus der Congruenz ¥ =0,
mod. ¢, bestimmt ist, so werden u,, u,, u;, .... %,_, mittels der in (7.)
enthaltenen Gleichungen nur noch linear bestimmt; eine Unmoglichkeit kann
demnach nirgends eintreten, da iberdies der Modul eine Primzahl ist. Man
wiirde auch mit der einzigen Congruenz ¥ =0 mod. ¢ ausreichen, um alle
Zahlen u, u,, u,, .... u,_, zu bestimmen, weil sie alle auf gleiche Weise
Waurzeln dieser Congruenz sind; aber man wiirde so nicht finden konnen, in
welcher Ordnung die Wurzeln dieser Congruenz zu nehmen sind, damit sie
auch den in (7.) enthaltenen Conéruenzen geniigen.

Da man jede beliebige der e Congruenzwurzeln von ¥'=0 mod. ¢ als
erste ansehen kann (wonach sich dann nur die Reihenfolge der iibrigen zu
richten hat, welche cyklisch immer dieselbe bleibt), so folgt, dafs die den Con-
gruenzen, welche in (7.) enthalten sind, geniigenden Zahlen u, u,, u,,.... u,_,,

ebenso auch der scheinbar allgemeineren, der Gleichung (2.) entsprechenden
Congruenz

k k k+1 K k

9) uu = puf+ 1nu,+1;llu,+l+1n2u,+2—i— covofm,_yu,_,, mod. ¢,
geniigen; fir alle Werthe der Zahlen » und k. Jeder der e Perioden 7, 7,,
Ty -« -+ Ne—y entspricht also eine der Congruenzwurzeln u, u;, %, .... u,_,,
in der Art, dafs, wenn man stait der Perioden in den Gleichungen (2.) ihre

analogen Congruenzwurzeln setzt, diese Gleichungen zu richtigen Congruenzen
fir den Modul ¢ werden.

o s2 |

Die Congruenzwurzeln w, u,, u,, .... u,_; befolgen, wie wir im vo-
rigen Paragraphen gezeigt haben, in ihrer Multiplication, genau dieselben Ge-
setze wie die Periodeti; und da ohnedies die Addition und Subtraction fiir -die
Congruenzwurzeln dieselbe ist wie. fir die Perioden, so folgt der wichtige
Satz: Dafs su jeder:Gleichung, unter den Perioden, welche nur Additio-
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nen, Subtractionen und Mulliplicalionen derselben enthalten, stels eine
enisprechende Congruenz sein mufs, welche man dadurch erkdlt, dafs
man nur anstatl der Perioden ihre entsprechenden Congruenzwurzein
setzt. Es gehoren ferner zu einer einzigen solchen rationalen Gleichung im-
mer noch e—1 conjugirte, welche aus ihr durch Vertauschung der Perioden,
mit Beibehallung der cyklischen Ordnung derselben, gebildet werden, oder, was
dasselbe ist, durch gleiche Vergrofserung aller Indices der Perioden; wobei
von den Indices, welche griofser als e —1 werden, e, oder Vielfache von e,
abzuziehen sind. Dafs namlich eine solche Verinderung jeder rationalen Glei-

chung, unter den Perioden, die man auch nur als eine Anderung der Wurzel

i_
= 11 =0 ansehen kann, stets gestaitet ist, folgt sehr leicht

o der Gleichung

P
aus der Irreductibilitat dieser Gleichung. Ebenso gehdren auch eigentlich zu
einer solchen Gleichung unter den Perioden nicht nur eine, sondern stets e
Congruenzen, weil man die Congruenzwurzeln, mit Beibehaltung ibrer cykli-
schen Ordnung, auf e verschiedene Arten den Perioden zuordnen kann.

Hiernach folgt z. B. aus der Gleichung #-+n+m+. ...+ 75, =—1
die Congruenz

1) wtutwt....4u_, = —1 modg;
ferner aus der Gleichung (4.) §. 1. die Congruenz

e—1
R) =Zuwu, = —f mod ¢;
0
mit Ausnahme der beiden Fille: erstens, wo f gerade und k=0, und zwei-
tens, wo f ungerade und &= }e ist; in welchen Fillen diese Summe con-
gruent 4 —f ist.

Bezeichnet ferner F'(n) irgend eine ganze rationale Function der Pe-
rioden 7, 7,y 75 « ... 7., Mit ganzzahligen Coéfficienten, welche irgend wie
als Product von Factoren, oder als Summe solcher Producte erscheinen mag:
so kann man dieselbe bekanntlich immer auf die Form

@) F@p = a’?‘l‘anﬂx‘l'az?iz"l' v oo T Bey ey
bringen. Setzt man nun stait der Perioden die Congruenzwurzeln, und zwar so,
dafs u, statt 7, u,, statt 7,, %, ,, stalt 5, u.s.w. gesetzt wird, in welchem Falle
wir die ganze Zahl, in welche F'(n) ubergeht, durch F'(u,) bezeichnen, so ist
@) ) =autaw,+at,t ... fa-,u._, modg,
fir jeden beliebigen Werth von r. Enthalt F'(s) den wealen Factor .¢, so

Y
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miissen, nachdem diese complexe Zahl auf die einfache Grundform (3.) ge-
bracht ist, alle Coéfficienten a, a,, a,, ..... a._, einzeln durch ¢ theilbar
sein; und in diesem Falle mufs deshalb auch ¥ (#,)=0 mod. ¢ sein, fir
jeden Werth von 7. Stellt man sich ferner nicht nur die complexe Zahl F'(7),
sondern auch alle ihre conjugirten, welche durch cyklische Verinderung der
Perioden entstehen, auf die einfache Grundform gebracht vor, so erhilt man

Fn) = an fantant....+a_,7.,
F(”h) = a"]l -"'017]2""‘ 02173+.... +ae—177?
3. F(p) = an + “1773‘!‘“2774+ e *l‘ae—l"h,

F(ﬂe—1) = a"?e—1+al77 ‘l‘aﬂh‘l‘ oo *}‘ae—l"]e-z-
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 7z, 734y, %2, -

u.s. w. und addirt, so erhdlt man, vermoge der Gleichung (4. §.1.), wenn [
gerade ist:

(6. ﬂkli'(ﬂ)+7]k+1F(77|)+"7k+2-F("72)+ e +7ik—1F(77e-1)
= gh—(a+a,+ ....tea._)f;
und da die Addition aller Gleichungen (5.)
(7)) F)+Fo)+Fo)t....+F0-d = —(ata+t....ta.y)

giebt, so erhilt man:

B) m—NFm+n—NF@)+ ... + s —NFOey) = ay.h
Wenn [ ungerade ist, modificirt sich dieses Resultat nur insofern, dafs anstatt
a;.A alsdann ;.24 herauskommt. Setzt man nun stait der Perioden die
Congruenzwurzeln, so ergiebt sich

(w—NF )+ —HF @)+ ...+ — ) F(u,) = a.1, mod. ¢,
oder congruent @;,;..A, wenn f ungerade ist. Wenn nun F'(u,) =0 mod. ¢
ist, fir jeden Werth von 7, so folgt aus dieser Congruenz, dafs simmtliche
‘Coéfficienten @, @,, @, .... a@,_, durch ¢ theilbar sind, dafs also auch die
complexe Zahl #(7) den realen Factor ¢ hat. Es sind demnach folgende zwei
Sitze bewiesen worden, von welchen einer der umgekehrte des andern ist:

Wenn eine ganze rationale Function der Perioden mit ganzzahligen
Coéfficienten durch den realen Factor q theilbar ist, so sind auch
alle digjenigen ganzen Zahlen durch q theilbar, welche entstehen,
wenn man statt der Perioden ihre entsprechenden Congruenswurzeln
far den Modul q selzt;

o
b
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und umgekehrt:

Wenn alle die e ganzen Zahlen, welche aus einer ganzen rationalen
Function der Perioden entstehen, indem statt der Perioden die Con-
gruenzwurzeln fir den Modul ¢ gesetzt werden, durch gq theilbar
sind, so ist diese Function der Perioden selbst durch g theilbar.

Ist ¢(7) irgend eine aus den Perioden gebildete complexe Zahl, so
nennen wir das Product aller conjugirten complexen Zahlen, welches immer
eine ganze Zahl ist, die Norm der complexen Zahl ¢(7) und bezeichnen das-
selbe durch :

No®) = ¢@e@) @) - - . P(7es)-
Wendet man nun die stében gefundenen Sitze auf diese Norm an, so ergiebt
sich, dafs: Wenn die Norm No(n) durch ¢ theilbar ist, stets auch eine
der ganzen Zahlen ¢(u), ¢(u,), ¢(U)y.... ¢(%._,) durch q theilbar sein
mufs; und umypkelzrl dafs, wenn eine dzeser Zahlen durch q theilbar ist,
auch die Norm durch ¢ theilbar sein mufs.

S 3.

Fir die Untersuchung der Primfactoren jeder gegebenen complexen
Zahl ist es noch sehr wichtig, zu beweisen, dafs es stets solche complexe,
aus Perioden gebildete Zahlen giebt, deren Norm durch ¢ theilbar ist, aber
nicht durch ¢?; und zugleich zu zeigen, wie diese complexen Zahlen gefunden
werden konnen. Im allgemeinen wird es schon unter den complexen Zahlen
U, Uy, Up—T], e Uy — ), deren Normen alle durch ¢ theilbar sind,
einige geben, welche die verlangte Eigenschaft haben; ja es ist leicht zu be-
weisen, dafs immer wenigstens eine dieser complexen Zahlen geniigt, sobald
es unter den Congruenzwurzeln «, u,, u,, .. .. %,_, nur noch eine giebt,
welche keiner andern gleich ist. Da dies aber wirklich, namentlich fiir sehr
kleine Werthe von ¢ und grofse Werthe von e, nicht immer der Fall ist, so
wenden wir, um diese verlangten complexen Zahlen zu finden, folgende Me-
thode an, welche stets sicher zum Ziele fihrt.

Wir suchen zunichst eine complexe Zahl ¢(n) von der Art, dafs das
Product ¢(7,)¢(7,) durch ¢ theilbar sei, sobald » und s verschieden sind;
aber nicht durch ¢ theilbar, sobald » und s einander gleich sind. Eme solche
Zahl ist immer die folgende: .

1) oM@ = f‘{"“’?‘*‘“l’h"""ﬂh'{"--.-+u¢_11],_,.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 44
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Es ist namlich

ow,) = ftuu 4w, Y. 4....+u,_,u._,, mod ¢,
also, vermoge der Congruenz (2.-§. 2.),

¢(u.) =0, mod. ¢,
mit Ausnahme der beiden Fille: erstens, wo f gerade und r — 0, und zwei-
tens, wo [ ungerade und r = }e ist; in welchen Fillen ¢(u,) = 1 ist.
Eben so ist ¢(u,)=0, oder =24, unter denselben Bedingungen. Demnach ist
das Product 3
R) o¢@m)p(u,)=0, mod. ¢,
fir jedlen Werth von # und s; mit Ausnahme der beiden Faille: erstens, wo
r=—s5=0 und f gerade, und zweitens, wo r =—s =} e und f ungerade ist.
Léafst man nun die Congruenzwurzeln alle moglichen Werthe durchlaufen, mit
Beibehaltung der cyklischen Ordnung, so enthilt diese eine Congruenz (2.)
eigentlich e Congruenzen, aus welchen mittels des zweiten Lehrsatzes im vori-
gen Paragraphen sogleich folgt, dafs
¢m)e () = 0, mod. ¢,

ist; mit alleiniger Ausnahme des Falles 7==1s; wie es verlangt wurde.

Ich untersuche nun weiter von der complexen Zahl A — g (n) =vy(y)
die Norm

Ny(m) = (b—e@M)G—9@m) C—o0m) ... (A —¢(7.1)-

Entwickelt man das Product rechts, und lafst dabei alle durch ¢ theilbaren
Theile weg, so erhilt man mittels der Congruenz ¢(7,)p(n,)= 0, mod. ¢,
folgende Congruenz:

Ny@m) = ¥—1"(¢m+om)+em)+ ... +9®.1)), mod. g,
und da

oM+ +oem)+ ... +9®—) = i, mod. ¢,
ist, so ist
Ny(n) = 0, mod. ¢.
Eben so soll jetzt die Theilbarkeit durch ¢ der complexen Zahl

() = Y)Y -+ .. ¥, oder

) = A—9@))A—9m) ... (A — P(Ne-r))
untersucht werden, welche, mit Ausnahme des ersten Factors, alle Factoren
dér Norm von w(n) enthilt. Durch Entwicklung und Vernachlifsigung aller
durch ¢ theilbaren Theile erhilt man hier: o :

o) =+ —2"(em)+oemm)+ .- +9")), mod. g,
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und da

Q)+ et - FPMenr) = 2 — ()

ist, so ist '
P) = 1 =2 (A—9m) = ¥ ¢(n), mod. ¢;

also ist ¥(5)) nicht durch ¢ theilbar. Ich behaupte nun, dafs immer y(7), oder

doch y(7)-+}¢, eine der verlangten complexen Zahlen ist, deren Norm den

Factor ¢ einmal enthélt, aber nicht mehrmals. Um dies zu beweisen, ent-
wickle ich N(y(n)-}¢) nach dem Modul ¢°, was

Ny +9) = Nym)+9(Fm+ ¥+ ...+ #(.-.)), mod. ¢,
giebl. Wenn also wirklich y () nicht eine der verlangten Zahlen, sondern,
aufser durch ¢, auch durch ¢* theilbar ist, so ist

Nwym+9) = ¢g(F@+Fo)+....+ Fn.-)), mod. ¢
Multiplicirt man mit #(7) und beachtet, dafs ‘F(’q) #(n,) immer den Factor ¢
enthilt, aufser wenn r =20, so erhalt man

FN@m+9) = ¢(¥Fm))y mod. ¢*;-
und da (¥(n))* nicht mit ¢ aufgeht, so folgt, dafs N(y(n)-¢) nicht durch
g theilbar ist. Es giebt also stets complexe Zahlen, deren Normen einen
bestimmten realen Primfactor ¢ nur einmal enthalten.

S 4.

Wir wenden uns jetzt zu den allgemeineren complexen Zahlen, welche

nicht aus den Perioden, sondern irgend wie aus den Wurzeln der Gleichung
o* =1 gebildet sind und welche also auf die Form
fle) = ayeta,0*fayo®+ .. +az_10¢

gebracht werden konnen. Jede complexe Zahl ist ein Factor irgend einer
realen ganzen Zahl; namentlich ist sie stets ein Factor der Norm: deshalb ist
auch jeder Primfactor einer complexen Zahl zugleich Primfactor einer realen
ganzen Zahl; und zwar immer Primfactor der Norm. Aus diesem Grunde
haben wir zunichst die Bedingungen zu suchen, unter welchen die Norm einer
complexen Zahl ‘einen gegebenen realen Primfactor ¢ enthalt. Alle nicht durch
A theilbaren Zahlen konnen nun bekanntlich nach den verschledenen Expo-
nenten eingetheilt werden, zu welchen sie gehofen, fir deii "Modul 4 (8. Gaufs
Disquisitiones arithm. §. 52.); ‘und ‘diese Eintheilung begiundet auch die wesent-
lich verschiedenen Charactere der Divisoren der Norm. )

Es sei demnach ¢ eine Primzahl, welché zam EXponenten von f (eltiem
Divisor von A —1) gehért, so dafs q’=1 mod. 4, aber so; dafs keine niederere

44*
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Potenz von ¢ der Eins congruent sei: so ist (Vergl. die Abhandlung iiber
die Divisoren etc. in diesem Journal Bd. XXX. S. 115)
1) (f(e)? = [(e7), mod. ¢:
also, wenn man wiederholt zur gten Potenz erhebt:
@) ()" = fe), mod. ¢,
und folglich, wenn 2=0, 1, 2, .... f—1 gesetzt und multiplicirt wird:
(3)  (fla)orrt -+ = f@)f(@)f(@)....f(e "), mod. g.
Setzt man nun o™ statt e, und fiir ¢, wo es als Exponent des & vorkommt,

seinen congruenten Werth, als Potenz einer primitiven Wurzel y, welche, da
¢"=1, mod. A eine e* Potenz, also p = y", mod. 4, sein mufs: so erhilt man

(4) (oot s = fa™) (@) (@) oo f@ ), mod. .
Es hat r keinen gemeinschaftlichen Factor mit f, well g nach der Voraus-
setzung so zum Exponenten [ gehort, dafs ¢7, aber keine niedrigere Potenz
von ¢, der Eins congruent wird fir den Modul 2. Giebt man also dem m nach
einander e Werthe, welche alle nach dem Modul e incongruent sind, so erhilt
man durch Multiplication dieser Congruenzen rechts das Product aller conju-
girten complexen Zahlen, d. h. die Norm der complexen Zahl f(e), folglich

(G)  f@™ ) = Nf@), mod. g;
wo das Productzeichen I7 sich auf die e verschiedenen Werthe des m be-
zieht, welche nur der einen Bedingung unterworfen sind, dafs sie alle incon-

gruent sein missen, fir den Modul ¢ Wenn nun die Norm Nf(e) durch ¢
theilbar ist, so’ist auch*

0/ 71C ) RAARRES wtgfl = 0, mod. ¢;
woraus nothwendig folgt:
(6) IIf(ef") = 0, mod. g.
Wir haben also folgenden Satz:
Wenn Nf(e) durch q theilbar ist, wo ¢ eine zum Exponenten f ge-
horende Primzahl bezeichnet, so miissen von den L—1 conjugirten

complexen Zahlen f(a), [(e8), f(ef"), ete. je e, deren Wurzeln nur
vers'cﬁzedenen von den e Perioden,. zu je f Gliedern, angehoren,
immer ein Product geben, welches durch g theilbar ist.

Aufserdem folgt noch als Zusatz;

Wenn die Norm Nf(c) durch den zum Ewponenten f ye[wrenden



16. Kummer, Zerlequng der Wurzeln der Einkheit in Primfactoren. 337

Primfactor ¢ theilbar ist, so mufs sie immer [ mal den Factor ¢
enthalten, oder durch ¢ theilbar sein.

Um nun weiter die Congruenzbedingungen zu finden, welchen die Coéf-
ficienten der complexen Zahl f(e) genigen missen, damit die Norm der-
selben durch ¢ theilbar sei, werden wir dieser complexen Zahl eine Form
geben, in welcher stait der einfachen Wurzeln «, o, o, etc., insoweit es mog-
lich ist, die Perioden von je f Gliedern auftreten. Nach Gaufs Disqu. arithm.
§. 348, sind alle Wurzeln, welche in einer Periode von f Gliedern vorkom-
men, zugleich Wurzeln einer Gleichtng vom ften Grade von der Form

o+ P/~ P ... 4P = 0,
deren Coéfficienten ganze und ganzzahlige Funclionen der Perioden von je
f Gliedern sind. Mittels dieser Gleichung kann man aus dem Ausdrucke
fle) = aeta, &+ a0+ ... Fag_ ot
alle Potenzen des ¢, von o' bis zu o hinab, eliminiren, und erhilt dadurch
einen Ausdruck von folgender Form:

(7)) o) = o) toep@+Ep(m)t-... e pra(m),
wo ¢(7n), ¢1(1), ¢.(77), etc. aus den Perioden von je f Gliedern gebildete
complexe ganze Zahlen sind. Es lifst sich auch eine bestimmte complexe Zahl f(a)
nur auf eine einzige Weise auf diese Form bringen.

Der gefundene Satz iiber die Theilbarkeit der Norm durch den Prim-
factor ¢ lafst sich nun folgendermafsen ausdricken:

Wenn Nf(a) durch den zum Exponenten f gehorenden Primfactor ¢
theilbar ist, so mufs das Product der e Factoren

(ef@) +eaf@) +af@™) +.. +cf_x @),
(8) (cf(ao +c1 f(a"“)+c f( "+‘>+ e fa ),

(e e (ar’"‘>+ - H o @)
stets durch ¢ theilbar sein, fir alle beliebigen Werthe der durch ¢ bezeich-
neten A—1 Coéfficienten: denn alle einzelnen Theile dieses entwickelten Pro-
ducts sind dem obigen Satze zufolge durch ¢ theilbar; ganz abgesehen von
den Coéfficienten. Setzen wir nun fir f(e) den gefundenen Ausdruck:

fl@) = o@)+tepm)+ep(n)+.... +af“sp/.1(n)

und der Kiirze.wegen
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k k . k k k

[ ¢t a + ¢ +....+ ¢ = C,
k Lk 2e ¥ irate ® K
ac—[— o t:1 + o 02 .o o ¢ = G,

k
) o c+. a 01 ‘l a7 02 + + aQY(f.l)eCf—l == 5,

o e + “(f-l)re a1+ a(ﬁp;ﬂt L SR s o ﬂf’l)e 1 = Cf—l s

so verwandelt sich dieses Product in fblgendes.
(o) + Copt) + Cegnln) + - F Crospra(n))
(10.) X (C‘P(’h) + Cx <P1(7h)+ Ca‘ﬁ2(ﬂ1)+ o Cf—lfl’f—l(ﬂx))

( C @ (Me-1) + Cl (21 ("7e-1) "l" Cl P2 (Ne-1) ‘l‘ “f‘eC:"—l Pr1Pr ("7;:-1)) 5
welches also ebenfalls durch ¢ theilbar sein mufs, und zwar fir alle belie-
bigen Werthe der A—1 Grofsen C: denn da die mit ¢ bezeichneten Gro-
fsen vollig beliebig waren, so folgt vermoge der Gleichungen (9.) das Gleiche
fir die Coéfficienten C Nimmt man diese Coéfficienten unabhéngig von « an,

und setzt allgemein Ch C., so geht das Product (10.) in die Norm der
nur aus Perioden gebildeten complexen Zahl

Com)+ Cip(m+Copo(n)+. ...+ Cr19¢r—1y(n)
iiber; und damit dieselbe den Factor ¢ habe, mufs nach (§.2.), wenn statt
der Perioden die zugehorigen Congruenzwurzeln gesetzt werden,

(11') C‘P (ur) + Cl‘pl (ur)+ 02 P2 (ur) + e +Cf_1([)f_1(u,) = 0, mod. 9,
sein, fir irgend einen Werth von ». Diese Congruenz aber kann, da die
Coéfficienten noch vollig beliebig sind, nicht bestehen, ohne dafs die einzelnen
Glieder der Null congruent sind, also nicht ohne dafs

‘P(ur) = O’ Sol(ur) = O, sz("r) = O’ s:e0 (Pf—l(ur) E'Oﬂ mOd- (I,
ist. Umgekehrt: wenn diese / Congruenzen erfillt werden, so ist auch

f@f(@f()....fla*™) = 0, mod. ¢,
also Nf(c) durch ¢ theilbar. Dlese Resultate lassen su:h {durch fo]genden Sat7
aussprechen :
Wenn Nf(c) durch die Primzahl g theilbar ist, welclze sum Ex-
ponenten f gehort, far den Modul i: so mussen die [ Lonyruenz-
bedingungen

pu)=0, ¢(u)=0, Son(“r)E g veee Pra(u,)=0, mod. g,
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erfullt werden, fir irgend einen Werth von r; welche Congruenzen
man dadurch erhdlt, dafs man f(c) auf die Form

f@) = om)+oepm+Ep(m+....+ e ppin)
bringt und statt der Perioden in @(n), ¢(n), ¢(), .... die ent-
sprechenden Congruenzwurzeln setzt. Umgekehrt: wenn die ' Con-
gruenzbedingungen erfillt werden, so ist auch Nf(c) durch ¢, (also
auchk durch ¢') theilbar.

Es giebt noch eine andere, aber weniger brauchbare Art, die Bedin-
gung auszudriicken, dafs NNf(e) durch ¢ theilbar sein soll. Bildet man nam-
lich das Product

F@f@)f(@).... f@7) = Fap,
welches, als symmetrische Function der in einer Periode enthaltenen Wurzeln,
eine Function der Perioden von je f Gliedern ist, so erhilt man

Nf(e) = F()Fm)F () .. .. F0._y).

Damit nun Nf{«) durch ¢ theilbar sei, ist es nothwendig und hinreichend, dafs
F'(u,)=0, mod. ¢, sei, fir irgend einen Werth von r. Es ist bemerkenswerth,
dafs hier nur eine einzige Congruenzbedingung gefunden wurde, und zwar,
in Beziehung auf die Coéfficienten von f(e), vom ften Grade, wihrend sich
oben [ Congruenzbedingungen vom ersten Grade fir die Theilbarkeit der Norm
Nf(e) durch die Primzahl ¢ ergaben; und da beide in gleicher Weise hin-
reichend und nothwendig sind, so ist zu schliefsen, dafs die eine Congruenz
vom ften Grade F'(u,) = 0, mod. ¢, genau Dasselbe ausdriickt, wie die f linea-
ren Congruenzen ¢(u,) =0, ¢,(%,)=0, .... ¢r (%) =0, mod. ¢, oder
dafs jene eine Congruenz nicht erfiillt werden kann, ohne dafs diese f Con-
gruenzen zugleich erfillt werden.

§. 5.
Wenn fiir eine complexe Zahl f(), welche auf die Form
f(@) = o) tepm+ &g+ ...+ gri(n)
gebracht ist, die f Congruenzbedingungen _
pu)=0, ¢ u)=0, ¢(¥)=0, .... +op,(u)=0, mod. ¢,
erfiillt werden, so wollen wir dies kiinftig kurz so ausdriicken: es sei f(e)=0,
mod. ¢, fir 7=u,. Durch Festsetzung einer einzigen Congruenzwurzel, welche

einer Periode entsprechen soll, ist, da die cyklische Ordnung bei beiden stets
unverdndert bleibt, zugleich fiar jede Periode die entsprechende Congruenz-
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wurzel bestimmt; oder in der einen Beslimmung fir % =u, liegen zugleich
die folgenden: n,—w,,,, 7,=1u,,, etc.; auch 7,_,—=wu.

Hiernach ist leicht einzusehen, dafs, wenn f(e) als ein Product von
Factoren auftritt, und einer derselben hat die Eigenschaft, congruent Null zu
werden fir 7= w,: dafs dann auch das entwickelte Product dieselbe Eigen-
schaft haben mufs. Ist namlich

(1) f@ge) = k()
und () =0, mod. ¢, fir 7=wu, und man bringt f(e) auf die Form
f(@) = g tep(m) o+ ...+ i (1),

so sind alle Glieder des Products f(c)g(c) mit einer der complexen Zahlen
@)y ¢:1(n)s $2(7), etc. multiplicirt; sie werden also alle durch ¢ theilbar,
fir n =u,. Um aber den umgekehrten Satz zu beweisen, némlich, dafs, wenn
h(e)=0, mod. ¢, fir 7=1wu,, und g(e) nicht congruent Null ist, fir »=w,,
nothwendig f(¢) =0, mod. ¢; fir 7=, sein mufs, setze ich

[@F @) (@)....[(@"™) = Fap,

9(@)g(@)g(@™).... 9@ ™) = €@,

h(e)h(a?)h(a?™). ... k(%) = H(y).
Dann erhilt man aus der Gleichung f(«)g () =4A(c):
| @) Fo)6wm) = Ha).
Wenn nun %£(e)=0, mod. ¢, fir n=wu, ist, so ist auch H() =0, mod. ¢,
fir 7= w,, oder (wie wir dies bisher immer kurz bezeichneten) H(u,)=0,
mod. ¢: also mufs, wenn in (2.) u, statt  gesetzt wird, auch eine der bei-
den ganzen Zahlen F'(u,) oder &'(u,) durch ¢ theilbar sein; und wenn nach
der Voraussetzung ¢ (e) nicht =0, mod. ¢, fir =1, ist, so ist auch G'(u,)
nicht congruent Null, also F'(#,)=0, mod. ¢. Die Bedingung F'(u,)=0,
mod. ¢, ist aber, wie zu Ende des vorigen Paragraphen gezeigt wurde, iden-
tisch mit der Bedingung ¢ (u,) =0, ¢,(%,) =0, ¢,(%,) =0, .... ¢, (4,) =0,
mod. ¢, also auch identisch mit der Bedingung f(«¢) =0, mod. g, fir 7=u,.

Da nun bewiesen ist, dafs die Bedingung f(«) =0, mod. ¢, fir n=wu,
stets dieselbe bleibt, es mag f(«) in entwickelter Form auftreten, oder in Form
eines Products aus zweien, und folglich auch aus mehreren complexen Zahlen:
so folgt von selbst der Satz: '

Wenn eine aus Factoren bestehende complexe Zahl durch q theilbar
ist, so miissen fur alle Werthe n—=u, n1="1u;, =1ty .... =W,
irgend einige ihrer Facltoren congruent Null werden, mod. q.

4
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und umgekehrt: ,
Wenn fur jeden der Werthe n—u, n—=u,, n—=1t,, .... n=14,_,
irgend einer der. Factoren einer complexen Zahl congruent Null
wird, mod. q: so enthdlt dieselbe den realen Factor .

Die f Congruenzbedingungen, welche wir in dem Ausdrucke f(a) =0,
mod. ¢, fir = u, zusammenfassen, lassen sich noch auf eine andere Weise
sehr einfach ausdriicken. Ist namlich () eine complexe Zahl von der Art,
wie wir sie in (§. 3.) fanden, nemlich, dafs die Norm derselben oder das
Product v (n)w(n)w (). ... ¥(5._,) durch ¢ theilbar sei, nicht aber durch ¢*:
so mufs, wie oben gezeigt, v (4,)=0, mod. ¢, sein, fir irgend einen bestimmten
Werth von . Wird nun, wie in (§. 3.),

) = vym)Y(m) ... « Y(Memr)
gesetzt, so behaupie ich, dafs die Bedingung f(e) =0, mod. ¢, fir =7,
identisch ist mit der Bedingung f (o) ¥ (n) =0, mod. g. Es ist ndmlich ¥(z),
weil es die e—1 Factoren ¥(7,), ¥ (1), .... w(7._,) enthilt, fir alle Werthe
N=1u, U, U, ....U%,_,, mit Ausnahme des Werths 7=, , durch ¢ theil-
bar: wenn also f(«) = 0, mod. ¢ ist, firn=wu,, so ist das Product f(e) ¥(7)
fir alle Werthe n — u, u,, %,, .... %,_,, ohne Ausnahme, congruent Null,
mod. ¢, und enthilt also den realen Factor ¢. Wenn ferner, umgekehrt, f(c) #(7)
durch ¢ theilbar ist, so missen die beiden Factoren zusammen fiir alle Werthe
=M, U, Uy, ....U,_, durch ¢ theilbar sein, und da ¥(n) fir 7 =1wu, nicht
durch ¢ theilbar ist, so mufs nothwendig der andere Factor f(e)=0, mod. ¢,
fir n=1u, es sein.
§. 6.

Die Coéfficienten einer complexen Zahl von der Form

pm) = “77+“1771+ az’lz‘l" core T Gemiems
lassen sich, wie in (§. 2.) gezeigt, auf unendlich viele verschiedene Arten so
bestimmen, dafs die Norm Ng¢(7) durch die zum Exponenten f gehorende
Primzahl ¢ theilbar, also ein Vielfaches von ¢ wird. In vielen Fillen, aber
nicht immer, gelingt es sogar, complexe Zahlen zu finden, deren Norm die
reale Primzahl ¢ selbst ist, so dafs ¢ =g () @ ()P (M) . .+ .. ¢ (7,-r); die com-
plexe Zahl ¢(7) mufs alsdann, wenn statt der Perioden die Qntsprechenden
Congruenzwurzeln gesetzt werden, durch ¢ theilbar werden, so dafs ¢(%,) =0,
mod. ¢, ist, far irgend einen bestimmien Werth von r. Wenn nun dig ‘Norm
von ¢(7) gleich ¢ ist, so ist (%) ein nicht weiter in Factoren zerlegbarer
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 45 -
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Primfactor der realen Zahl ¢. Wire némlich ¢ () in zwei complexe Factoren
zerlegbar, so dafs ¢ () = f(a)(%*e, so mifste zundchst, weil ¢ () =0, mod. ¢,
fir n==w, ist, auch einer det beiden Facloren, zu welchen ich [ (e) nehme,
congruent Null gein, mod. q\, far n._u, Aus ¢ (n) = f(e)g(a) folgt aber weiter,
wenn man e in of, o'y, . a*™ verwandelt und die Gleichungen multiplicirt:

. sﬂ(n)sv(m)q)(nz) o+ P(Ner)
= f@)f(enf(a).. f(ar‘“‘w(a)y(w)y(w’) L g, |
Da nun f(¢) =0, fir n=1w, ist, so ist das Product f(c)f(«?)f(e"*)....f(a¥")
durch ¢ theilbar, also gleich ¢ F'(e); und da @ ()@ () PpM) - ... P(7e—y) =g
ist, so erhdlt man, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors ¢:

1 = F(o)g()g(@)g(@)....g(a):

es miissen also alle Factoren rechts nur complexe Einheiten und mithin mufs
namentlich g(«) eine complexe Einheit sein. Wenn man demnach die Zahl
®(n), deren Norm die Primzahl ¢ ist, auf irgend eine Weise in zwei Factoren
zerlegt, so ist einer derselben stels nur eine complexe Einheit, und ¢(7) ist
also wirklich eine complexe Primzahl. Wenn nun irgend eine complexe Zahl
f(e) diesen Primfactor ¢(7) der realen Primzahl q als Factor enthilt, so
dafs f(a) =g (n)g(e) ist, so mufs fle)=0, mod. ¢, fiir n=1wu, sein, weil
¢p(u,) =0, mod, ¢, ist. Eme Umkehrung dieses Satzes lafst sich nicht ohne
Weiteres aufstellen;; denn in vvielen Fillen. existirt ein solcher Primfactor von
g nicht, wahrend die Congruenzbedmgung fle)= 0, mod. ¢, fir n=1u, wirk=
lich erfallt wird. Diese Congruenzbedingung aber, als die bleibende und jener
Zufslligkeit, ob ¢ sich als Product von e conjugirten complexen Zahlen darstellen
lasse, nicht unterworfene Eigenschaft einer complexen Zahl, soll nun als Defi-
nition der complexen Primfactoren benutzt werden, ‘welche selbst sodann ent-
weder als wirkliche complexe Zahlen fir sich darstellbar sein konnen, oder
auch nicht; in welchem letzteren Falle sie ideale Primfactoren genannt wer-
den sollen. Anstait der Congruenzbedingung selbst aber werden wir den Aus~
druck derselben am Ende des vorigen Par_agraph‘en withlen, weil ‘dieser sich
am leichtesten auch auf den Fall ausdehnen lafst, wo einer und derselbe Prim-
factor mehrmals in- einer complexen Zahl enthalten ist:

" Die allgemeine Definition der realen oder idealen anfactoren einer
gegebenen complexen Zahl ist also folgende: "~ st
Es sei y(n) eine avs den ‘e Perioden von je f Glzédérn yeMdete

complexe Zahl, von dei' Art, daﬁ’ dw Norm 1/;(7;)1/;(17,)1;:(#;2) W ()
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durch die zum Kxponenlen [ gehirende reale Primzakl ¢ theilbar ist,
nicht aber durch ¢, so wie, dafs w(u),_ 0, mod. q: dann setze man

) = YOYm) e Y Wes) :

Wenn nun irgend eine conqplea:e Zalzl f(e) die Ezgemc&aﬂ Izat, daﬁ‘
das Product () ¥ (7,) durch g theilbar ist, so soll dies so ausyedruckt
werden: es en’halle f(c) den zu 1,=—= u gehirenden Prszactor von ¢.
Wenn ferner f(a) die Fzyen.sclmﬂ hat, dafs () (F,)) durch ¢
theilbar ist, aber [(a)(Fn.))'** nicht theilbar. durch q/‘“, so soll
dies heifsen: es enthalte [(c) den zu 7, —u ye/corenden Prszactor
von q genau u mal.

Die Zweckmafsigkeit dieser Definition kann sich erst aus der auf die-
selbe gegriindeten Theorie ergeben; in welcher wir zeigen werden, dafs man
mit den Eigenschaften der complexen Zahlen, welche wir so eben als Prim-
factoren derselben definirten, und welche in vielen Fillen auch wirkliche
Primfactoren derselben geben, genau eben so rechnen kann, wie mit den
ganzzahligen Primfactoren der zusammengesetzten ganzen Zahlen. Zunichst
aber ist hier noch nachzuweisen, dafs diese Primfactoren von den besondern
Eigenschaften der zu ihrer Auffindung zu benutzenden complexen Zahl ¥(7)
ganz unabhiingig sind, oder dafs man immer genau dieselben Primfactoren
erhilt, auch wenn man statt der complexen Zahl ¥(7) eine andere Zahl von
denselben oben angegebenen wllgemeinen Eigenschaften anwendet. -

Es sei also ¥'(n) eine andere complexe Zahl, von der Art, dafs
()P () P (). .. ¥'(9e—y) durch ¢, aber nicht durch ¢* theilbar ist, und
¥'(u)=0, mod. g; auch sei ¥'(n) =y )Y(p)....¥(7%—): s0 wird be-
hauptet, dafs, wenn [ () (¥ (7,))* durch.¢“ theilbar ist, nicht aber f(c)(¥(7,))++*
durch ¢#*+', auch f(e) (¥'(n,))* durch ¢* theilbar sein mufs, aber f(e) (#'(n,))*+*
nicht theilbar durch ¢#+'. Der Voraussetzung zufolge hat man

f(@) () ="¢“0Q(a),
und Q(e) ¥(,) ist nicht theilbar durch ¢, oder, was Dasselbe ist: Q(«) ist nicht

congruent Null, mod..q, fur n,— u.. Multiplicirt man nun mit (1;'(17,))"('1" @)
S0 ergleT)t sich

f(v)(w(m))"(q’(nr))“(q" @) = ¢* Q(e) (¥ (n,))* (Y"(m))" .

Nun ist mp(n,) ¥(7,), die Norm von (), gleich. qP, wo P eine mcht dun;h

¢ theilbare ganze Zahl ist; ferner ist 1//(1],)9‘ (m,) —qR(*q,), d. h. eine dureh

q theilbare complexe. Zahl - Setz} man dlese Ausdricke in die Glelchung, und,
5%
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lafst den gemeinschaftlichen Factor ¢* weg, so erhilt man

(@) ¥ 0.)) Pt = ¢* Q(e) (BR(n.)";
und da P nicht durch ¢ theilbar ist, so folgt, dafs f(a)(?l’(n,))f‘ durch ¢*
theilbar sein mufs. Multiplicirt man nun noch einmal mit #’(7,), so erhilt man

[(@) (¥ ())+H P = ¢* Q) (B(m,)" ¥ (n,).
Es ist aber Q(a)(R(7,))* ¥’ (n,) nicht theilbar durch ¢, weil keiner der drei
Factoren fir 7,=—wu mit ¢ aufgeht: also ist auch f(e)(¥'(%,))**" nicht theil-
bar durch ¢“*'. Es ist daher in der That Dasselbe, ob man die complexe
Zahl ¥' (%), oder ¥'(n), zur Untersuchung des in f(«) enthaltenen Primfactors
anwendet.

Da wir die Bedingung, dafs f(«) den zu 7,=u gehorenden Prim-
factor von ¢ einmal enthalte, durch f Congruenzen ausgedriickt haben, welchen
die Coéfficienten der complexen Zahl f(«) geniigen miissen, so wollen wir
hier auch zeigen, wie die Bedingung, dafs f(«) einen solchen Primfactor
mehreremale enthalte, durch Congruenzen auszudriicken sei. Bringt man f(e)
wieder auf die Form

f(@) = oM +tepm+ @+ .... 4+ g (n),

so ergiebt sich

F(@)¥m,) = @) F@)+e@m @)+ . ...+ gr () ¥(n,).
Wenn nun f(e) den zu 7,=—u gehorenden Primfactor der zum Exponenten f
gehorenden realen Primzahl ¢ einmal enthalt, so dafs f(e:) ¥(7,) durch ¢ theilbar
ist, so miissen, wie (§. 4.) zeigt, ¢ (1), @1(7), .. .., (n) alle denselben idealen
Primfactor enthalten : also miissen auch ¢ (1) #(7,), @, (M ¥F(,), .... Pra(M)¥ )
alle durch ¢ theilbar sein. Setzt man demnach

e F(n)=g¢' (M) p(MFM)=qei(0)s ... Pra(0) ¥(0,) = ¢ Pis(n),

so erhilt man '
- F(@)¥m) = qle' )+ egim)+ @i+ ... . 4o g (7)].

Wenn nun f(e) den zu 7, =u gehorenden Primfactor von ¢ zweimal enthalt,
so ist f(e)(¥(n,))* durch ¢* theilbar; multiplicirt man daher noch einmal mit
¥ (n,), so miissen wieder ¢’ () ¥(7,)y PL(MF M)y - . . Pr-1(n)¥(7,) alle einzeln
durch ¢ theilbar sein, folglich ¢ () (¥(%.))’s 1) (F @)’ - - .. s () (¥ (7,))?
alle theilbar durch ¢*. So fortfahrend, zeigt sich, dafs, wenn f(e)(¥(7,))* durch

¢* theilbar ist, allemal auch o () (F®))¥, (M CE@, - ... @rs(m) (¥(7,))"
einzeln durch ¢* theilbar seiii mtissen; oder, was Dasselbe ist:. wenn f(¢:) den
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zu 7, =—u gehorenden Primfactor von ¢ umal enthilt, so missen die com-
plexen, aus den Perioden gebildeten Zahlen ¢ (%), ®i(%)y @2(%)y «. .. @ra(n)
den nimlichen Primfactor jede wmal enthalten. Entwickelt man nun das Pro-
duct @i (7)(¥(n,))* in linearer Form, so dafs

ox(m) () = C’]+ Cl’h'l‘ Cz"h'{" ceee + Cc-—i"]e-n
so folgt sehr leicht, dafs '

P CE @)Y + i (10) (F(Mr4)) - -« - -+ i Oet) (F g e—))*
= —(C+C,+GC+....+C,.y)
ist. Multiplicirt man noch einmal mit (¥(n,))* und erwigt, dafs ¥(,) ¥(,)
immer durch ¢ theilbar ist, den einen Fall r —s ausgenommen, so erhlt man

oM (FN* = —(C+CHCo+-.... 4+ C) (¥(,))", mod. ¢".

Hieraus folgt, dafs die Bedingung: ¢ (,) (¥(7,))* sei durch ¢* theilbar,
identisch ist mit der Bedingung C+C,+C,+-....4C,_, =0, mod. ¢*. Also
die Bedingung, dafs f(«) den zu 7,— u gehorenden (idealen) Primfactor von
g pmal enthalte, wird durch f Congruenzen fir den Modul ¢* ausgedriickt,
welche unter den Coéfficienten der complexen Zahl f(e) Statt finden miissen.
Wir bemerken noch ausdriicklich, dafs diese Congruenzen in Beziehung auf die
Coéfficienten von f(a) nur vom ersten Grade sind; denn ¢;(n) enthilt die-
selben nur linear, und (¥(7,))* enthilt sie gar nicht; also enthalten auch C,
C, C, ....C_, die Coéfficienten nur in linearer Weise.

S 7.

Wir haben nun dieselben einfachen Satze, welche fiir die Rechnnng
mit den realen ganzen Primfactoren der ganzen Zahlen gelten, fir die in dem
vorigen Paragraphen definirten idealen oder wirklichen Primfactoren der com-
plexen Zahlen aufzustellen und zu beweisen. Es werde zunichst folgender
Satz bewiesen: _

Das entwickelte Product zweier oder mehrerer complexen Zahlen
hat genau dieselben Primfactoren wie die Factoren des Products
usammengenommen.

Es seien f(«) und g(e) zwei complexe Factoren, &(a) das entwickelte
Product derselben, so dafs f(«)g(a) = k(). Es enthalte f(e) den zu 7, =—=u
gehorenden Primfactor von ¢ genau umal, g(e) denselben Factor genau »mal:
so wird behauptet, dafs A(c) denselben -getiau -u--»mal .enthilt ~Nach der-
Voraussetzang ist f{e)(¥ ()} = ¢* @(e) und g(e) (¥(n,)) = qd(a), und
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weder Q(a)¥(x;) noch R (x)¥(y,) ist durch ¢ theilbar, weil sonst. f(e:) oder
g(a) den. zn .7, = u. gehorenden Primfactor von ¢, x| 1 mal oder »4 1 mal
enthalten wiirden; gegen die Voraussetzung. Hieraus folgt f(«)g(e) (¥ (n,)"""
= ¢“*" Q(a) R(e), also auch A(e)(¥(x,))"* == ¢*+" Q(e) B(). . Multiplicirt
man noch einmal mit #(7,), so ist A (a)(¥(y,)t***" auch durch keine hohere
Potenz als durch ¢“*” theilbar; denn Q(a)R(a) ¥(7,) ist nicht durch ¢ theilbar,
weil fir 7, =—wu keiner der drei Factoren dieses Products der Null congruent
wird. Was nun hier von einem beliebigen idealen Primfactor bewiesen ist,
gilt offenbar fir alle; und da man ferner auch jeden der Facloren des Pro-
ducts wieder in Factoren zerfallet sich vorstellen kann, so ist klar, dafs der
auforestellte Satz auch eben so fir jedes Product beliebig vieler Factoren gilt.

Dafs eine complexe Zahl, welche als Product mehrerer Factoren auf-
tritt, durch ¢ theilbar ist, wenn sie alle e ideale Primfactoren von ¢ ent-
halt, und nicht durch g theilbar, wenn sie irgend einen dieser Primfactoren
nicht’ enthalc ist schon oben in (§. 5.) gezeigt worden; nur ist -daselbst noch
nicht der Ausdruck idealer Primfactor, sondern statt dessen die ihm gleichbe-
deutende Congrnenzbedmgung gebraucht worden er erweitern hler den Satz
wie folgt: : :

Wenn eine compleze Zahl f(e) alle idealen Primfactoren von q ent-
" hdie] ind zwar denjem_qen welclzer am wenigsien oft darin vorkommt,
wmal, so ist die’ Zahl durch ¢* theitbar.

Nach der Voraussetzung hat man folgende Congruenzen:

A (FE@D =0, [ (a)(Y’(m)"uﬂn vovn [(@)(Fe- 1)"—-0 ,mod. ¢*:
also ist aiich:'die Summe. - '

f(w){(f’(f'i))“-i—(q’(m))“-f— +(9’(ﬂe_1))"] = 0 mOd 4"
Der ‘Ausdrirek iri' den Klammern ist' aber eine reale ganze Zahl, welche nicht
durch ¢ theilbar ist, weil sie sogar, wie leicht zu zeigen, keinen einzigen
idealett Primfactor von ¢ enthalt also maufs f(u) durch q‘“ theilbar sem, wie
es' behauptet 'wurde. -
Wenn die complexe Zalzl f (a) yenau m ideale Prszadoren der
3 graqlen, gum Kxponenten f yelwrenden Przmzald q entludt, sie mogen

ith

St qrm Nf(a) den Ifactor q’" 3 aber Iceme koﬁtre Potmez von ,q
7.—2

.. +Die conjugirten complexen -Zahlen., £(g), £(&7), L@ ) g 00s [ 0)
bnthalten alle gleich viele, und zwar jede .genau m ideple Primfactoren. von. 4
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Andert man namlich nur die Benennunget ‘der :Primfactoren in f(o?"), jeden
um eine Stufe, S0 erhalt man’ die in ¥ +) enthaltenen Primfactoren. Das
Product aller dieser 4—1 conjugirten Factoren, welches gleich Nf(a) ist,
mufs also genau (Ai—1)m, das heifst e.f.in' ideale Primfactoren von ¢ ent-
halten. Ferner ist leicht zu sehen, dafs in .diesem Producie alle ¢ verschiede-
nen Primfactoren von ¢ gleichvielmal vorkommen, weil sonst ‘Nf(x) gar nioht
einmal eine ganze Zahl sein konnte. Es'mufs also jeder dieser Primfactoren genau
mfmal vorkommen, und folglich mufs Nf(e) genau durch ¢ theﬂbar sein.
Hieraus folgt von selbst der wichtige Satz; ke
Jede gegebene complexe Ziahl enthdlt: nur eine endliche be.s'ttmmfe
Anzahl (idealer) Primfactoren.
Umgekehrt aber ist, wenn: die idealen Primfactoren einer complexen
Zahl bekannt sind, zu.untersuchen, ob dieselben nur einer einzigen bestimmten,
oder auch verschiedenen complexen Zahlen- angehoren konnen. Sind f(a)-und
¢(e) zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben (idealen) Primfactoren
enthalten, so ist zundchst aus dem so eben bewiesenen Satze. klar, dafs die
Normen derselben gleich sein miissen, also dafs Nf(a) = N¢(e) sein mufs.
Es mag. nun f{«) sowohl, als ¢(«), = Primfactoren der zum Exponenten f
gehorenden Primzahl ¢ enthalten, ' Primfactoren der zum Exponenten f* ge-
horenden Primzahl ¢, " Primfactoren der zum Exponenten f" gehorenden
Primzahl ¢", etc., so ist:
Nf(a) = N(p(a) — q"‘f q"’"f' q""‘"f" e
Da f(e) dieselben (idealen) Primfactoren enthalt wie ¢(a), so mufs auch
f(a}q)(ag)q>(ag’ i (ag %) genau dleselben enthalten wie N(p(a) also mufs
es alle (idealen) anfactoren von ¢ enthalten, Jeden mf mal, alle anfacto-
ren von ¢, jeden m f mal, alle Primfactoren von ¢", jeden m"f" n mal u. 8. W
mithin mufs, nach einem oben bewiesenen Satze, fl@) p(c®) p(5?) .. (p(ag %)
durch g™ und eben so durch ¢, durch ¢"™" u.s.w. theilbar sein, folghch
auch durch das Product davon, das heifst durch Ng(c). Es ist demnach
fep)peF). L9 ) _ 1@ _ pos. -

- T Ng@w. e T ER

wo E(a) eine ganze complexe Zahl bedeutet. Hieraus folgt weiter
f(@) =g¢(a)E(e)  und Nf(a) = Ng(e).NE(a),
und da No(a) = Nf(e) ist, so folgt : S
- NE(@) = 1; .
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also ist K(a) eine complexe Einheit und wir haben folgenden Satz:
Zuwwei complexe Liakhlen, welche genau dieselben (idealen) Primfactoren
haben, unterscheiden sich nur durch eine complexe Hinheit, welche
als Factor hinzutreten kann.

Es moge jetzt ein Divisor ¢(e) genau dieselben (idealen) Primfactoren
haben, welche wir so eben fir diese complexe Zahl annahmen; ein Dividendus
f(e) aber moge nicht nur dieselben Factoren haben, sondern aufser diesen
noch andere, oder auch die nemlichen mehrmals: dann lifst sich leicht zeigen,
dafs f(c) durch @(c) theilbar, d. h. dafs der Quotient eine complexe ganze
Zahl ist. Bringt man némlich den Quotienten wieder auf die Form

f@ _ f@e@e)pe). ... p0a"")

- ¢@ No(a) ’
so hat ‘der Zahler f(e)p(c)g(af®). .. (a"l") alle (idealen) Primfactoren,
welche der Nenner Ng(«) enthilt; denn f(«) enthdlt der Voraussetzung nach
alle Primfactoren von ¢(«). Dieser Zahler enthilt also alle Primfactoren von ¢,
und zwar jeden mmal; weshalb er denn durch ¢™ theilbar sein mufs. Ferner
enthdlt er alle Primfactoren von ¢’, und zwar jeden m'mal, weshalb er durch
g™’ theilbar sein mufs, u.s. w. Der Zihler enthdlt also die ganze Zahl
q'"fq if 'q"”"’f “.... als Factor, welche gleich N¢(«) ist: folglich ist
Z;E:; 0(a), A
und Q(«) ist eine complexe ganze Zahl. Hieraus folgt weiter f(a) = ¢ () Q(2);
und da das Product die idealen Primfactoren der beiden Factoren zusammen
enthélt, so folgt dafs Q(«) genau alle diejenigen Primfactoren enthalten mufs,
welche .den Uberschufs der Primfactoren des Dividendus f(c;) tiber die des
Divisors ¢ () ausmachen. Wir erhalten also folgenden Satz:

Eine complexe Zakl ist durch eine andere theilbar, wenn alle (idea-
len) Primfuctoren des Divisors auch im Dividendus enthalten sind,
und der Quotient enthdlt genau den Ubersclcu/'s der (idealen) Prim-
factoren des Dividendus uber die des Divisors. :

Aufser den hier behandelten Primfactoren derjenigen Prlmzahlen, welche
zu Divisoren von 4 —1 for den Modul A gehoren, missen noch die Primfac-
toren von 4 selbst Besonders erwdhnt werden Da

(=) (@—)....(x—odt) = @ fat2 ), —}—w—]—i
ist, so erhdlt man, wenn man & =1 setst:

A—o)(1—e)(1—0)....(1—a*?) = &,
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Es sind demnach 1—ea, 1—¢o?, etc. Factoren von 4, und zwar Primfactoren,
weil, wenn 1— ¢ = f(a) ¢ () gesetzt wird, auch Nf(«) - N () =i sein mufs;
woraus folgt, dafs einer der beiden ganzzahligen Factoren Nf(x) oder No()
gleich Eins, also dafs eine der beiden complexen Zahlen f(e) oder ¢(c) eine
complexe Einheit sein mufs. Diese Primfactoren von A haben das Eigenthiimliche,
dafs sie, wenn man die Einheiten abrechnet, mit welchen sie multiplicirt vorkom-
men, einander gleich sind; denn es ist 1 —e¢"=(1—e)(1 4- a4 +.... + &™),
und 14-e-te*4-.... 40" ist eine complexe Einheit. Es ist also hier nie-
mals die Frage, welche Primfactoren von 4 in einer complexen Zahl enthalten
sind, sondern nur, wie viele derselben es sind. Ist f{) irgend eine complexe
Zahl, so hat man offenbar
(f(@) = f(1), mod.4.

Wenn nun f(«) einen Primfactor von A enthalt, so ist (f(«))*, weil es deren
A hat, durch 4 theilbar; mithin mufs auch f(1), d. h. die Summe aller Coéffi-
cienten von f(a), durch A theilbar sein. Wenn aber diese Bedingung erfiillt
ist, so kann man durch mehrmalige Addition oder Subtraction der Gleichung
1+ et ....4a*'=0 diese Summe der Coéfficienten gleich Null machen;
und alsdann ist die complexe Zahl offenbar durch 1— e theilbar; sogar wenn
o eine belibige verinderliche Grofse bezeichnet. Will man daher wissen, wie
viele Primfactoren von . eine complexe Zahl enthalte, so hat man nur zu
untersuchen, wie viele mal nach einander sie sich durch 1—e dividiren lasse.

S. 8.

Nachdem in dem vohergehenden Paragraphen die einfachen Rech-
nungsregeln fir die Primfactoren der complexen Zahlen gefunden worden,
(welche stets dieselben sind, es mdgen die Primfactoren fir sich als complexe
Zahlen darstellbar sein, oder nur ideale) wollen wir jetzt noch iber die Wirk-
lichkeit oder Idealitit der durch ihre Primfactoren gegebenen complexen Zahlen
einige Untersuchungen anstellen, bei welchen alles hauptsachlich nur auf die
eine Hauptfrage ankommen wird: Welche ideale Primfactoren setzen sich
su wirklichen complexen Zahlen zusammen; und welche nicht?

Das Product aller conjugirten idealen Primfactoren einer gegebenen
realen Primzahl ¢ ist stets eine wirkliche complexe Zahl, und zwar die Zahl
g selbst, welche auch noch eine complexe Einheit zum Factor haben kann.
Die Zahl ¢ enthalt namlich wirklich nach unserer Definition alle conjugirten
Primfactoren von ¢, deren Anzahl gleich e ist, wenn ¢ zum Exponenten f
gehort, mod. 2, und ef =14 —1 ist.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4 46



350 16. Kummer, Zerlegung der Wurzeln der Einheit in Primfactoren.

Ist ferner I(c) irgend eine (ideale) complexe Zahl, welche beliebige

gegebene Primfacioren enthilt, so ist immer die Norm

Nl(e) = I(e).X(a). I(a?).... ) (€
eine wirkliche Zahl, und zwar: Wenn I(«) den zu u — 7, gehorenden Prim-
factor von ¢, welcher zum Exponenten f gehort, w«mal enthilt, ferner den zu
u' = 7., gehorenden Primfactor von ¢', welcher zum Exponenten f' gehort
w' mal, u. s. w., so ist

NI(e) = ¢7¢'"" ... ;

denn in der That enthalt q"q*" . ... allein I{c) I ()1 (). .. A (@™ vor-
kommenden Primfactoren, jeden genau eben so oft, als er in diesem Producte
vorkommt; und aufser diesen keinen. Dies ist aber auch die einzige allge-
meine Art der Zusammensetzung idealer complexer Zahlen zu wirklichen, welche
sich vqn selbst darbietet.

Wenn irgend eine ideale complexe Zahl I(c) gegeben ist, so lafst sich
die Aufgabe, andere ideale Zahlen zu finden, welche, mit () multiplicirt,
wirkliche complexe Zahlen geben, stets auf unendlich viele verschiedene Arten
losen. Diese Aufgabe kann némlich auch so ausgedriickt werden: Wirkliche
complexe Zahlen zu finden, welche gegebene (ideale) Primfactoren haben, und
welche aufser diesen gegebenen noch irgend andere enthalten dirfen. Die
Losung berubht aber nur darauf, einer gewissen Anzahl Congruenzen vom ersten
Grade genugzuthun, welche fir die Coéfficienten einer wirklichen complexen
Zahl Statt haben missen, und welche sich niemals widersprechen, sondern
stets eine unendliche Anzahl verschiedener Losungen zulassen. Es giebt des-
halb auch immer eine unendliche Menge idealer Zahlen, welche, mit einer
gegebenen idealen Zahl multiplicirt, eine wirkliche complexe Zahl erzeugen.
Wahlt man nun unter allen diesen immer nur diejenigen, deren Normen mog-
lichst klein sind, so findet man das sehr bemerkenswerthe Resultat: Dafs stets
eine endliche bestimmte Zahl idealer Multiplicatoren hinreicht, um alle
idealen complexen Zahlen zu wirklichen zu machen. Wir wollen jetzt
den Beweis dieses ersten Hauptsatzes geben.

Die ideale complexe Zahl I(c) enthalte wieder, wie oben, den zu
u =1, gehorenden Primfactor der zum Exponenten f* gehdrenden Primzahl ¢,
und zwar pmal; ferner den zu #'— 7], gehorenden Primfactor der zum Ex-
ponenten f' gehorenden Primzahl ¢', 4'mal u.s. w. und es sei

F(¢) = ot a0t a;e®+. ... a0
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eine wirkliche complexe Zahl, welche alle Primfactoren von I(«), also aunch
den idealen Factor I(a) selbst enthalten soll. Es sind nun, damit F(¢) den
zu ¥ == 7, gehorenden Primfactor von ¢ umal enthalte, f Congruenzen fiir
den Modul ¢* zu erfilllen. Dieselben seien

=0, $,=0, b,=0, .... P,=0, mod. ¢~

Ferner sind, damit F'(e) den zu «' = 7], gehorenden Primfactor von ¢’y w'mal
enthalte, weiter /' Congruenzen fir den Modul ¢'* zu erfillen; sie seien

D=0, D=0, D=0, .... ‘17}_1=0, mod. q”“;
und so fort. Alle diese Congruenzen sind auch, wie gezeigt, in Beziehung
auf die zu bestimmenden Coéfficienten a,, «@,, a;, .... a;_, nur linear.

Wir geben nun allen den 2 —1 Coéfficienten der complexen Zahl F'(e)
alle die Werthe 0, 1, 2, 3, .... £—1, so dafs im Ganzen A**' Werth-
combinationen Statt finden, welche eben so viele verschiedene complexe Zahlen
geben. Fir diese verschiedenen Werthcombinationen kann jede der Grofsen
b, b, Dy, .... Po, nur ¢* verschiedene Resie lassen, fir den Modul ¢;
eben so jede der f' Grofsen @', &|, D), .... Pf_,, nur ¢* verschiedene
Reste, fir den Modul ¢'“’ etc. Die Anzahl aller verschiedenen Restcombinationen,
welche iberhaupt Stait haben konnen, ist also ¢*7¢*7".... Nimmt man nun
k so grofs an, dafs &*~'=> ¢*/¢'*"...., also die Anzahl der Werthcombina-
tionen der Coéfficienten grofser ist als die Anzahl aller Restcombinationen der
durch & bezeichneten Grofsen, so miissen immer gewisse Restcombinationen
sich wiederholen. Es mogen fir die bestimmten Werthe @, —=m,, a,=m,,
ay=m;, .... @_, = my_, die Grofsen &, &,, .... P, modulo ¢*,
&b, by, .... D;_,, modulo ¢'*, etc. alle einzeln dieselben Reste geben, wie
fir die Werthe a,=mn,, &;=mn,, ay=mn,, .... a;_,—n;_,: so folgt, dafs
die Grofsen a,, dy, a3, .... a@;_,, weil sie in allen diesen Ausdricken nur
linear vorkommen, alle congruent Null werden missen, fir a, =— m, —n,,
@y =my— Ny, G3=M3— N3, .... @_, = my_,—N;_,. Alle Congruenzen
also, welche nothig und hinreichend sind, damit F'() die verlangten idealen
Primfactoren habe, lassen sich immer befriedigen, wenn man den Coéfficienten

nur positive oder negative Werthe giebt, welche, abgesehen vom Vorzeichen,
" nicht grofser sind als k—1; wo & nur durch die Bedingung k' > g ¢'#1" . ..
bestimmt wird. '

Da wir nun eine gewisse Grenze der Grofse gefunden haben, welche
die Coéfficienten der complexen Zahl F'(x) micht zu uberschreiten brauchen,
46 *
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um den Bedingungen der Aufgabe zu geniigen, so wollen wir jetzt sehen, wie
grofs hochstens die Norm einer solchen complexen Zahl werden konne.

Multiplicirt man die beiden reciproken complexen Zahlen F'(e) und
F(¢™") mit einander, verwandelt sodann « in ¢, o, .... %™ und addirt,
so erhilt man sehr leicht folgende Gleichung:

F(a) F(e™) 4 F(a?) F(a™)+ F(e®) F(a)+ . . . . - F(0i¢=) F(od+D
= @it a+taH....fa)— L atatat ... fa )
Sind nun die ‘Coéfficienten @,, @,, .... a;_, alle, absolut genommen, nicht
grofser als k—1, so folgt hieraus:

F(a) F(o™)+ F () F(¢™)+ ...+ F(adD) F(ad®) < 34 —1)(k—1)"
Aus dem maoglich-grofsten Werthe, welchen die Summe aller dieser steis po-
sitiven Grofsen haben kann, lafst sich aber sehr leicht auf den moglich - gréfsten
Werth des Products derselben, welches die Norm NF'(e) ist, schliefsen. Ein
solches Product positiver Grofsen, deren Summe gegeben ist, erhalt namlich
seinen moglich-grofsten Werth, wenn die einzelnen Factoren desselben alle
einander gleich angenommen werden: im gegenwirtigen Falle also, wenn jeder
der Factoren gleich dem (4 —1)ten Theile der moglich-grofsten Summe aller
gleichen genommen wird; also gleich A(A—1)’. Hierdurch wird das. moglich-
grofste Product aller gleich A1¢-V(k—1)*'. Man erhalt also

NF (o) < MG-Y(k—1)y-1, '
Nehmen wir nun die Zahl & so an, dafs, wie es oben verlangt wurde,
B> gfgr . ... , aber (k—1)y'<g¢*/.¢'*7.... ist, so ergiebt sich
NF (o) << MOY.gtf. gt
Die wirkliche complexe Zahl F'() enthilt nach der Voraussetzung den idealen
Factor I(e). Setzt man daher F'(o)=M(c)-I(ex), so lstNF(a)——NM(a) NI(a),
und da NI(a)=g¢*"-¢'*""...., so ist
NM (e) << 230, .

Die Multiplicatoren also, welche beliebige ideale complexe Zahlen zu wirklichen
machen, lassen sich immer so annehmen, dafs die Normen derselben kleiner
sind als die bestimmte Zahl A1*~"; und da die Anzahl solcher idealer Zahlen nur
endlich und begrenzt sein kann, so, erhalien wir den-Beweis folgenden Satzes: '

Es giebt immer eine endliche bestimmte Anzahl idealer complexer Mul-

tiplicatoren, welche nithig und. hinreichend sind, um alle idealen com-

plexen Zahlm 2w wirklichen - zu machen. L oy
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s. 9.

Auf den im vorigen Paragraph bewiesenen Hauptsatz grinden wir nun
eine Classification der idealen complexen Zahlen, indem wir festsetzen: ‘
Alle diejenigen (idealen) complexen Zahlen, welche durch Multipli-
cation mit einer und derselben (idealen) Ziahl zu wirklichen com-
plexen Zahlen werden, sollen dquivalent heifsen und zusammen
eine Classe ausmachen. '

Eine wirkliche complexe Zahl, mit einer idealen multiplicirt, kann
immer nur ein ideales, aber niemals ein wirkliches Product geben. Dies
ist eine unmittelbare Folge des in (§. 7.) bewiesenen Saizes, welchem zu-
folge eine wirkliche complexe Zahl durch eine andere wirkliche theilbar ist,
wenn alle idealen Primfactoren des Divisors auch im Dividendus enthalten sind
und der Quotient alsdann wieder eine wirkliche complexe Zahl ist. Wenn
nimlich eine wirkliche Zahl, mit einer idealen multiplicirt, eine wirkliche Zahl
zum Product gabe, so miifste auch eine wirkliche Zahl, durch eine andere
wirkliche dividirt, welche keine andern idealen Primfactoren hat als diese, eine
ideale Zahl zum Quotienten geben; was dem angefiihrten Satze widerspricht.

Es seien nun f(e«) und ¢ () zwei dquivalente ideale Zahlen; und zwar
sollen beide, mit derselben idealen Zahl M () multiplicirt, zu wirklichen wer-
den. Es werde ferner auch f(e), mit () multiplicirt, zu einer wirklichen
Zahl: so behaupte ich, dafs auch ¢(e), mit y(e) multiplicirt, eine wirkliche
Zahl geben mufs. Da namlich I(e)-M(e)) wirklich ist, so folgt, dafs auch
feAf©e® .... fe*)-M(e*)-M(@?®) .... M(e**) wirklich sein mufs. Wird
dies mit der wirklichen Zahl ¢(a) M («) multiplicirt, so folgt ferner, -dafs
p(@)f(e)f(e®)....f(e**)- NM(e) eine wirkliche Zahl sein mufs; und da der Factor
NM (c) wirklich ist, so mufs auch der andere Factor ¢(a)f(e*)f(c). ... [f(e?™?)
wirklich sein. Multiplicirt man endlich noch mit der wirklichen Zahl f(e)y ()
und erwigt, dafs Nf(e) wirklich ist, so folgt, dafs ¢(a)y(e) ebenfalls wirk-
lich sein mufs; wie behauptet; also:

Wenn 2wei ideale complexe Zahlen dquivalent sind, so macht jeder
Multiplicator, durch welchen die eine zu einer wirklichen Ziahl wird,
auch die andere zu einer wirklichen Zahl.

Aus diesem Satze folgt unmitielbar auch der folgende:

Wenn swei ideale Zahlen einer und derselben dritten Zahl dqui-
valent sind,. so sind sie auch unter einander dquivalent.
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Es miissen namlich nach dem vorigen Satze diese Zahlen alle drei einen und
denselben Multiplicator haben, welcher sie zu wirklichen complexen Zahlen macht.

Durch diese Sitze erlangt der Begriff der A'quivalenz idealer com-
plexer Zahlen erst seine wahre Vollkommenheit; indem sich zeigt, dafs die
Aquivalenz eine von der zufilligen Wahl der Multiplicatoren unabhingige Be-
ziehung der idealen Zahlen zu einander ist, und dafs auch die Classification
nach der Aquivalenz und die endliche Anzahl der verschiedenen Classen nur
eine einzige bestimmte ist, fir jeden Werth von A.

In die Classification der idealen complexen Zahlen begreifen wir auch
die wirklichen mit ein. Der Ausdruck ¢deale complexe Zahl hat namlich zwei
verschiedene Bedeutungen: eine weitere und eine engere; in der weiteren
Bedeutung des Idealen ist das Wirkliche nur ein besonderer Fall desselben;
in der engeren ist das Wirkliche der Gegensaiz des Idealen: es verhilt sich
hier das Ideale und Wirkliche, wie das Imaginire und Reale. Die wirklichen
complexen Zahlen miissen unter einander alle als dquivalent betrachtet werden;
sie machen also eine Classe fir sich aus, welche wir als die erste Classe an-
sehen und Hauplclasse nennen. Fir die Anordnung der iibrigen Classen
lassen sich nicht eher bestimmte Regeln geben, als bis von der Zusammen-
setzung der verschiedenen Classen iquivalenler Zahlen gehandelt worden ist;
iiber welche wir Folgendes erwihnen:

Aguivalente Zahlen, mit dquivalenten multiplicirt, geben stets dquiva-

lente Producte.

Es seien namlich f(«) und fi(e) zwei dquivalente Zahlen; ein Multipli-
cator, welcher beide zu wirklichen macht, sei m(e); es seien ferner ¢(a)
und ¢, () zwei andere dquivalente Zahlen, und M(e) der Multiplicator, welcher
beide zu wirklichen macht: so ist offenbar m () M(e) ein Multiplicator, der
sowohl das Product f(e:)-¢(c), als auch das Product f;(e)- ¢, () zu einer wirk—
lichen complexen Zahl macht; mithin sind f(e)-¢ () und f;(e)-¢,(e) dquivalent.
Dieser Satz lafst sich auch folgendermaafsen ausdriicken:

Wenn man irgend zwei ideale Zahlen mit einander multiplicirt, so
ist die Classe, welcher dus Product angehort, durch die Classen, welchen
die Fuctoren angehoren, vellstindig bestimmt.

Multiplicirt man irgend eine ideale Zahl mit einer Zahl aus jeder Classe,
so erhalt man so viele Producte, als Classen vorhanden sind, und es kann
keines derselben irgend einem andern #quivalent sein; oder jedes dieser Pro-
ducte gehort einer andern Classe an. Unter diesen mufs es also auch immer
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ein Product geben, und zwar nur eins, welches wirklich ist oder der Haupt-
classe angehort; also:
Zu jeder Classe idealer Ziahlen gehirt eine bestimmte Zahl, welche,
mit ihr zusammengesetzt, die Hauptclasse giebt.

Es giebt hier auch noch solche Classen, welche, mit sich selbst zu-
sammengesetzt, die Haupiclasse geben (classes ancipites); namentlich ist die
Hauptclasse selbst stets eine solche. Aufser dieser existiren aber fir besondere
Werthe von 4 auch noch andere mit dieser Eigenschaft.

Erhebt man irgend eine ideale Zahl /() zu Potenzen, so ist klar, dafs
die Reihe idealer Zahlen

f(@), f(e), f(«), (@), et
dquivalente Zahlen enthalten mufs; denn die Anzahl nicht édquivalenter Zahlen
ist eine endliche. Es seien nun f(«)" und f{e)* dquivalent, und m(e) sei ein
Multiplicator, welcher beide zu wirklichen Zahlen macht, so ist f()-m(e)
wirklich, und auch f(e)’-m(e) ist wirklich. Ist nun s > 7, so kann man dem-
selben die Form f(e)"~-f(c) -m(c) geben, und da f(e)" m(e) wirklich ist, so
mufs auch der andere Factor f(«)*" wirklich sein. Wir erhalten hieraus fol-
genden wichtigen Satz: \
Jede ideale complexe Zahl hat die Higenschaft, dafs gewisse ganze
Potenzen derselben wirkliche complexe Zahlen sind. Alle idealen
complexen. Zahlen lassen sich daher als Wurzeln aus wirklichen
complexen Zahlen darstellen

Es sei nun die Ate Potenz der idealen Zahl f(c:) die niedrigste, fiir
welche f(«)* zu einer wirklichen complexen Zahl wird, so missen alle die
Zahlen

1, fle), f(@) (@) ... fe)

verschiedenen Classen angehoren; denn wire f(«) édquivalent f(«)', wo s >r
ist, und s und r beide kleiner sind als 4, so wirde wie oben folgen, dafs
f(e)™™" eine wirkliche Zahl sei; gegen die Voraussetzung, da s—»r <4 ist.
Diese & complexen Zahlen konnen nun entweder alle vorhandenen Classen
grade erschopfen, in welchem Fall die Anzahl aller Classen gleich % ist, oder
es konnen noch andere, nicht équivalente ideale Zahlen vorhanden sein. Es
sei ¢ (o) eine solche ideale Zahl, welche mit keiner der obigen #quivalent ist,
so behaupte ich, dafs auch die idealen Zahlen

(@), p(@)f(x), p@)f (@)l . ... @(@)fle)
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alle, sowohl unter sich, als auch mit den obigen, nicht dquivalent sind. Wire
niamlich ¢ (a)f(e)" dquivalent ¢ () f(«)’, wo 7 und s beide kleiner als 4 sind,
so wiirde auch f()" aquivalent f(e)* sein; was unmoglich ist; und wire ¢ () f ()"
dquivalent f(e)’, so wiirde durch Multiplication mit f(e)"* folgen, dafs ¢(e)
dquivalent f(a)*"~" oder aquivalent f()" sei; welches ebenfalls der iiber
¢(a) gemachten Voraussetzung zuwider ist. Es kann nun geschehen, dafs
diese idealen Zahlen, zusammen mit den vorigen, alle nicht dquivalenten Zahlen
erschopfen; in welchem Falle die Anzahl aller Classen gleich 2% sein wiirde:
es kann aber auch sein, dafs es aufser diesen noch andere nicht dquivalente
Zahlen giebt. In diesem letztern Falle beweiset man eben so, dafs eine mit den
obigen nicht dquivalente Zahl v (a) stels die ganze Gruppe

p(@), p@f@), y@faf, ... p@)f(a)
nach sich zieht; welche Zahlen sowohl unter sich, als mit den obigen, nicht
dquivalent sind. Sammiliche nicht aquivalente ideale Zahlen ordnen sich so
immer in Gruppen von je & Zahlen; woraus folgt, dafs die vollstindige An-
zahl derselben immer ein Vielfaches von %4 sein mufs. Wir sprechen dies
Resultat folgendermaafsen aus:

Die volistindige Anzahl aller Classen ist immer ein Vielfaches des
niedrigsten Eaxponenten derjenigen Polenz, zu welcker eine ideale
Zahl erhoben werden mufs, um zu einer wirklichen zu werden.

Wenn es nun wirklich eine ideale Zahl f(«) giebt, von der Art, dafs
f(e)", aber keine niedrigere Potenz von f{e), eine wirkliche complexe Zahl
ist, und dafs 1, f(e), (e}, f(e), .... f(e)** alle nicht équivalenten idea-
len Zahlen erschopfen, so erhilt man eine passende Anordnung aller Classen,
wenn man die wirklichen zur ersten Classe, die Classe, welche f(c) enthilt,
zur zweilen, die f(c)* enthaltende zur dritten nimmt u. s. w. Es kann alsdann
die Classe, welcher das Product zweier oder mehrerer Factoren angehort, aus
den Classen, welchen die Factoren angehéren, unmittelbar bestimmt werden,
weil alsdann offenbar die Summe der um Eins verminderten Classenzahlen
aller Factoren der um Eins verminderten Classenzahl des Products, fir den
Modul 4, congruent ist. Wenn aber eine solche ideale Zahl f(«) nicht existirt,
deren Potenzen alle Classen nicht aquivalenter Zahlen erschopfen, so kann
man nach diesem Principe die Classen nur in Gruppen theilen und die den
einzelnen Gruppen angehorenden Classen ordnen; fir die Ordnung der Grup-
pen unter einander ist aber dann ein anderes Princip nothig.
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§. 10.

Wir haben schon oben bemerkt, dafs die idealen Primfactoren stets
Primfactoren ganzer realer Primzahlen sind, und dafs die Natur derselben vor-
ziglich von den Exponenten (Divisoren von A —1) abhangt, zu welchen diese
realen Primzahlen fir den Modul A gehoren. Unter allen diesen sind die
idealen Primfactoren der zum Exponenten Fins gehorenden realen Primzahlen,
d. h. der Primzahlen von der Form 2mAi-}-1, als die einfachsten zu betrachten,
welche vor den iibrigen sich auszeichnen und darum besondere Beachtung
verdienen. Von den nur aus solchen idealen Primfactoren zusammengesetzten
idealen Zahlen wollen wir nun zeigen, dafs sie auch allein alle oben angege-
benen Classen idealer Zahlen erschopfen, und dafs die ibrigen idealen Zahlen,
welche noch andere, zu hohern Exponenten gehorige Primfactoren enthalten,
fur sich keine neuen Classen geben, sondern nur jenen sich einordnen *). Wir
beweisen zu diesem Zwecke zunichst folgenden Satz:

Jeder ideale Primfactor, der zu einem Exponenten gehirt, welcher
grofser als Kins ist, ist einer idealen Ziahl dquivalent, deren ideule
Primfactoren alle zu niedrigeren Exponenten gehiren.

Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir von 'der Gleichung aus, deren
Wurzeln alle die in einer und derselben Periode von f Gliedern enthaltenen
Waurzeln der Gleichung ¢*=—1 sind, und von welcher schon oben (§. 4.) Ge-
brauch gemacht wurde, nemlich von der Gleichung

1) P L Py(m)e - Pr() = 0,
in welcher die Coéfficienten P,(n), P,(n), etc. aus den Perioden von je
f Gliedern gebildete ganze complexe Zahlen sind. Es seien ferner P, (%), P,(u),
P,(u), etc. diejenigen ganzen Zehlen, welche man erhilt, wenn man in jenen
statt der Perioden 7, 7,, 7., etc. die entsprechenden Congruenzwurzeln u, u,,
u,, etc. fir den Modul ¢ setzt, der zum Exponenten f gehort. Setzt man jetzt

R) F(a) = o+ Py(w)o+ Py(w)o/ .. ..+ Pr () e+ Pr(u)-| ¢,
so erhilt man, wenn die Gleichung (1.) subtrahirt wird, und wenn man er-
wigt, dafs Pr(n)=+1, also Py(u)=P(n) ist:

(B)  F(e) = (Pu(w)—Py() o'+ (Py(u) — Py () &/ ...
OO0 -I— (Pf_l (u) — Pf—l (17)) o _].. q.

*) Statt: Idealer Primfactor einer realen, zum Exponenten l{ gehorigen Primzahl,
werden wir hier und im Folgenden kiirzer: Zum Exponenten f gekiriger idealer an-
factor schreiben.
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Diese complexe Zahl F'(«) hat nun, Ersfens, keinen idealen Prim-
factor, welcher zu einem hohern Exponenten gehdrte, als zum Exponenten f.
Wenn nimlich f' ein grofserer Divisor von A—1 ist, als f, so mufs man
nach (§.4.), um zu sehen ob eine wirkliche complexe Zahl einen zum Expo-
nenten [’ gehorenden idealen Primfactor haben kionne, oder, was Dasselbe ist,
ob die Norm derselben durch eine zum Exponenten [’ gehorende reale Prim-
zahl theilbar sein konne, aus der zu untersuchenden Zahl mit Hiilfe der Glei-
chung, deren Wurzeln die simmtlichen, eine Periode von f Gliedern bildenden
Wurzeln sind, alle Potenzen von o, welche hoher sind als o/"~', eliminiren;
worauf dann alle Glieder einzeln diesen idealen Factor haben miissen. Im
gegenwirtigen Falle enthélt F'(«) an sich schon keine hohern Potenzen von «:
es hat also bereits die verlangte Form, welche im Allgemeinen durch Elimi~
nation der hohern Potenzen von « hervorzubringen ist. Es miifsten dem-
nach in dem Ausdrucke von F'(a), welchen die Gleichung (2.) giebt, wenn
F(a) einen zum Exponenten f' gehorenden idealen Primfactor haben sollte, alle
Coéfficienten der einzelnen Glieder, also auch der erste Coéfficient Hins, den-
selben enthalten; was nicht maoglich ist.

Ziweitens hat F'(e) auch keinen idealen Primfactor einer andern, zum
Exponenten f gehérenden Primzahl, als der Primzahl ¢; denn es miifste nach
(§. 4.) jeder solcher Primfactor auch ein gemeinschafilicher Factor aller Glie-
der der complexen Zahl F'(¢) in der Form (38.) sein, also namentlich  auch
ein idealer Primfactor des letzten Gliedes ¢. ,

‘Drittens enthalt F(c) auch nur einen einzigen idealen Primfactor
von ¢, némlich den zu u —1 gehorenden Factor, und diesen nur einmal.
Dévfs es den genannten idealen Primfactor wirklich enthalt, ist klar, weil
F(e)=0, mod. ¢, ist, fir ¥ =17; und wenn es den Factor mehrmals ent-
hielte, so mifsten,in der Form (3.) alle einzelnen Glieder, also auch das letzie
Glied ¢, denselben mehrmals enthalten; welches nicht der Fall ist. Bildet man
ferner folgende complexe Zahlen: |

- F(o) = o+ P(u)e™ +P(w)e™ f....+Pu) g,
Fi(a) = o+ Pi(u)o’™" +Py(u)oe™ +....4+Pr(u) 9,
Fy(u) = o} P,(u,)0™" LP(w)e™ +....4+Pw) +9¢,

Fey(o)= af-{jPl(ue-l)af“—{—Pz(ue_l)af—z-{— N UM B P
so enthalt F'(e) den.zu u,= 7 gehorenden idealen Primfactor. von ¢, Fi(a)
den zu u, =7 gehorenden, F)(c) den zu w, =7 gehorenden Factor u.s. w.3
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das Product aller dieser complexen Zahlen ist also, weil es alle idealen Prim~
factoren von ¢ enthalt, durch ¢ theilbar. Enthielte nun aber F'() aufser dem
zu u =7 gehorenden Primfactor noch einen andern, welcher zu: ¥, —u ge-
héren moge, so mifste das Product dieser complexen Zahlen, auch mit Aus-
schlufs der Zahl F',(«), durch ¢ theilbar sein, weil es auch schon ohne F, ()
alle idealen Primfactoren von ¢ enthielte. Dieses Product wirde folgende
Form haben: '
o=V L Cy ol L Coae0 2 L Cpyyrs

wo C,, C,, etc. ganze Zahlen sind. Es mifsten also wieder alle einzelnen
Glieder, folglich auch das erste, dessen Coéfficient Eins ist, durch ¢ theilbar
sein; was nicht der Fall ist. :

Wir schliefsen hieraus, dafs es immer wirkliche complexe Zahlen giebt,
die nur einen einzigen, zum Exponenten f gehorenden idealen Primfactor ent-
halten, deren iibrige Primfactoren aber alle zu niedrigeren Exponenten gehdren.
Dafs der Fall f=1 eine Ausnahme macht, ist klar. Bezeichnet man nun den
einen, zum Exponenten f gehorenden idealen Primfactor, welcher in F'(e)
enthalten ist, durch f(a), und das Product aller dbrigen, welche nur zu niedrigeren
Exponenten gehoren, durch ¢(e), so dafs F'(¢)=f(&)-¢ () eine wirkliche
complexe Zahl ist: so folgt, dafs f() dquivalent ist mit ¢ (a*) g (0?)....p(a* )3
denn heide, mit ¢(e) multiplicirt, geben wirkliche Zahlen. Hiermit ist auch
der obige Satz vollstindig bewiesen. :

Aus dem so eben bewiesenen Satze folgt von selbst der allgemeine Satz:

Jede beliebige ideale Zahl ist einer andern dquivalent, deren ideale
Primfactoren alle nur zsum Ezponenten Kins gehiren.

Wenn némlich in ¢ (), und folglich auch in ¢ (¢*) ¢ (c). ... ¢ (¢**), noch Prim-
factoren vorhanden sind, die nicht zum Exponenten Eins gehoren, so kanu
man sie immer durch iquivalente ideale Zahlen ersetzen, deren Primfactoren
zu immer niedrigeren Exponenten gehoren; und so fortfahrend gelangt man
nothwendig - dahin, dafs: alle Primfactoren der dquivalenten Zahl nur zum Ex-
ponenten Kins gehoren. Wenn ferner alle beliebigen Primfactoren solchen
idealen Zahlen aquivalent sind, so folgt das Nemliche fir alle beliebigen zu-~
sammengeseizten idealen Zahlen von selbst. g

Anmerkung. Ich kann nicht umhin, hier, wo ich die allgemeine Theorie
der Zerlegung der complexen Zahlen, wenn auch unvollendet, verlasse, um
in den folgenden Paragraphen noch einige Anwendungen zu geben, auf die
grofse ‘Analogie . aufmerksam zu machen, welche diese Theorie mit der Chemie

47 %
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hat. Der chemischen Verbindung entspricht fir die complexen Zahlen die
Multiplication; den Elementen, oder eigentlich den Atomgewichten derselben,
entsprechen die Primfactoren; und die chemischen Formeln fir die Zerlegung
der Korper sind genau dieselben, wie die Formeln fiir die Zerlegung der
Zahlen. Auch selbst die idealen Zahlen unserer Theorie finden sich in der
Chemie, vielleicht nur allzuoft, als hypothetische Radicale, welche bisher noch
nicht dargestellt worden sind, die aber, so wie die idealen Zahlen, in den Zu-
sammensetzungen ihre Wirklichkeit haben. Das Fluor, fir sich bisher nicht
darstellbar und noch den Elementen zugezihlt, kann als Analogon eines idealen
Primfactors gelten. Die Idealitat in der Chemie verhilt sich aber darin wesent-
lich anders, als die der complexen Zahlen, dafs chemische ideale Stoffe, mit
wirklichen verbunden, auch wirkliche Stoffe produciren; was bei den idealen
Zahlen nicht der Fall ist. In der Chemie hat man ferner zur Prifung der in
einem unbekannten aufgeloseten Korper enthaltenen Stoffe die Reagentien, welche
Niederschlige geben, aus denen die Anwesenheit der verschiedenen Stoffe
sich erkennen lafst. Ganz Dasselbe findet fir die complexen Zahlen Statt; denn
es sind die oben mit ¥ bezeichneten complexen Zahlen ebenso die Reagen-
tien fir die idealen Primfactoren, und die reale Primzahl ¢, welche nach der
Multiplication mit einer solchen als Factor aus dem Producte heraustritt, ist
genau Dasselbe, wie der unlosliche Niederschlag, der nach Anwendung des
Reagens zu Boden fillt. Auch der Begriff der Aquivalenz ist in der Chemie
fast derselbe, wie in der Theorie der complexen Zahlen. So wie namlich
_ dort zwei Gewichismengen verschiedener Stoffe équivalent heifsen, wenn sie
sich gegenseitig vertreten konnen, entweder zum Zwecke des Neutralisirens,
oder um Isomorphie hervorzubringen: so sind zwei ideale Zahlen édquivalent,
wenn sie fir den Zweck, eine andere ideale Zahl zu einer wirklichen zu
machen, sich gegenseitig vertreten konnen. — Diese hier angedeuteten Analo-
gieen sind nicht etwa als blofse Spiele des Witzes zu betrachten, sondern
haben ihren guten Grund darin, dafs die Chemie, so wie der hier behandelte
Theil der Zahlentheorie, beide denselben Grundbegriff, namlich den der Zu-
sammenseizung, wenn gleich innerhalb verschiedener Sphiren des Seins, zu
ihrem Principe haben; woraus folgt, dafs auch die diesem verwandien, mit
ihm nothwendig gegebenen Begriffe sich in beiden auf éhnliche Weise finden
miissen. . .Die Chemie der natirlichen Stoffe und die hier behandelte Chemie
der complexen Zahlen sind beide als Verwirklichungen des Begriffs der Zu-
sammensetzung und der davon abhingigen Begriffs- Sphire anzusehen: jene
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als eine physische, mit den Zufilligkeiten der #ufsern Existenz verbundene und
deshalb reichere, diese als eine mathematische, in ihrer innern Nothwendig-
keit vollkommen reine, aber dafiir auch drmere, als jene.

§. 11.

Die hauptsichlichsten Schwierigkeiten der Lehre von der Kreistheilung
liegen bekanntlich in gewissen complexen, in derselben auftretenden Zahlen. Es
bleibt von der rein theoretischen Seite eine genauere Einsicht in die Natur dieser
complexen Zahlen, von der practischen Seite eine leichtere Methode fir die
Bildung derselben noch zu wiinschen. Diese beiden Mingel diirften nun mittels
der hier gegebenen Theorie der complexen Zahlen vollstindig gehoben wer-
den konnen.

Ist p eine Primzahl von der Form p—=pui-|1, g eine primitive Wurzel
von p, « eine imaginire Wurzel der Gleichung o' =1, und & eine imaginire
Wurzel der Gleichung #” =1, so beruht die hauptsachlichste Aufgabe der
Kreistheilung in der Bildung der Aten Potenz des Ausdrucks

(@,2) = ztaxtttas’ . ... P 2af,
welche Potenz, von 2 unabhingig, eine aus den Wurzeln «, o?, o’, etc. ge-
bildete complexe Zahl ist. Diese complexe Zahl setzt Jacobi (S. Monatshe-
richte der Berliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in diesem
Journal Bd. XXX. S. 166) als Product aus complexen, ebenfalls von 2 unab-
hingigen Zahlen zusammen, welche durch die Gleichung

i (e, ) (uk, x)

V(@) = Sy
bestimmt sind. Es ist nimlich

(0, @) = pyr()yn(@) s (@) . . . Yaa(00).
Nun weiset auch Jacobi a. a. 0. nach, dafs, wenn r eine primitive Wurzel
der Gleichung 7~'=1, und ¢ dieselbe primitive Wurzel der Congruenz
~ g"'=1 ist, welche auch schon in (e, ) vorkommt, und wenn in dem von =
unabhingigen Ausdrucke
~m, x) (r~", )

— (r
11”('.) - (r-m—n, x)

anstatt der primitiven Wurzel r, die primitive Congruenzwurzel ¢ gesetzt wird,
dafs dann

. v(9) =0, mod.p,
ist, sobald m--n > p—1, aber m und n fir sich kleiner als » —1 und positiv
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sind. Setzt man nun
' r" =, g™ = u, mod.p,

n = km, mod. p—1, m = hu, mod. p—1,

so ergiebt sich
Y(r) = (o), also auch y(a) = y ().

Es ist demnach vy (u") =0, mod. p, fir m4n>>p—1; welche Bedingung
sich nach den fesigesetzien Werthen von = und n darauf vereinfacht, dafs die
positiven Reste von A% und von 4, fir den Modul 2, zusammen grofser
sein missen als 4. ‘ .

‘Dieses Jacobische Resultat giebt unmittelbar die idealen Primfactoren
der complexen Zahl (). In unsere Ausdrucksweise ibersetzt, heifst es:
Es enthdlt vy (c) den zu a=u" gehorenden idealen Primfactor von p,
wenn h und der positive Rest von hk, mod. s, zusammen grifser sind
als 4. Die Anzahl der Werthe von %4, welche dieser Bedingung geniigen,
ist offenbar gleich }(2—1); denn von je zwei Werthen von 4, deren Summe
gleich 4 ist, geniigt immer einer, und zwar nur einer von beiden. Es sind
also dadurch }(A—1) Primfactoren der complexen Zahl v, () gegeben, und
aufser diesen konnen keine andern vorhanden sein; denn v;(e™') mufs genau
eben so viele Primfactoren enthalten als v,(a), und da yi(e)yi(a™)=p,
p aber nur A—1 (ideale) Primfactoren enthalt, so mufs y;(e) genau }(i—1)
Primfactoren enthalten, welche die oben gefundenen sind. Bezeichnet f(e)
einen idealen Primfactor von p, und zwar den zu « =wu gehiorenden; bedeutet
ferner " diejenige positive Zahl, welche kleiner als 4 ist und der Congruenz
hwm, =1, mod. A, geniigt, so ist

Yi(e) = o IIf(a™);

wo das Productzeichen IT sich auf alle diejenigen 4(2 —1) Werthe von 4
bezieht, fiir welche 2 und der positive Rest von %%, mod. 1, zusammen grofser
sind als 4. Nach dem vorletzten Saize in (§. 7.) mufs diesem Producte,
welches nur durch seinen idealen Primfactor bestimmt ist, irgend eine complexe
Einheit E(«) als Factor beigegeben werden; diese mufs aber vermoge der
Gleichung vy ()i (™) =p so beschaffen sein, dafs K (o) E(¢™")=1 ist; und
dieser Gleichung geniigt keine andere Einheit, und iberhaupt keine andere com-
plexe Zahl als +c’, weshalb wir diese Einheit als Factor des Products hin-
zugefigt haben. L

Mit den gefundenen Primfactoren von v;(c) sind nun diejenigen der
Potenz (o, &)* zugleich mit gegeben. Der bestimmte, zu o« = u* gehorige ideale
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Primfactor von p kommt nimlich in dem Producte v, (c)w,(e:) ys(e)....9; »(ex) .
gerade so viele mal vor, als es Zahlen % giebt, fir welche der positive Rest
von kk, wenn A hinzu addirt wird, grofser wird als 4, also fir welche der
positive Rest von k4, mod. 2, grofser ist als A—4A. Nun hat far k=
1,2,3,....4—2 dasProduct 4% alle Reste 1,2,3, .... A—1, mit Ausnahme
von A—h; die Anzahl derer, die grofser sind als A —4, ist also 2—1; folg~
lich kommt der zu «=—u" gehorende ideale Primfactor von p, welcher nach
der obigen Bezeichnung f(«™*) ist, in diesem Producte 2—1 mal vor. Man
erhalt folglich

Y@ Yo(@) « . Yya(0) = Ffa™) f @) F@™) . ™)
und wenn mit p = f(a)-f(*)-f(’)....[f(c*"), oder, was Dasselbe 1st, mit
p=[(e™)-f(a™)-f(o™)....[ (™) multiplicirt wird:

(o @) = e (@) (@) F @) o flam)
welches nach einer andern Anordnung der Factoren auch so dargestellt wer—
den kann:

2 —‘2

(o ) = o flaf™- flaP)™ -f(od)",
(Man vergleiche das Breslauer Programm zur Jubelfeier der Universitit Ko-
nigsberg, in welchem ich diese Darstellung des (o, «)* zuerst aufgestellt und
nach einer andern einfachen Methode bewiesen habe; fir den Fall, dafs f(c)
ein wirklicher (nicht idealer) complexer Primfactor von p ist.)

Zur Bestimmnhg des allein noch unbestimmt gebliebenen Factors + o'
erwige man, dafs (¢, ) = (1,2*) = —1, mod. 4, ist; es mufs also dieser
Factor so genommen werden, dafs auch die andere Seite dieser Gleichung
congruent —1 werde, fir den Modul 2 *).

Fir die Erkenntnifs der innern Natur dieser complexen Zahlen der
Kreistheilung lassen die gegebenen Zerlegungen in die Primfactoren nichts zu
wiinschen dbrig. Was ferner die wirkliche Berechnung derselben fir be-
stimmte Werthe des p und 2 betrifft, so reduciren sie die ganze Aufgabe auf
den einen Punct: einen complexen Primfactor von p zu finden, welcher immer,
entweder als wirkliche complexe Zahl, oder doch als Wurzel aus einer sol-
chen dargestellt werden kann. Im ersten Fall lafsi sich ein solcher Primfactor
durch indirecte Methoden, welche ich in dem erwihnten Programm ent-

o *) Ich verdanke diese Bemerkung emer Prwat Mluhellung des Hrn. Dr. Ezseustem
: - 'Anm. d. Verf
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wickelt habe, stets sehr leicht finden; ist er ideal, so mufs man zunichst
ermitteln, zu welcher Potenz er erhoben werden mufs, um zu einem wirk-
lichen Factor zu werden. Diese Potenz lifst sich alsdann durch dieselben
Methoden finden, und die entsprechende Wurzel daraus giebt den gesuchten
idealen Factor. In diesem letzten Falle giebt es dbrigens noch andere Mittel
gur wirklichen Berechnung von (e, #)*; welche ich jedoch hier iibergehe.
Hitte man eine vollstindige Tafel aller complexen Primfactoren der realen
Primzahlen (z. B. bis p =997, als so weit der ,Canon arithmeticus” von
Jacobi reicht), nicht blofs fir den Fall, dafs i eine Primgahl ist, sondern
auch wenn es eine Potenz einer Primzahl ist: so hatte man fir den ganzen
Bereich dieser Tafel auch die Losung aller Kreistheilungen, ohne alle weitere
Rechnung. Einen Anfang fiir eine solche Tafel der complexen Primfactoren
habe ich in dem erwihnten Programme gegeben.

§. 12.

Das Product idealer Primfactoren, durch welches wir die in der Kreis-
theilung vorkommenden, mit y,(e) bezeichneten complexen Zahlen ausgedriickt
haben, nédmlich

+a TIf (") = yy(a),
wo & diejenigen % (4 —1) Werthe hat, welche der Bedingung geniigen, dafs
der kleinste positive Rest von k%4, mod. 4, um % vermehrt, grofser als 4 ist,
und wo mj, eine der Congruenz Am;, mod. i, geniigende Zahl bedeutet, hat
die merkwirdige Eigenschaft, immer eine wirkliche complexe Zahl zu geben;
nicht blofs, wenn, wie im vorigen Paragraph, f(c) ein idealer Primfactor der
Primzahl p von der Form wi--1 ist, sondern auch wenn f(e) irgend eine
beliebige ideale complexe Zahl ist. Ist ndmlich f{e) irgend eine beliebige
ideale Zahl, so ist sie nach (§. 10.) stets solchen idealen Zahlen #quivalent,
deren ideale Primfactoren nur zum Exponenten Kins gehoren. Was also in
Beziehung auf die Wirklichkeit des obigen Products von einer solchen idea-
len Zahl gilt, das gilt auch von jeder beliebigen. Ist aber f(a) ein Pro-
duct aus idealen Primfactoren, welche alle zum Exponenten Kins gehoren,
d. h. 'ﬁvelche nur ideale Primfactoren realer Primzahlen von der Form ul—}-i
sind, so zerfillt das obige Product in ein Product ahnlicher Producte, welche
alle einzeln, dem vorigen Paragraphen zufolge, wirkliche complexe Zahlen
sind. Es ist demnach in der That I7f(«™") stets eine wirkliche complexe Zahl,
wenn f(a) irgend eine beliebige ideale. Zahl bedeutet. Dasselbe gilt nun auch
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von dem Producte

Fla™) F@™)-f@™) ... fle™)" = P(a);
denn dieses ist, wie im vorigen Paragraph gezeigt, nur aus den obigen Pro-
ducten zusammengesetzt.

Es soll nun fir f(e) eine aus Perioden von je f Gliedern gebildete
ideale Zahl genommen werden, d. h. eine solche, welche, durch ¢(7) be-
zeichnet, der Bedingung geniigt, dafs

M) ) .- 9Wem) = No(m) = M
gleich einer realen ganzen Zahl sei. Nach (§. 7.) gesiattet auch jede
Zahl M, welche die Eigenschaft hat, dafs alle ihre Divisoren, zur [ Potenz
erhoben, congruent Eins sind, fir den Modul 4, eine solche ideale Zerlegung
in complexe Factoren. Es sei ferner y eine primitive Wurzel der Congruenz
7*'=1, mod. 1, ferner allgemein y, der kleinste positive Rest, welchen 5~ lafst,
fir den Modul 2, und dann

Tty +r. +. o drven. = is,
71+ Vet P2est o oo T Vrvern = A8,
72+ YerrF Vw2t oo oo F Vptyerr = A8,

73—1'{—72¢—1+73e;1+""+7fc—l = 182_1:
so sind s,, 8, S, .... 8,_, ganze Zahlen, weil diese Summen bekanntlich
alle durch 2 theilbar sind. Schreibt man nun das Product P(e) in der Form
-3 o7 -2 Y-

P(a) = f(@) (@) - f@™)" ... fe*)"7,
so erhédlt man, wenn ¢(7) statt f(e) gesetzt wird,

Aoy

is, is, is,

1) P = o) 9o@m0)" 9oms)" o pm)
Es ist aber, wie sich leicht zeigen lifst, im gegenwirtigen Fall nicht nur P(c)
eine wirkliche complexe Zahl, sondern auch die i Wurzel daraus; denn es

ist allgemein

P(a) P(at

s = @)
und wenn k-1 einer der Zahlen y,, %5, .... Y. gleich angenommen wird,
so ist P(a)= P (") fir f(«)=¢(n), also auch

P = (y(e)}
d. h. P(¢*), und folglich auch P(c) selbst die A Potenz einer wirklichen
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXV. Heft 4. 48
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complexen Zahl. Deshalb ist denn auch

Se-1

IORRICIN R IC YR ICN
eine wirkliche complexe Zahl. Es sei nun s, die kleinste der Zahlen s,, s,,
S35 «v.. S,y s0 ist diese wirkliche complexe Zahl noch durch die wirkliche
Zahl [@ () @(_1)P(—2) ... @(n)]" theilbar, und es ist

() @) T ) ()T = D)

gleich einer wirklichen complexen Zahl. Dieses Resultat ist in dem Fall,
wo f (die Anzahl der in einer Periode enthaltenen Wurzeln) eine gerade
Zahl ist, nichtssagend: denn alsdann sind die Zahlen s,, s;, $,, .... s._, alle
einander gleich, und man erhilt nichts weiter, als dafs KHins eine wirkliche
Zahl ist. Wenn aber f ungerade ist, so sind die Zahlen s,, $;, S, .... §._,
nicht alle gleich, sondern es ist nur s, 8, =8+ 8, =8+, H—=....= 8
Multiplicirt man also < () mit der reciproken complexen Zahl, welche % (s,,)
ist, so erhilt man

(3)  PO)bm) = M.

Dies ist das analoge Resultat zu dem von Jacob: gefundenen v () -y ()
=—p. Der merkwiirdigste specielle Fall ist unstreitig der, wenn e=2, f= 1(1—1)
und, da f ungerade sein mufs, 4 von der Form 4n--3 ist. Hier kommen
nur die beiden Perioden 7 und 7, vor, deren Werthe bekanntlich (—1+y—4)
sind; ferner ist ®(n)=ax+yn, Pp)=x+yn ud (z+yn)(ct+yn)
=&’ —ay+ +(A-41)y*; auch ist hier As, gleich der Summe der quadratischen
Reste, und is, gleich der Summe der quadratischen Nichtreste. Bezeichnet
man diese Summen durch =a und =0, so erhilt man

L (Zb—Za
@) MW = 2wy G Dy
das heifst: die Potenz mit dem Exponenten %(26 — Za) von einer jeden Zahl,

welche iberhaupt durch quadratische Formen der Determinante — i dargestellt
werden kann, ist stets durch die Hauptform xz——’a:y_—{—{(l-,—i)yz darstellbar.
Dasselbe kann auch so ausgedriickt werden: Jede Classe quadratischer Formen

der Determinante — A, wenn sie %(Eb—Za) mal mit sich selbst zusammen-

gesetzt wird, giebt die Hauptclasse. Es ist dies dasselbe Resultat, aus welchem,
zusammengehalten mit dem Satze §.305. der Disqu. arithm. von Gaufs, Jacobi

zuerst vermuthet hat, dafs die Zahl %(Zb—Za) gleich der Anzahl der nicht

dquivalenten Classen dér quadratischen Formen der Determinante — 4 sein dirfte.
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(S. dieses Journal Bd.I1X. 8. 189.) Die allgemeinere Formel (3.) giebt zu
dhnlichen Vermuthungen iiber einen Zusammenhang der Zahlen s,, s,, 8, .... $,_;,
namentlich der Zahl f—2s, mit der Anzahl der nicht édquivalenten complexen
Zahlen fiir jeden Werth von 4 Anlafs.

Die Wirklichkeit des Products P(«) fiir alle beliebigen idealen Zahlen
f(e) gewihrt noch ein Mittel, zu finden, welche Potenz einer idealen Zahl zu
einer wirklichen wird. Giebt man namlich in dem Ausdrucke von P(c) dem
o die Werthe &, o2, o®, .... ¢/, so erhilt man A—1 Gleichungen, in wel-
chen man f(«), f(¢?), etc. als Unbekannte betrachten kann; und aus diesen
Gleichungen, welche fir die Logarithmen dieser unbekannten Factoren nur
linear sind, kann man, weil sie nicht ganz unabhiingig von einander sind,
fla=t)’
oder vielmehr eine bestimmte Potenz desselben finden, welche, durch P(«),
P(o?), etc. ausgedriickt, eine wirkliche complexe Zahl ist. Ist nun ¢(e) eine
ideale complexe Zahl, von der Art, dafs sie der Bedingung: ¢ () aquivalent
fle™)¢(e), geniigt, fir irgend eine Bestimmung der idealen Zahl f(«): so
kann man durch Auflosung eines Systems linearer Gleichungen, oder vielmehr
nur durch Ausrechnung der Determinante dieses Systems, stels eine Zahl n
finden, welche der Bedingung geniigt, dafs (¢())" eine wirkliche complexe
Zahl sei. Die wirkliche Ausrechnung hat folgende bestimmte Werthe des n
gegeben: n=1 fir A==5, ¢, 11, 13, 17 und 19, n =23 fir A =23, n=2
fir =29, n=29 fir A=31, a=37 fiur 2=37, n=11 fir A =41,
n=—211 fir A=43, n=>5.139 fir 1=147.

Die vollstindige Bestimmung derjenigen Potenzen idealer Zahlen, welche
zu wirklichen werden, so wie auch die Bestimmung der Anzahl nicht dquiva-
lenter idealer Zahlen, erfordert aber noch wesentlich andere Principien, als in
der gegenwirtigen Abhandlung enthalten sind. Wir verfolgen diese wichtige
Frage auch schon deshalb jetzt nicht weiter, weil, wie bereits erwahnt, die
Veroffentlichung einer Arbejt von Dirichlet nahe bevorsteht, in welcher er
dieselbe Frage fiir einen sehr nahe verwandten Gegenstand vollstindig ge-
loset hat.

Breslau, im September 1846.

zwar nicht f(o) selbst finden, aber man kann stets den Quotienten

R e—
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