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Dem Andenken an meinen Vater 

w 1. Einleitung und Uberblick iiber die Ergebnisse 

v(x, t) = 0 

lim v(x, t ) = U  

v(x, 0)= Vo(X) 

Die Differentialgleichungen von C.L.M.H. Navier und G.G. Stokes 

p ~ v(x, t ) - ~  v(x, t)+ Vp(x, t)+ p(v(x, t). v) v(x, t)= f(x, t) 
(1.1) 

v. v(x, t) = 0 

beschreiben die Str6mung einer zghen, inkompressiblen Fliissigkeit. Hierbei 
bezeichnen die zu bestimmenden Funktionen v(x, t) und p(x, t) die Gesehwindig- 
keit bzw. den Druck Rir ein Teilchen, das sich zum Zeitpunkt t an der Stelle x 
befindet. Die Konstanten p und # geben die Dichte und die Z/ihigkeit der 
Fltissigkeit an, f ist die ~iuBere Kraftdichte. Das Skalarprodukt zweier Vektoren 
a=  (a 1, a 2, a 3) und b= (b 1, b 2, b 3) des 11t 3 wird stets als a. b geschrieben, und der 

V-Operator wird dabei als Vektor V = ~ 1 ,  Ox 2, 3x 3 behandelt. 

In dem in dieser Arbeit betrachteten speziellen Problem der Umstr6mung 
eines endlichen K6rpers fordert man als Rand- und Anfangsbedingungen 

fiir alle xEX und alle t~[0, T],  (1.2) 

ftir alle t~[0, T], (1.3) 

ftir alle x e g .  (1.4) 

Dabei bezeichnet X die Oberfl~iche des K6rpers f2, v o das Geschwindigkeitsfeld 
ftir den Anfangszeitpunkt t=0 ,  g: =IR 3 \(~2 u Z) das von der Fltissigkeit einge- 
nommene Gebiet. Ffir das Problem (1.1) bis (1.4) soll in dieser Arbeit ein 
beziiglich der Zeit globaler Existenzsatz bewiesen werden, wobei die Forderung, 

P dab ~.[~ Iv(x, t)-Ul2dx, die kinetische Energie der Str/Smung, nicht notwendi- 
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gerweise endlich ist, den Fortschritt gegenfiber bekannten Ergebnissen darstellt. 
Diese Eigenschaft der L6sung wird sich andererseits als nattirlich herausstellen, 
wie die Theorie der station~iren Navier-Stokes-Gleichungen lehrt. Hier studiert 
man die Randwertaufgabe 

- v A v + ( v .  V)v+ Vp=f 
in d o , (1.5) 

V.v=O 

vlz =0,  (1.6) 

v ( x ) ~ U  fiir Ixl~oo. (1.7) 

# 
v: = -  bezeichnet die kinematische Z~ihigkeit. Existenzs/itze far dieses Problem 

P 
wurden von Leray [18] und Finn [9] bewiesen; einen Oberglick tiber die 
Beitr/ige zum station~iren Umstr6mungsproblem bieten die (Jbersichtsartikel 
[10] und [11] von Finn sowie der Handbuchartikel [3] yon Berker. Hier sind 
die Beitriige [ 6 ] - [ 1 0 ]  yon Finn yon besonderem Interesse, da neben der 
Existenz der L/Ssungen auch eine Reihe von Eigenschaften bewiesen werden, die 
es schliefSlich erm/Sglichen, die L/Ssungen mit dem zu vergleichen, was Erfahrung 
und Experiment fiber Str/Smungen z/iher Fltissigkeiten lehren. Charakteristisch 
ffir diese LSsungen ist eine Spezifizierung von (1.7), n~imlich 

Iv(x)-Ul<Clx[ -~-~, (1.8) 

falls ]x[ gentigend grog ist; hierbei sind C und e positive Konstanten. Ffir 
L6sungen yon (1.5), (1.6), (1.8) wurde von Finn bewiesen: 

(i) Nachlauf 

Es gibt ein Teilgebiet yon do in dem die Geschwindigkeit relativ stark von U 
abweicht. Dieses Gebiet wird als Nachlauf (engl. ,,wake") bezeichnet. Es ist 
asymptotisch yon der Form eines Paraboloids, dessen Achse in die Richtung 
yon U weist, genauer 

Iv(x)-UI < C Ixl- 1, 
Iv(x) ; U I  < C Ixl- 1 ~, 

1~91 < 7g IX [ 1/2 
1~01 <7l; [X1-1/2+~/2 (1.9) 

Hierbei ist ae[0, 1] und ~o der Winkel zwischen der durch U gehenden Geraden 
Z und dem Strahl yon einem beliebigen, aber festen y~Z zu dem variablen 
Punkt x e &  Dieses Ergebnis ist bestm6glich, d.h. aus Iv(x)-Ul--o(Ix1-1) in do 
folgt v ( x ) - U  ftir alle x~& 

(ii) Asymptotische Entwicklung 

Fiir groge hxL gilt 

) (1.1o) 
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wobei Fx: =~Tv. ndo- die auf den K6rper f2 wirkende Kraft und 
2 

v / O r  i OvJ\ 
(Tv)ij: = - p  ij + ~  ~Sx~ + ~ x  i) (1.11) 

der Spannungstensor ist. k~(x, y) ist die Grundl6sung der Oseen-Gleichungen 

- v A v + ( U .  V) v+ V p = f  
V. v = 0, (1.12) 

die aus (1.5) durch Linearisierung um U entstehen. 

(iii) Bremskraft 

U .  Fx = S Idefv[ 2 dx (1.13) 
g 

mit 

v / ~ v  i ~vJ\ 
(defv)ij = ~  ~x~ + ~Txi: �9 (1.14) 

Die in U-Richtung wirkende Komponente von Fz, die Bremskraft, ist yon Null 
verschieden. Da S [defy[ 2dx ein Mal3 darstellt ffir die Energie, die in W/irme 

umgewandelt wird, sagt (1.13) auch aus, dab der Str6mung im Unendlichen 
keine Energie hinzugeftigt wird. 

(iv) Kinetische Energie 

P Eki.." =~- ! [v(x)-U[ 2 dx = + oo. (1.15) 

Der Vergleich mit (1.10) zeigt, dab Ekin<O0 die Beziehung Fs.E(x,O)aLz(g ) 
impliziert. Da aber /~ nicht quadrat-integrabel ist, bedeutet dies, dal3 F s ver- 
schwindet. Aul3er in einer Reihe von Spezialf~llen (etwa bei einer sich drehenden 
Kugel) ist aber die auf den K6rper wirkende Kraft yon Null verschieden. 

Diese L6sungen stimmen demnach sehr gut mit der Erfahrung und dem 
Experiment tiberein; das gilt insbesondere fiir die Frage nach der entscheiden- 
den Gr613e Fs. Finn nennt diese L6sungen ,,PR-solutions" (physically reasonable 
solutions). Aus dieser Diskussion folgt auch, dal3 ein Existenzsatz fiir die Anfangs- 
wertaufgabe (1.1)-(1.4) zu beweisen ist, und zwar unter der Bedingung, dab 
~lv (x , t ) -U[Zdx  unendlich werden kann. Ein solcher Satz ist aber dariiber 
g 

hinaus auch ftir die weitere Untersuchung der station/iren PR-L6sungen 
nfitzlich. 
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Eine L6sung der station~iren Navier-Stokes-Gleichungen heigt erreichbar, 
wenn sie der Grenzwert (ftir t~c~)  einer Funktion v(x, t) ist, die die folgende 
Str6mung beschreibt: zur Zeit t = 0 befindet sich der in die ruhende Fltissigkeit 
eingetauchte K6rper in Ruhe; dann wird er innerhalb des Zeitintervalls (0, to) 
auf die Geschwindigkeit U beschleunigt, und fiir alle t > t o wird die (konstante) 
Geschwindigkeit U beibehalten. Zu der Frage, ob die PR-L/3sung v(x) zu ge- 
gebenen Daten auf Z und fiir I x l ~  und mit Fx=0 erreichbar ist, lieferte Hey- 
wood [-14] folgendes Resultat: sei v(x) eine PR-L6sung mit endlicher kinetischer 
Energie; ferner gelte 

! ;  

Iv(x)-Ul<=Clx1-1 mit C < ~ ,  (1.16) 

dann ist von allen L/Ssungen von (1.5), die auf Z und fiir ]x[~oo mit v(x) 
iibereinstimmen, nur v(x) erreichbar. Hinreichend fiir die Erreichbarkeit ist, dab 
die Ausdriicke 

sup Iv(x)-UL" Ixl, sup ]v(x)[, ]]v-UHL~(e), IlvllL2(~) 
x e o  ~ x e ~  

geniigend klein sind. Heywood erh~ilt dieses Ergebnis im Rahmen der Theorie 
schwacher L6sungen; diese L6sungen liegen in Teilr5umen yon L2, so dab sich 
yon daher die Einschriinkung an die kinetische Energie der PR-L6sungen, die 
erreichbar sind, erkl~irt. So stellt der Existenzsatz dieser Arbeit einen ersten 
Schritt dar, das Problem der Erreichbarkeit auch fiir Str6mungen mit Fx 4 0 zu 
behandeln 1. 

Bei der L6sung yon (1.1)-(1.4) wird zuerst das linearisierte Problem behan- 
delt. Analog zum Vorgehen yon Finn wird auch bei den instation/iren Gleichun- 
gen um U linearisiert, so dab man die zeitabh/ingigen Oseen-Gleichungen 

v t - v A v + ( U .  V) v+  Vp=f  
V-v=0 (1.17) 

erNilt mit den Rand- und Anfangswerten 

v(x, t)=vx(x, t) I'fir alle xeZ,  t>0 ;  v(x, t )~0,  Ixl~oo 
v(x, t)=vo(x ) t'fir alle x~d ~. 

Ist nun v(x, t) und p(x, t) eine L/Ssung der Aufgabe (1.17)-(1.19), 

oo 

u(x, 2)'. = ~ e- Ztv(x, t) dt, q(x, Z): = ~ e- ;'tp(x, t) dt 
0 0 

die Laplace-Transformierte yon v bzw. p, dann erfiillen u und q das System 

ftir alle t>0 ,  (1.18) 

(1.19) 

1 Herr Professor G.H. Knightly hat mich freundlicherweise darauf aufmerksam gemacht, dab in 
seiner neuen Arbeit ,,Some asymptotic properties of solutions of the Navier-Stokes equations" u.a. 
die Konvergenzbetrachtungen fiir t-. 0% die sich beim Problem der Erreichbarkeit der PR-L6sung 
ergeben, enthalten sind 
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o9 

- v A u + ( U . V ) u + V q + 2 u = h ,  h=vo+ ~e-~tfdt, 
o (1.20) 

V - u = O  

u(x, 2) = ~  auf X, u(x, 2) --+ 0, Ix[--* oe. (1.21) 

Die Laplace-Transformation ftihrt also das zeitabNingige Problem (1.17)- (1.19) 
in ein System (1.20) tiber, das elliptisch im Sinne von Agmon-Douglis-Nirenberg 
ist. Die Randbedingung (1.21) erffillt die Complementing Boundary Condition 
(Lopatinskij-Bedingung). Kennt man nun den L6sungsoperator von (1.20) 
-(1.21), d.i. die Resolvente A~ -1 des Oseen-Operators A, und erfiillt A~ -1 
geeigneteWachstumsbedingungen bez.)~,so ist damit die Existenz des L6sungs- 
operators e -tA vorl (1.17)--(1.19) bewiesen, e -ta ist die inverse Laplace- 
Transformation von A~ 1, 

e-ta:=27cil ! e~tAf l d2, (1.22) 

und heil3t die vom Oseen-Operator A erzeugte Halbgruppe. Die Theorie der 
Halbgruppen spielt bei der Behandlung zeitabh~ngiger Probleme eine wichtige 
Rolle. Und durch Sobolevski's Idee, vgl. [23], die regularisierenden Eigenschaf- 
ten der gebrochenen Potenzen eines Operators auszuntitzen, konnten auch 
nichtlineare Probleme mit Halbgruppenmethoden gel6st werden. Bei den Na- 
vier-Stokes-Gleichungen arbeiteten als erste Fujita-Kato [-12, 13] und Prodi 
[22] mit diesem Ansatz. Definitions- und Wertebereich der Differentialopera- 
toren sind jedoch Teilr~iume von L 2, so dab auch fiir diese Arbeiten die vorher 
ausgeffihrten Einschr~inkungen fiir die kinetische Energie der L6sungen gelten. 
Um dies zu vermeiden, werden Halbgruppen benutzt, die von Wahl [25] einge- 
ftihrt hat. yon Wahl untersuchte Halbgruppen von Operatoren mit Definitions- 
und Wertebereich in C ~ und gelangte so zu weitreichenden Regularitiitsaussa- 
gen und a priori-Schranken fiir L6sungen nichtlinearer parabolischer Gleichun- 
gen und Systeme, vgl. z.B. [27] und weitere dort zitierte Arbeiten. Der wesentli- 
che Unterschied zwischen den Halbgruppen in C ~ und den Halbgruppen in 
Lp, wie sie der Ktirze wegen genannt seien, liegt in den Resolventenabsch~itzun- 
gen der sie erzeugenden Operatoren: bezeichne L einen elliptischen Operator 
zweiter Ordnung, jeweils in C ~ bzw. L F definiert, dann gilt ffir dem Betrage 
nach grol3e 2 aus der Resolventenmenge von L 

I,~l IlUllgp + 1211/2 HuI[B~ + Ilull~l < c Ir/llLp, (1.23) 

I,~l ~ ilUllco+~+l,~l~ 2 i[ullc~+~+121-~/2 Ilullc2+~<cllfllc . . . .  (1.24) 

wenn u L6sung von ( L + 2 ] ) u = f  in einem Gebiet G mit u]0G=0 ist. Wegen des 
Faktors 121 -=/2 ist (1.24) schw~cher als (1.23); dab man aber i.allg. (1.24) nicht 
verbessern kann, hat vonWahl  [25] gezeigt. Es geht aber auch unmittelbar aus 
dem Beweis von (1.24) fiir den Oseen-Operator in w 4 hervor. 

In w 2 wird zuerst der Fundamentaltensor E(x, y; 2), P(x, y; 2) fiir das System 
(1.20) konstruiert und sein asymptotisches Verhalten fiir ]x-yl--+oe untersucht. 
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In w 3 wird gezeigt, dab (1.20)-(1,21) ftir alle )~er die aul3erhalb einer Parabel 
mit IR- als Achse liegen, eindeutig 16sbar ist. Die Resolventenabschgtzung vom 
Typ (1.24) ist in w ausgeftihrt. In w 5 wird dann das instation~ire, nichtlineare 
Problem (1.1)-(1.4) behandelt. Die in t lokale Existenz einer L/Ssung kann 
nachgewiesen werden, wobei ein Existenzsatz yon Kielh6fer die entscheidende 
Rolle spielt. Eine a priori-Schranke, die wesentlich eine Abschiitzung von Finn 
benutzt, fiihrt zu einem globalen Existenzsatz. 

Die Resultate dieser Arbeit sind in meiner Dissertation enthalten. Ich habe 
sie unter Anleitung von Herrn Professor Dr. Stefan Hildebrandt verfaBt, dem 
ich ftir seine freundliche Ermunterung und hilfreichen Ratschliige herzlich 
danke. Herrn Professor Dr. Robert Finn danke ich herzlich ftir viele Hinweise, 
die ftir den Fortgang der Arbeit sehr ntitzlich waren. 

Die Untersuchung wurde gef/Srdert durch den v o n d e r  Deutschen For- 
schungsgemeinschaft getragenen Sonderforschungsbereich 72. 

w 2. Hydrodynamische Potentiale 

Um die Dirichletsche Randwertaufgabe ftir das System 

- v A v + ( U .  V)v+ V q + 2 v = h  
in g (2.1) 

V'v=O 

mit Hilfe der Integralgleichungsmethode 1/Ssen zu k6nnen, wird zuerst eine 
GrundlSsung konstruiert. Das Paar (Eij(x, y; )0, Pj(x, y; 2)), i,j = 1, 2, 3, heil3t eine 
Grundl6sung yon (2.1), wenn das adjungierte Gleichungssystem ftir jedes j 
= 1, 2, 3 erfiillt wird: 

- v A r E,j + ~ -  (U. Vy) Eij + 2 Eij = 6~j 6 (y - x), (2.2) 

i=1 ~yi Eij=O" (2.3) 

Der Index y an den Differentialoperatoren zeigt an, dab die Funktionen E und 
P nach y differenziert werden sollen. Der von Oseen [21] p. 31 benutzte Ansatz 
wird hier folgendermal3en modifiziert: 

~2 
Eij(x'Y; ~'):=( aiJA' Oyi~yJ) cI)(x' y; 2)' (2.4) 

g(x, y; = ay ( -  vA, - (U ,  y; ;0, (2.5) 

wobei ~b eine reellwertige Funktion bezeichnet, die zu bestimmen ist. (2.3) ist mit 
diesem Ansatz ftir beliebiges ~b erftillt; setzt man (2.4) und (2.5) in (3.2) ein, so 
folgt 

- A(v A +(U.  V ) -  2) ~b = a ( y - x ) .  (2.6) 
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Mit dem Ansatz 

-A~b=. '~  2 und (vA+(U.V)-2)cP=:q~ 1 

folgen aus (2.6) die Beziehungen 

- d  ~b~ = c~(y-x), 

(vA +(U.  V)-2) ~2 =6(y-x) .  

151 

(2.7) 

Die Grundl6sung (b zur Gleichung vierter Ordnung (2.6) l~igt sich nun durch q51 
und (b2, Grundl6sungen zu Gleichungen zweiter Ordnung ausdriicken. Addiert 
man (2.8) und (2.9), so folgt 

( U "  V) ~ - , ~ )  = t~ 1 -[- v~) 2 . (2.10) 

Die homogene Gleichung 

hat als L6sung 

F(~• exp (U2--~- U '  ~), 

mit einer beliebigen Funktion F, die nur vonder  Projektion 4 • des Vektors 
auf die Ebene U . ~ = 0  abh~ingt. Fiir die inhomogene Gleichung liefert die 
Methode der Variation der Konstanten als L6sung 

1 2U 'U 2 �9 (~)=F(~• ~ ~(q~ +v~b~)e- "/ dtl.e ~vr (2.1t) 
S(~) 

Hierbei ist die Strecke S(~) yon 4• ~ ~, U U nach ~ der Integrationsweg. 
U U 

Zur Bestimmung yon (b 2 wird in (2.9) der Ausdruck 

~2(/~) = e - u " / z v  ~ 3  (r/) (2.12) 

eingesetzt, so dab ffir ~3 folgt 

Im Falle dreier Raumdimensionen lautet die L6sung 

(~ 4/~ U 2/1/2 

1 1 ~ V - ~ - + - ~ /  1 4 2 '  U z 

(2.8) 

(2.9) 
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wobei  K~(~) die modifizierte Bessel-Funkt ion zweiter Ar t  ist. Setzt m a n  

e - o -  

ein, vgl. [-19-1 p. 73, so folgt 

1 1 e_r 2+. .=2  _ U 2 
4roy [ill v 4v 2" (2.14) 

die Ausdri icke (2.11), (2.12) (2.14) zusammen,  beachtet ,  dab r 

ist, und dreht  das Koord ina t ensys t em so, dab U yon der F o r m  

= 

Setzt m a n  
1 1 

4re I x - Y l  
(U, 0,0) ist, dann erNilt  m a n  fiir ~:  

1 yl --X 1 
q~(x,y; 2 ) = F ( y Z - x Z ,  y 3-x3)e~(y'-x')/U +~-~U ! (t2-~-$2) -1/2 

�9 { 1 - e - r + ('~ + ~)'/~ - vt/2 ~} e ~/v.  eX(y, - ~,)/v dt (2.15) 

und s 2 = (y2 _ x2)2 + (y3 _ x3)2. 

Fiir Ix-yl--+oo bleibt nun  r  und  ebenso E~j, im al lgemeinen nicht mehr  
beschriinkt. M a n  w~ihlt daher  

F(y2 __X 2, y 3  __X3)  

co 
_ 1 ~ ( t 2 + s  2) 1/2{1-e  -r vt/2~}.e-X~/Vdt (2.16) 

4rcU o 

und erh~ilt 

1L_ e 
4zc U y, _~  

�9 e -  ;,~/v d t  e '~(y~ -x~) /v .  (2.17) 

Satz 1. Die Grundl6sung Eij(x, y ; 2 ) =  (6~jA 
O 2 

- ; -  .~Q-~YJ! r  y; 2) verschwindet fiir 

] x -  yL-+c~ mindestens wie ] x -  y1- 3. Dabei sind alle Werte ) ~ = e + i f i e ~ ? \ { 0 }  
zugelassen, die aufierhalb des yon der Parabel 

U 2 2fl 2 U 2 
- -  81j~-'t- O~ = ~ ,  - -  O0 ~ ----8122 (2.18) 

berandeten abgeschlossenen Gebietes P liegen. 

Beweis. Nach  Kon t ruk t i on  der GrundlSsung  ist das Integral  

• ( t 2  _~ S 2) - 1/2 {1 - -  e -  7z=-(t~ + s2)1/~ _ ut/2v} eX.V. dt e ;'~/v 
zl (2.19) 

mi t samt  seinen Ablei tungen f'tir Iz I I--+ oo zu diskutieren. Zun~ichst werden einige 
Spezialf~ille behandelt .  
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1. Der Fall 2~IR+; zl-+oe; s=0. Das Integral 

z' 1 e_ V~-t_vt/2~} e_ ;t/V dt 
l ( z ) = !  7 { 1 -  

kann explizit ausgerechnet werden: 

~ 1--e+(~/~-+ v~-+~-) t ~' l _ e - X t / V  
l(z) = ~ ~ y" d t -  

o t o t 

+ U 2 

--El (~  zl) --log ~ zl --7. 

Im letzten Schritt wurde die Beziehung 

i l _ e - b t  
- - & = E z ( a b ) + l o g a b + 7 ,  a , b > O  (2.20) 

o t 

aus [19] p. 345 benutzt; dabei ist E~ das Exponentialintegral und 7 die Euler- 
Konstante. Mit 

El(a ) = e -~ g(1, 1, a), (2.21) 

vgl. [19] p. 343, und der Absch~itzung ftir die konfluente hypergeometrische 
Funktion U yon Kummer 

U(1, 1 a) = O (al--s a~oe ,  

vgl. [19] p. 289, folgt 
g ,~ 

VzT + ~ + ~  
F(0,0)=log 2 Jr lim {e-XZ'/Ve -v~+zl -w~/zv  

zl~oo 

U 

Also ist 

1 {1 - e  -Ix+ t-Ut/2v} ~ t - xt/v dt e 
z5 

=F(0, 0 ) -  log l / ~ - +  U / 2 v + 2 / U  / e - a ~ / v \  

(2.22) 
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2. Der Fall 2elR +, z l ~  + ~ ;  s eN.  Fiir alle t, die grSBer als eine geeignete, 
positive Kons tan te  c sind, ist 

h(t, s): = ( t  2 -~- $2) - 1/2 { l  - e  -r (t= +,~)*/=- v,/2~} e-~,/v <h(t, 0). 

Dabei  h~ingt c nicht yon s ab. Weil h(t, s) nicht negat ivis t ,  erhiilt man  

oo z 1 

0 < 5 h(t, s) a t -  5 h(t, s) dt 
0 0 

c~ 

=< 5 h(t, O)dt, 
al 

wenn nur  z 1 >=c. D a n n  kann  wie in Fall 1 vorgegangen werden. 

3. Der Fall 2elR + ; z 1 --+ - oo ; s = 0. Statt z ~ ~ - oo betrachtet  man  - z  1 = :  ~* 
+ 09 und statt (2.19) das Integral  

z l  

(t 2 + s 2 ) - 1 / 2 { 1 - e  7z+('2+s2)l12+m/2~} eZt/Vdte -zzl/v, (2.23) 
0 

da F(z 2, z 3) e zzl/v exponentiell abklingt, also keinen wesentlichen Beitrag liefert. 
Schreibt man  das Integral  in (2.23) als 

Z 1 _ e ( - ~ / 2  + + u / 2 v + ) , / u ) t  z 1 eZt/u 
1 d r - I  1 -  dt 

o t o t 

so kann  man  den zweiten Ausdruck  sofort angeben;  ffir a, b > 0  ist n~imlich 

1 - -  e bt 

i ~ d t = E * ( a ,  b ) -  log - 7  (2.24) ab 
0 

mit dem Exponential integral  E*, vgl. [19] p. 345. 
In dem ersten Integral  hingegen mul3 man  folgende Fal lunterscheidung 

treffen: es gibt ein 2" =)t*(v, U), so dab 

1 / 2  U 2 U 2 < 0 fiir alle ~. <)~* 
- I / : 7 + ~ T z . z + ~ . . + ~  = 0  ffir alle 2=,~*. 

v v ~v Lv tJ 
> 0 fiir alle 2 > )~* 

Dami t  erh~ilt man  

E,t 

! ~( l_e(-gz~+v/2v+a/v) t}dt  

+ -  v/2 - Vv) +log 
fiir alle 2 < 2 *  

+ 1 + 1 = l - e  (-l/~+ + U/2v+2 /U)Z  + l o g ( - l ~ +  U/2v+2 /U)Z  + 7  
t t'fir alle )~ > 2*. 
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Ftir das Exponent ia l in tegra l  E* gilt nach [19] p. 343 

an 
E*(a)  - log a -  y = 

n=t nn!  

also 

1 ~ n + l  a "+1 
e-a(E*(a)  - log a -  y) = e -"  2. a ~ = x  n ( n + l ) !  

2 ~, a '~ 
< -  e -a - - .  (2.25) 
= a  n=O n! 

Da raus  kann  m a n  unmi t te lbar  en tnehmen:  

e_ ~eU U ~ e xt/U c 
1 -  dt <= fiir 5 1 ~ + o o  

o t 

Ftir 2__< 2* ist nach den Absch~itzungen aus Fall  1 

e -ae ' /v  ~1! t {11 - - e  (-1/T~+U/ev+x/v)t} dt 

< c e -  zel/v e ( -  r + + U/2 v + X/V)zl I~ l  I - 2. 

Ffir 2 > 2* folgt mit  (2.24) und (2.25) 

e - Z , 1 / v ) : ~ { l _ e ( - g a ~ - + v / z ~ + a / v ) t } d t  

< ce -Xe l / v  eXe,/v e {-/2-++ v/2v)el 1 
- r lt 

4. Der  Fal l  2GIR+; z : - - , - -  oo; selR. Sei 

k( t, s): = ( t  2 n L s 2 )  - 172 { 1 - e -  r + (t~ + ~)1/~ + Vt /2  v} e)~t/V. 

Wie in Fall  2 gibt es eine yon s unabh~ingige Kons tan te  c, so dab 

k(t,s)<__k(t,O) ftir alle t > c ,  s e N .  

Daraus  folgt 

O < e  -ae~/v ~ k ( t , s ) &  
0 

21 

<--e-Ze:/v i k(t, s)dt+e -*e'/v I k(t, O)dt. 
0 c 

Den zweiten S u m m a n d e n  sch~itzt m a n  wie in Fall  3 ab. Das  Integral  i k(t,  s )d t  

ist durch eine nur  von c abh:ingige Kons t an t e  beschr~inkt. 0 
I m  al lgemeinen Fall  be t rachte t  m a n  2 = c~ + iflGCL D a n n  ist der Realteil  

f:/r  B u v 
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[ 2  uEV/2 U 
v o n  

Parabel  

sicher positiv, falls c ~ + i f i 4 0  auBerhalb des von der 

U 2 2fl 2 U 2 
8V 2 t-]0~]--  U 2  , - - c x z ) ~ 0 { ~ - - - - S v  2 

berandeten Gebietes P liegt. Ftir diese 2 fiihren die Fiille 

sign (Re 2). z 1 --+ + oo, 

sign (Re 2). z 1 -~ - oo 

(2.26) 
(2.27) 

auf die Untersuchung der Integrale (2.19) und (2.23). N u n  ist aber 

~ (t 2 +S 2) U2{1--e 1/~-(t2+s2)l/2-Ut/2v} e - a ' / V d t e  a=*/v 

oo 
<--lea=*/v[ 5 ( t2 + s2) - 1/2 le-a, lv I (1 + e -R~/*+ {'~+~V/= w/2~) dt 

2,1 
oo 

= le~=l/v 15 (t 2 + $2)- 1/2 le- a'/Vl (1 - e - tr  +,~)*/a- vt/z~) dt 
zl 

co 
+ [ea=*/e[ 2 '  5 ( t2 + $ 2 ) -  1/2 [e-~t/v t e-Rel/~-(ta+sE)l/2-Ut/2v dr. 

z1 

Das  erste Integral  wird nun wie in Fall 2 behandelt,  das zweite liefert wegen )@P 
keinen wesentlichen Beitrag. (2.27) fiihrt mit ~t= = _  z 1 zu 

~(t2 + s 2)-  1/2 { 1 - e - / ~ - ( ~  + ~v/~ + m/2 ~ } e~/v  dt e -  ;,~ /v 

g 

~ (t2 + S 2) - 112 le~t/vll 1 _ e -  1/~+ (,~ + s2)~/2 + m/2~ 1 dt le-  ~e~/vl 
0 

+ ( t  2 +$2)-  1/2 lea,/v] 11 -- e -R*/x+ (,'-+s=)*/~+v,/2~] dt 

" } + S ( t2 + $2) - 1/2 lead/v[ 2e-g~v'~-('~ + ~)~/~+ vt/2~ d t l e -  a~/v[. 

Hier wurde e so gew~ihlt, dab I 1 -  e-r  (t2 +s2)1/2 + ut/2v I fiir s = 0 und kleine Werte 
yon  t nahe bei 0 bleibt. Das  Integral  mit den Grenzen 0 und e ist beschr~inkt, so 
dab der erste Summand  exponentiell abklingt, wenn 31 gegen + 09 strebt. Das  
erste Integral  mit den Grenzen g und 22 wird wie in Fall 4 behandelt ,  das zweite 
liefert keinen wesentlichen Beitrag. U m  nun aus dem asymptot ischen Verhalten 
yon r auf das yon E schliegen zu kSnnen, geniigt es wegen (2.4), die zweiten 
Ablei tungen von r abzusch~itzen. DaB J v(k)r  um eine Potenz  schneller abNllt  
als I g (k- 1)~1, sieht man so: 
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Oz 2 ~ (z) = - z2(t 2 + s2) - 3/2 {1 - e -  gz+ (t2 + s~)~/~ - w/zv} e -  ~t/v d t e  ;~ 
zl 

4- ~ (t 2 + s 2) - 1/2 {e- r + s=)-~ - ut/2 v} 
zl 

] ~ +  Z2 -2t/U eazl/U 
�9 ( t2+s2)l /2  e dr. : A I + B  1. 

0 
Fiir ~ 4~(z) erh~ilt man ebenso zwei Integrale, die sich yon A~ und B~ nur darin 

unterscheiden, dab z z durch z 3 ersetzt wird. Ftir die Ableitungen nach z 2 und z 3 

liest man die Behauptung aber unmittelbar ab. Fiir ~ ~(z) gilt 

0 ~b(z) 2 ~z[ e - / 7 1 z l  vzl/2v} ~z* = U e ( z ) -  { 1 -  

=(t2 +s2) -  1/2 {1 - e  -r (t~ + s2),2- w/2 ~} ( _  e~/v)[=~ eXZ*/v 

e -  VT~-(t~ + ~)~/~- vt/2 ~ } } dt - ~ ( -  e-  ~'/~) ~7 {(t~ + s~) -  ~/'~ {1 - 
zl 

�9 e x ~ / v - 1  {1 --e-VgTl~l-W~12~}. 
Izl 

Der erste und der dritte Summand heben sich gegenseitig auf, so dab auch 

~?zt ~(z) auf Integrale ffihrt, die yon der Form A 1 und B 1 sin& Bei der 

Absch~_tzung hSherer Ableitungen yon 4~ schliel3t man ebenso. 

Bemerkung  zum Beweis.  Die Abschgtzungen ffir ~b liefern ferner 

[ V ( k ) g l < c l x ' y 1 - 3 - k ,  I x - - y l - - , o o .  (2.28) 

Fiir die Ableitungen yon Pj sind die analogen Behauptungen offensichtlich, denn 

~(x, y; ~) = ~  ( ~y~ - v A  - (u. v) + 2) ~(x, y; 2) 

0 
=Oy~ ~b 2 und A~b2=3 

Oy ~ 4re I x - y l "  

Ferner lassen die benutzten Formeln fiir das asymptotische Verhalten der 
Exponentialintegrale zu, dab in (2.28) auch die Abh~ingigkeit der Konstanten c 
von dem Parameter  2 angegeben werden kann. 

Im Beweis wurde nur der Grenziibergang Izll-+oc bei konstantem z 2 und z 3 
durchgeffihrt. Diese Einschr~inkung ist gerechtfertigt, da die F~ille Iz21 --, oo und 
Iza[--+oo wie bei der Absch/itzung der GrundlSsung/~ der Oseen-Gleichungen 
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(2 = 0) abgehandelt werden k6nnen. Es ergibt sich 

E(z) = ~ O(E(z)), (2.29) 

m.a.W, auch E(z) zeigt fiir /~(z) charakteristische Verhalten, allerdings bewirkt 
der Ubergang zu 2 + 0  (und 2q~P) eine Diimpfung um den Faktor Iz1-2. 

w 3. Die Resolvente des Oseen-Operators 

Far die reguI~iren Funktionenpaare (v, p) und (w, q) betrachte man die zueinan- 
der adjungierten Gleichungssysteme 

L v : = - v A v + ( U .  V)v+ V p + 2 v = f  
17-v=0, (3.1) 

M w : = - v A w - ( U .  V ) w -  17q+2w=g 
I 7. w = O. (3.2) 

Dann gelten die beiden Greenschen Formeln 

v , / ~ v  ~ c~vJ\ /~w ~ OwS\ 
S v. Mwdx -~-  J / ~  + ~271 

 tax 
dx 

-�89 j" w.(U. 17)v-v.(U. 17)w dx 
G 

=x ~ v.wax+~ v. r w . ,  +�89 w)(U.,)d~, (3.3) 
G S 

w. Lv-v .  Mw dx=~ w. Tv .n-v .  T w . n - ( v . w ) ( U . n ) d a .  (3.4) 
G S 

Gis t  dabei ein beschr~inktes Gebiet mit einem glatten Rand S. Im Spannungs- 
tensor Tv ist p als zu v geh6riger Druck eingesetzt, bei Tw ist esq. Die Formeln 
(3.3) und (3.4) gelten auch flit Tensoren (Cis, R j), die (3.2) fiir jede Komponente 
erfiillen. Dann folgt wie in der Potentialtheorie harmonischer Funktionen die 
Darstellungsformel 

v(x)= ~ C . L v - v , M C d y - ~ C . T v . n - v .  TC.n-(v.C)(U.n)d~y, (3.5) 
G S 

wenn C =  C(x-y) und R=R(x-y)  im Punkt x=y so singul~ir werden, dab 

lira ~ (TC)isknk+ Cis(U.n)da=6is (3.6) 
r ~ 0  aB ~(0) 

bei r =  Ix -y l  gilt. Um nun die L6sung yon (3.1) bei f = 0  durch ein Randintegral 
darstellen zu k6nnen, in das v, Tv sowie die Grundl6sung (E, P) aus w 
eingehen, ben6tigt man 
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Lemma 1. Fiir [ x - y [ ~ 0  gilt 

! 
�9 (x, y; 2) = 8 ~ v  Ix-y]  + q~(x, y; 2) (3.7) 

mit 

Beweis. Zuerst wird z ~ , = y l  x~> 0 behandelt. Dann ist mit den Bezeichnungen 
aus w 2 

co 

1 f(t2_l_s2)_l/Z{l_e_g~-(t2+s2W2_u,/Z~}e_at/Udte,~V v 
(b(z; 2)=4~U- ~ 

4~r U ~1 

�9 n- ~" - tn e-~t/VdteZzl/v 

~ ~ ~ )  n--k--1 
1 1 1 . -k( t2+s z) 2 

4~U~1 ,=1 k = o ( n - k ) [ k !  ( -  
U k 

" ( - ~ v )  tke-~t/V dte'~i/v 

- .  1 ~ ank e -zt/U dte zz~/v. 
4 T e N  z 1 n = l  k = o  

Es ist 

a l o =  _ ]/TT; a l l = ( t 2 q _ s 2 ) - l / 2 ( _ g / 2 v ) t ;  

a20 = �89  1/~-) 2. (t2+$2)1/2; 

a 2 ~ = ( - l f f ~ - ) ( - U / 2 v ) t ;  a22=�89 + s 2 ) - a ( - U / 2 v ) 2 t 2  

usw. Hieraus liest man ab, dab nur a ~  einen releva~aten Beitrag liefert: 

(30 

1 ~(_U/2v) t ( t2+s2)_l /Ze_Xt/Udtea~V U 
4rcU 

oo 
_ 1 {(t2+s2)l/ae_at/V[~e:tzl/v_~(t2+s2)l/2(_U/2)e_,~#Vdte,~Zl/V 

87CV z~ 
1 

= 8 ~  lzl+oJzl. 

Der fJbergang zu negativen Werten von z 1 bietet keine neuen Schwierigkeiten. 
Man spaltet dazu das Integral auf, 

0 

z 1 z I 0 
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und beachtet, dab sich die Beitfiige, die die Integrationsgrenze Null liefert, 
gegenseitig aufheben. 

Bemerkung. Die Grundl6sung (E, P) hat in erster N~iherung fiir x = y  dasselbe 
Verhalten wie die Grundltisung der Stokes- und der Oseen-Gleichungen. Jede 
dieser Grundl6sungen ist n~imlich von der Form 

~?2 l ;  s fiir die Stokes-Gleichungen 

(6iJA @5~YJ)=[~b~ fiir die Oseen-Gleichungen 
fiJr (2.2), (2.3) 

und es gilt 

1 
~b s= ~nv l X -  Yl, 

U U 
- 1  2-Ix-Yl+2 [xl-Yq 

S 1 - e  -~ 1 - -  d ~ -  I x -  yl + "" 
q % = 4 n v U  o ~ - ~ n v  " 

Die Grundl6sungen ffir den Druck sind in allen drei Fallen sogar identisch. 

Lemma 2. Fiir eine L6sung (v,p) der homogenen Gleichungen (3.1) gelten im 
Auflengebiet g die Darstellungsformeln 

v(x) = - ~ E. Tv. n -  v. TE.  n - (v- E)(U. n) da, (3.9) 

p(x) = - ~  P.  Tv .  n - v .  T P .  n - (v .  P)(U-n) da. (3.10) 

Dabei wurde in T P  als zu P geh6riger ,,Druck" U.  V (Ix-~vl)  eingesetzt, und 2 
, i  j i -  

liegt aufierhalb des in Satz 1 definierten Gebietes P. 

Beweis. Zuerst betrachtet man ein beschr~inktes Gebiet G mit Rand S. Ffir die 
Grundltisung (/~, P) der Stokes-Gleichungen ist 

3 7c (yl _ x i) (yj _ x j ) (yk _ x k ) 
(TE~iJk=4 - I x - y l  s 

Nach der Bemerkung zu Lemma 1 gilt diese Beziehung auch ftir TE bis auf 
Terme der Ordnung O ( [ x -  y[-1). Also ist (3.6) ffir die Tensoren (E, P) erffillt. 

Den Fall des AuBengebietes g behandelt man wie in Chang-Finn [4], 
Theoreme 4 und 6. Man geht yon der Darstellungsformel (3.9) ffir das Ringge- 
bier BR(O ) \ ~ aus 

v(x )=-  ~ g . r v . n - v .  TE.n-(v.E)(U.n)da 

und beachtet, dab das Integral fiber C3BR(O ) verschwindet. Wegen l EI < c I x -  Y l- 3, 
I V E l < c l x - y l - %  P < c l x - y 1 - 2  ist nur noch 

E. T v . n d a ~ O  fiir R ~ o o  
~BR(O) 
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nachzuweisen. Das folgt aber mit [4] Lemmata 1 und 3, die wegen Satz 1 
angewendet werden k6nnen. 

Man definiert nun die hydrodynamischen Potentiale: 

Definition 1. Seien qt, q~6C~ IR3). Dann heil3t 

v(x), = 2 ~E(x, y; 2). 0(Y) do-,, (3.11) 
Z 

Pv(x): = 2 ~ P(x, y; 2)-~O(y) day (3.12) 
s 

hydrodynamisches Potential der einfachen Belegung mit der Dichte 0, und 

W(x): = 2 ~ ~o- T E .  n - (q~. E)(U.  n) do-, (3.13) 
Z 

Pw(x): = 2 ~ q~ . T P.  n - (q) . P) (U . n) do- (3.14) 
s 

heifSt hydrodynamisches Potential der doppelten Belegung mit der Dichte ~o. 
Der Kern des Potentials W wird mit K abgektirzt. 

Lemma 3 (Odqvist [-20]; FaxOn [5]). Fiir stetige Belegungsdichten q~ und @ gilt 

(i) V, Pv, W und Pw sind in JR3 \  Z analytische Funktionen und gen~gen den 
hornogenen Gleichungen (3.1). 

(ii) V ist dariiberhinaus im ganzen Raum ~ a  stetig. 

(iii) W und ( J -V) :=2n-~0"  T E - O . E . U da erleiden beim Durchgang durch 
S 

die Fliiche einen Sprung, d.h. fiir xeS,  gilt 

lim WJ(z) = (pJ(x) + ~ Kij(,o i do-, 
z ~ x  
z e f 2  

lim WJ(z) = - c/(x) + ~ Kiflp i do-, 
z~x Z 
ze~ 

lira (:-V(z)) J =:  (j-(i)V(x))j = Oj(x) _ ~ Ki  j Oi da, 
Z z ~ x  

z e .Q 

lim (J-V(z)) j =:  (3 -(") V(x)) j = - 0J(x) - ~ Kg 0 i do-. 
z~x Z 
z6~ 

K -  geht aus dem in Definition 1 angegebenen Tensor K hervor, indem U durch 
- U  ersetzt wird. 

Eine L6sung der homogenen Gleichungen (3.1), die auf Z vorgeschriebene 
Dirichlet-Randwerte v z annimmt und im Unendlichen verschwindet, sucht man 
nun als Potentiale W, Pw der doppelten Belegung. Die Sprungrelationen aus 
Lemma 3 ftihren in bekannter Weise zu den Fredholmschen Integralgleichungen 

~o(x)+#~K.~odo-= - vx(x), # =  - 1 .  (3.15) 
2 

Das dazu adjungierte Gleichungstripel 

~ O ( x ) + # ~ K . ~ d a =  -ys (x ) ,  # =  - 1  (3.16) 
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liefert eine L0sung von (3.1) in O, wobei auf 2; Randwerte vom Neumann-Typ 
vorgeschrieben sind. 

Lemma 4 (FaxOn [53). In der Gleichung (3.15) ist # = - 1  kein Eigenwert, wenn 

Beweis. Es wird angenommen, dab (3.15) fiir v x - 0  eine LOsung q ~ 0  besitzt; 
dann hat auch (3.16) ftir 7~-0  eine LOsung 0, die nicht identisch auf Z 
verschwindet. Bildet man mit dieser Funktion qt das hydrodynamische Potential 
V der einfachen Schicht, so folgt nach Lemma 3, (iii) 

3 -(1) V ( x )  - J ( ~  = - 2 0 ( x ) ,  

~-(0 V(x) + J-(~)V(x) = 2 ~ K - .  qt da, 

damit also 

j ( O V ( x )  = - O(x) + } K -  . 0 d~r 

= -~z=O 

da @ ja eine EigenlOsung ist. Die erste Greensche Formel ergibt dann 

l v' 

+ }V*. J-(~ da = 0, 

wobei z* die zu z konjugiert komplexe GrOBe bezeichnet. Hieraus folgt, dal3 V 
in f2 identisch verschwindet, also auch ~o: far 2 = 0  hat dies FaxOn [5] bewiesen, 
fiir die iibrigen Werte von 2 liest man es unmittelbar ab. 
Die Ergebnisse dieses Paragraphen werden nun zusammengefaBt in 

Satz 2. Sei 2012".. P u -~2v2 , 0 . Dann existiert fiir das homogene System (3.1) 

ein Greenscher Tensor G(x,y;2), dessert Komponenten ffir y e s  und lyl~oo 
verschwinden. 

Insbesondere besitzt (3.1)for Randwerre vseC2+~(Z) und for aufiere Kraft- 
dichten feC~ mit ]xf feL2(g),  >1 fi 7, genau eine Lgsung yon der Klasse 
C2+~(~). 
Beweis. Nach Lemma 4 existiert ein Tensor Aij(x,y; 2), der die homogenen 
Gleichungen (3.1) in d o 10st und ftir den gilt 

A~j(x, y; 2) = -E~j(x, y; 2) fiir alle y e S ,  

A i j ( x , y ; 2 ) - - + O  ffir Ix l - - ,  oo. 

Dann ist 

G(x ,  y ; 2) =- Gi j (x  , y; 2): = Ei j (x  , y ; 2) -}- A i j ( x  , fl ; 2) 

der gesuchte Greensche Tensor. 
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Sien nun vs und f gegeben. Dann kann man eine L6sung von (3.1) in d ~ ftir 
diese Daten so finden, vgl. Finn I-9] p. 369: es sei o.B.d.A, angenommen, dab der 
Ursprung des Koordinatensystems in f2 liege. Es gibt eine Konstante 7oMR, so 
dab 

Nach Finn [8], Lemma 2.1 gibt es ein divergenzfreies Vektorfeld [, das in 
definiert ist, so dal3 

,(x)=vs(x)+?oV(~x[ ) a u f S  

if(x) = 0 aul3erhalb einer Umgebung von S. 

Die Existenz dieses Vektorfeldes erlaubt es, sich auf homogene Randwerte zu 
beschr~inken. Die L/Ssung v(x) von (3.1) sucht man nun in der Form 

v(x)=w(x)+'(x)-  yoV ( ~ ) ,  

wobei w(x) die L/Ssung von (3.1) bei verschwindenden Randwerten und der 
Inhomogenit~it 

ist. Es wurde hierbei V. 7o V ~ =0  ausgeniitzt. 

w 4. Resolventenabsch/itzung 

Die Existenz der vom Oseen-Operator 
Resolventenabsch~itzung 

Satz 3. Sei v(x) eine Lgsung des Systems 

- v A v + ( U .  V)v+ V p + 2 v = f  
in g 

V-v=O 

mit den Randwerten 

v(x)t~ = 0 

v(x) ~ 0  fiir Ixl--' ~ .  

Dann gibt es ein Ao>0, so daft flit alle 2Ell2 \ P, 12I>A o gilt 

+ IIvI/c=r + I,~1-~/2 IIvlJc= +~<e~ < c I/fllco+~(~ 

erzeugten Halbgruppe folgt aus der 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

c hiingt nicht yon 2 oder v ab. 
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Der Beweis wird in den folgenden vier Lemmata erbracht. Zuniichst wird das 
Verhalten der Grundl6sung (E, P) im Aufpunkt noch einmal untersucht, also 
Lemma 1 far 12l hinreichend grog versch~irft. Die folgenden drei Lemmata 
lehnen sich eng an die Herleitung yon Schauder-Schranken fiir elliptische 
Systeme mit konstanten Koeffizienten an, wie man sie in den Abhandlungen yon 
Hildebrandt [151 und Agmon-Douglis-Nirenberg [-1], [2] findet. (4.3) unterschei- 
det sich niimlich yon derartigen Schranken nur durch die explizite Angabe der 
Abhiingigkeit vom Parameter 2. 

Lemma 5. Ffir Ix-yl--+0 und IPd>A0 wobei A o eine geniigend grofie positive 
Konstante ist, gilt 

1 
�9 (x, y; '~) = 8~7v [x -y[  e -~*/21x-yl +O(x, y; 2) (4.4) 

mit 6 i j A - ~  O(x,Y;,~)=O(1) 

Beweis. Zuerst wird das Integral 

1 e- ~' dt e xa of(a):= ~ t {1 - e  -er '} 
a 

betrachtet. Durch partielle Integration erh~ilt man 

(-1)" 
J(a)=,--~l -~- .~  (1~)"-2a"-1+ ~ =  k=2 ,=k ~ n(n-k)!(-1)" .(l/~),_Zka,_k 

Die erste Summe ist also schon von der gewtinschten Form, die Doppelsumme 
formt man um zu 

( -1 )  m+k (l/2a)m { ~  ( -1 )  ~+k } 

m=0k=2 ~=0 k22 m+k " 

Nun ist aber 

( -  17 +~ 
m+k (1/2~)-k=(l~)= ~' (--1)'(1/~0-" 

k = 2  l = 2 + m  l 

also ein Teil der Reihe yon log (1 + ~ 1  

Diese Uberlegung liefert auch f'ur das hier vorgelegte Integral die gewtinschte 
AbschMzung. Dazu beginnt man mit 

co 
2 2 - 1 / 2  - ! / - ~ ( t 2 + s 2 ) l / 2 - U t / 2 v  2t/U e).zt/U 5(t +s) {1-e }e dt 

Zl 

+ 1 1 (_~ ~/Tv),_~ izp_~_,(z,)~ T 
.=1 k=o(n-k)! kT �9 l = l n = l k = l  

k!(n-k)! 
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Nun kann man zwar die dreifache Summe nicht mehr wie oben durch elementa- 
re Funktionen ausdriicken, doch liest man ab, dab sie dasselbe Verhalten wie 
der entsprechende Term bei J (a )  zeigt. Man benutzt dazu 

L 
und die Rekursionsformel 

Da nur grol3e Werte yon 121 in Betracht kommen - nur ftir diesen Fall sind die 
Resolventenabschiitzungen zu liefern - ,  ist (4.4) ftir z ~ >0  bewiesen. Der l~ber- 
gang zu z ~ < 0 erfolgt wie in Lemma 1. 

Bemerkung. Ffir die Stokes-Gleichungen liil3t sich dieselbe Absch~itzung bewei- 
sen, vgl. auch die Bemerkung zu Lemma 1. 

Lemma 6 (Innere Schranken). Sei E(x, y; 2) Grundl6sung fiir das System (4.1) und 
feC~ so daft 

v(x):= ~ E(x, y; 2)f(y) dy 
p.3 

absolut konvergiert. Dann erfiillt v(x) die Abschiitzung (4.3), wobei die dabei auf- 
tretenden C k- und Ck+~-Normen iiber IR 3 zu bilden sind. 

Beweis. Wegen (2.4) gentigt es, statt ~E(x,y;2)  f(y)dy das Integral 
~k(x,y; 2)f(y)dy zu behandeln, wobei k(x,y; 2) ftir irgendeine zweite partielle 
Ableitung yon ~(x, y; 2) steht, und f eine der drei Komponenten yon f bezeich- 
net. Sei k(x, y; 2) der singul~ire Kern des Integrals 

V 2 k(x, y; ).) f(y) dy 
IR 3 

und supp f ~ ~ BR(O ) = :  B. Wegen Lemma 1 fiihrt das zu 

I x - y l  + v 4 q,(x, y; ,~) f (y )  dy. 

Der ingulgre Anteil V4]x-yl hiingt nicht von 2 ab und es gilt 

[S V4 Jx-yrf(y)  dy]~ <-_c[f]~ 
B 

nach der H61der-Korn-Lichtenstein-Ungleichung, wenn nur gezeigt ist, dab 

x - y  

OB 1 (x)  

(4.5) 
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gilt, wobei man  V 4 Ix - y] als I x - y I- 3 w ( 1 ~ -  Y ] ) x  - y schreibt. (4.5) folgt aber aus der 

Tatsache, dab 

~ yi yi 
(. (V3lYl)dy= ! (V3lyl) - -d%- ~ (V3lyl)--d% 

~lyl_<s ' ~ s ~Br r 

= ~ (v~lyl / /d% - ~ (v~lyl) y~ d% = o, 
~B1 OBI 

da ja V 3 ]yl homogen  vom Grad  - 2  ist, und weil 

0 V3 S l r 2  0= S ~ lyldy= y dy= ~ w(y)a%yU d~. 
,..N Irl__<~ ,._< i~,l__<s lyl 3 e~ 

Auf Grund  yon Lemma  5 ist also noch die Fal tung mit dem schwach singul~iren 
Kern  

2e-~/~lx  -yl t_2~/2 e -;~/~lx-yl l _ e - ~ / ~ l ~ - y l  
t (4.6) 

I x - y l  I x - y l  2 [ x - y l  3 

zu untersuchen. Hier  ist z.B. 

e-r e-V'Tl~'-Yl f(y)dy 
Ix-yl  2 f (Y)- ~ Ix'- y? 

~!1213/2{1 e-VTlx-yll,,],7/z(~_y)]2 ][~]2e-r t f(y)dy 

~e  j" (121~/2 Ix - x'i~ I I ,Zl~/Zx-z1-2 
B* 

e-r 
~- 112,ll/2x_z12+= 121 ~/2 Ix-x'l~} f(zl2l-1/2)dz 

<c 121 ~/2 Ix-x'l ~' Ilfllco, 

1 1 < 
da die H61der-Halbnorm yon e - ~ x  den Wert  12[ ~/2 hat  und ixl2 ix[2 

clx-x']~lx] -2-~ ist. B* ist die Kugel  mit dem Radius 12]l/2R. Die tibrigen Sum- 
manden  in (4.6) ffihren zu ()ber legungen derselben Art. Die Behandlung yon v 
und Vv fiihrt auf schwach singul~re Integrale mit Kernen,  die sich wie 
e -VTIx-y{ Ix-y1-1, e -VTIx-yl Ix-yl-2+lf~e -r Ix-y[ -~ verhalten. Die 
Potenzen yon 121, um die diese Gr6gen  sich yon den entsprechenden Summan-  
den in (4.6) unterscheiden, sind genau die, die in (4.3) bei tier C ~ C ~ bzw. 
C z-, C~+~-Norm von v auftreten. Fiir die Schranken bis zum Rand  ist der 
Ha lb raum 1R3+: = {x e IRa: x 3 > 0} der , ,Modellraum". Die (willki~rlich) ausgezeich- 
nete Koord ina te  x 3 wird im folgenden mit t bezeichnet, die beiden iibrigen mit 4; 
y = (t/, s). Dann  sind Fal tungen der Art  
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~ E ( ~ - ~ I ,  t - s ;  2)q~(q) d~ (4.7) 
S = 0  

zu behandeln, wobei tp eine auf ]R 2 definierte Funktion der Klasse C 2+~ ist. 
In erster N~herung gilt ffir den Kern yon (4.7) wegen Lemma 1 

w I~- t / l '  I t - s l  
~ E(~-~, t-s;,~)- ix_y[2 

mit 

~--rl O) dan=O , 

vgl. auch Agmon-Douglis-Nirenberg [-1] p. 645 (Corollary), [-2] p. 61. 
Aus Lemma 5 folgt, dab nach Abspaltung des singuliiren, aber von 2 

unabh~ingigen Anteils w. ]x-yJ -2 noch der Kern 

h(~-~,  t - s ;  2)=]/2 t - s  e -V;Ix-yl 
]t-sl  I x - y l  (4.8) 

zu behandeln ist. 

Lemma 7. Sei cpEC~ und das Integral 

O(x)-~,(~, t):= ~ h(r ~-s; ~)~o(~)d~ 
s = 0  

mit h wie in (4.8) definiert sei absolut konvergent. Dann gilt ffir alle 2e~E\  IR- 

I I~l lco~)+l, t l  -~</2 I1~ Ilco+~> < r 

wobei c yon 2 und (p nicht abhiingt. 

Beweis. Der Beweis bietet gegenfiber Lemma 6 keine neuen Schwierigkeiten. Mit 
x' = (q', t') wird 

e- r e-V21x'-yl 
~" ~ Ix-y]  (p(rl)drl- ~ ]/~ Ix ' -y l  ~~ (4.9) 

s = O  s = O  

wie oben abgesch/itzt: die Transformation r/~]2[~/2~/=.-( hat, da fiber IR 2 
integriert wird, J21 als Funktionaldeterminante. 

Wiederum ergibt sich [2r/2, weil die H61der-Halbnorm von e -v'rl'l in die 
Konstante eingeht. 

Sind die Schauder-Schranken (4.3) f'tir die Faltung einer Funktion f m i t  der 
Grundl6sung, bzw. ihrer Normalableitung ffir die Modellr/iume IR 3 bzw. IR3+ 
bewiesen, so gilt (4.3) auch far die Randwertaufgabe in g, wie in Agmon- 
Douglis-Nirenberg [-1] w 6 ausfiihrlich dargestellt ist. Man hat sich vor der 
Anwendung dieser Ergebnisse lediglich zweier Sachverhalte zu vergewissern: 
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einmal bentitigt man diir die Ltisung eine Darstellung, wie sie in w 3 angegeben 
ist; ferner ist nachzuweisen, dab der Greensche Tensor G ftir das Problem (4.1) 
- ( 4 . 2 )  mit seinen Ableitungen dieselbe Singularitiit im Aufpunkt besitzt wie die 
Fundamentalltisung E, bzw. deren Ableitungen. 

Lemma 8. Der Greensche Tensor G(x,y;2) zur Randwertaufgabe (4.1)-(4.2) 
verhgtlt sich fiJr kleine Werte yon I x - y l  wie die Grundl6sung E. 

Beweis. Aus der Konstruktion yon G~j in Satz 2 geht hervor, dab die Behaup- 
tung fiir den dort definierten Tensor A,j zu zeigen ist. Auf Grund von Lemma 4 
ist 

Ao(x, y; 2) = ~ fbka(z, y)(TE(x, z; 2))ik z n' 
2~ 

+ ~ki(z, y) Elk(X, z; 2) UZnldaz; 

hierbei ist ~kj(Z, y) die Belegungsdichte, die man erhiilt, wenn man die Fred- 
holmsche Resolvente Rkz der in Lemma 4 gel/Ssten Integralgleichung (3.15) auf 
die Randwerte -E~2 anwendet. Da auch Rkz einer Integralgleichung mit dem 
Kern K aus Definition 1 gentigt, reduzieren sich die Abschiitzungen fiir ~kj, RkZ 
und A o darauf, Integrale der Form 

e -V~-I~-yl 6q e -V~-I~'-yl 
I ( x , x ;2 ) :=!  [x -y l  an Ix'-yl day 

zu behandeln. Auch hier ist wie in Lemma 7 nur die dort angegebene Koordina- 
tentransformation auszuRihren. 

w 5. E x i s t e n z s a t z  

Auf Grund der Ergebnisse yon w 4 kann man die vom Oseen-Operator erzeugte 
Halbgruppe definieren. 

Def in i t i on  2. Sei A~ 1 die Resolvente der Aufgabe (4,1)-(4.2). Dann heist ffir 
t > 0  und feC~ 

e-~Af:=2~i ! e~t A [ l  fd2 (5.1) 

die yore Oseen-Operator erzeugte Halbgruppe. F ist hier wie tiblich ein Weg in 
der Resolventenmenge, so dab mit 2~F, ]21--+c~ auch - R e 2  gegen ~ strebt. 

L e m m a  9. Fi~r t > 0  und f~C~ gilt 

11 e - ' A  fl] CO + =re) < C e - a ' t -  =/2 [I fll co + ~(a) (5.2) 

[IA e - t a  fllco + =(~) < c e  - a r t -  1 -=/2 ilfllc ~ +~(a) (5.3) 

Die Konstanten c und a hiingen nicht yon f oder tab. 

Der Beweis benutzt nur Definition 2 und die Resolventenabschgtzung, vgl. 
auch yon Wahl [25] und Kielh6fer [16]. 



Eine AuBenraumaufgabe ffir die instation~iren Navier-Stokes-Gleichungen 169 

Die Ungleichung (5.2) zeigt, dab e -tA keine stark stetige Halbgruppe ist. Dies 
begriindet das folgende Vorgehen von Kielh6fer. Wenn man in einem Banach- 
Raum Y" die Gleichung 

D t u(t) = - Lu(t) + F(u(t)), u(O) = u o (5.4) 

mit einem elliptischen Operator L, einer Nichtlinearifiit F u n d  der Differentia- 
tion D t bez. der Norm von f 16sen will, so geht man zun/ichst von einer 
schw~icheren Version yon (5.4) aus. Angenommen, es existiert eine stetige 
Halbnorm [[x auf Y', so dab 

lira e - h L u - - u  ( - L u )  = 0  ffir alle u~D(L),  (5.5) 
hNO X 

dann ist die Differentialgleichung (5.4) so zu verstehen: gesucht ist eine Funktion 
u~C~ T ], X) mit u(0)=Uo, so dab 

lim u ( t + h ) - u ( t )  [ - L u ( t ) + F ( u ( t ) ) ]  = 0 .  
h~O h 

Fiir den hier zu behandelnden Fall 2Y = C~ ist gem~iB den weiteren Ausftih- 
rungen in [16] pp. 138-139  zu zeigen: 

Lemma 10. Sei f~C~ flz=0, If(x)[<lx ~ j~r Ix[-,oo. Dann gilt 

lim [(e-tA f)(x) - f(x)[ = 0. (5.6) 
t-~0 

Beweis. Die Eigenschaft (5.6) kann fiir Halbgruppen elliptischer Operatoren im 
allgemeinen nicht bewiesen werden, und wird daher auch in [16] als Hypothese 
vorausgesetzt. So wird ffir die Ganzraumaufgabe und fiir den Fall, dab man e -tL 
als Integraloperator mit der Greenschen Funktion des parabolischen Problems 
als Kern schreiben kann, (5.6) von Kielh6fer bewiesen. 

Hier hingegen liefert Definition 2 in Verbindung mit Satz 2 

1 
(e - l "  f) (x) = ~ i  y e'~t S G(x, y; 2) f(y) dy d2. (5.7) 

F 

Das Verhalten dieses Integraloperators ist aber fiir t ~ 0  bekannt, so daB (5.6) 
wie in Solonnikov [24] pp. 159-162  folgt. 

Definition 3. Fiir 7 > 2 heiBt 

A-~:  = e - t a t  ~-1 dt (5.8) 
r(~)  o 

(negative) gebrochene Potenz  des Oseen-Operators. Well A -~ invertierbar ist, 
definiert man die (positive) gebrochene Potenz 

AS:= (A -~)- 1. 
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Die Einschr~inkung 7>~- ist wegen (5.2) notwendig. Fiir Eigenschaften dieser 

Potenzen sei auf die o.a. Arbeiten verwiesen. Die wichtige Interpolationseigen- 
schaft wird formuliert als 

Lemma 11. Es gilt 

LIfl] cl +~(~)=< c []A~ fH co + ~(g) (5.9) 

mit 

1 - 2 > 7 > 1  2 - 2 f l - ~ 2  und O < f l < l - e ( l + ~ z ) .  (5.10) 
4+2c~ 

Der Beweis benutzt eine Idee yon Sobolevski [23] p. 57 und ist bei Kielh6fer 
[-16] pp. 145-146  genau ausgeftihrt. 

Lemma 12. Analog zu (5.3) aus Lemma 9 gilt 

liAr e-r  fHco + ~(,)--< ce-att-~-c~/2 Ilfll co § (5.11) 

Der Beweis ist bekannt, vgl. von Wahl [25]. 
Damit ist alles bereitgestellt, um den Existenzsatz flit die instation~iren 

Navier-Stokes-Gleichungen zu formulieren. 

Satz 4. Die Anfangswertaufgabe 

v ~ - v A v + V p + ( v .  V ) v = f  
in # [0, T], 

V.v=O 

v(x, O) =Vo(X ) Rir alle xE#,  

Iv(x,t)-Ul<__Clx1-1 ftir I x l ~ ,  

v(x, t)=O ftir alle x~Z,  t~[O, T] 

besitzt ffir hinreichend kleine T genau eine L6sung yon der Klasse C1((0, T), 
C~ C~ r),  C2+~(#)), c~ nahe bei Null, wenn nut ] x f f~L2(#  ) mit fi>�89 
und vo~D(A 6) mit einem geeigneten c~ > 0  gilt. 

Ist v hinreichend grofi, so kann T = oo zugelassen werden. 

Beweis. In der bekannten Weise, vgl. auch Satz 2, forint man die Gleichungen 
um zu 

u t - v A u + V p + ( U .  V ) u = f + ( u .  V)u 

V - u = 0  

und transformiert das Problem so, dab die Randwerte homogen sind 

lu(x,t)l~clx1-1 ftir Ix]~oo, 
u(x, t )=0 fiir alle x~Z, tel-0, T]. 

Dann wird die lokale Existenzaussage sowie die Regularit/it der L/Ssung durch 
die Arbeiten [16] und [17] yon Kielh6fer geliefert. Da die Nichtlinearitiit 
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(u-V)u nur von linearem Wachstum im Gradienten ist, sind n/imlich die 
Voraussetzungen in [16] Satz 5.9 erfiillt. Als zweites ist die Abklingbedingung 
im Unendlichen zu prtifen. Kielh/Sfer l&t das nichtlineare Anfangswertproblem, 
indem er mittels eines Fixpunktsatzes eine nichtlineare Integralgleichung in 
einem Banach-Raum Y/16st. :g ist ein Teilraum von C ~ und besteht aus den 
Funktionen, die fiir Ixl~oo gegen Null streben. Es ist nun zu priifen, dab man 
diesen Funktionenraum nicht verliiBt, wenn man ein Element in die rechte Seite 
der lntegralgleichung 

u(t) = e -tA UO + i e - ~A(f + (U. V) u)(~) dr (5.12) 
0 

einsetzt. Im hier vorliegenden Fall gilt jedoch noch mehr: einmal f~illt u wie 
c.]x[ -1 ab (vgl. dagegen die C.~ in [16], in denen die Abklingrate 
nicht vorgeschrieben ist), zum anderen ist u(t) - was das Verhalten ftir groBe Ix] 
betrifft - wieder ein zuliissiger Anfangswert, da e-SAu(t) wieder wie cIx1-1 
abfzillt. Beides liefert die fundamentale Abschiitzung von Finn: Sei lul <cIx1-1, 
dann gilt 

G(x, y; 0)(u(y) �9 V) u(y) dy ~ cIxl-1 (5.13) 

Weil nun die Halbgruppe yon der Form (5.7) ist, liefert (5.13), dab e-sAu(t) ffir 
groBe [xl wie clx[ -1 abf~illt. Zwar ist im Vergleich mit (5.13) der Ausdruck, der 
mit G gefaltet wird, um den Faktor ]yl 2 schlechter, dies wird jedoch, wie in w 2 
ausgefiihrt, durch die Di~mpfung (2 4= 0) genau ausgeglichen. 

Weiter ist ffir die globale Existenz der L6sung zu zeigen, daB HAau[[co+,(a) a 
priori beschr~inkt werden kann. Ftir eine regulSre L6sung u(t) gilt (5.12), also 

t t 

A~u(t) = A%-tA  Uo + ~ A%-~x  f (z) dz + (. A%-~a((u. V)u)(z) dz. 
0 0 

Wegen Lamma 12 ist fiir die Nichtlinearit~it nur noch die Absch~itzung 

II(u. V)uL<c(1  + IIA urI ) (5.14) 

zu beweisen. Hier und im folgenden ist die Ck+=(~)-Norm kurz mit ]1. Ilk+= 
bezeichnet. 

IJ(u. v)uJl~ ~ IJull~ ~ IJ Vulr~ 
P q 

mit p-1Jr  q - l =  1. Die Exponenten p und q werden sp~iter festgelegt. Mit der 
Interpolationsformel aus Agmon-Douglis-Nirenberg [1] w 5 folgt 

[I VuIl~<2q{ c~ I lul l~ q IlulPto~-i~J~ + dq [lul[E}, 

wobei c und d nur vom Gebiet abh~ingen. Die Interpolationsungleichung gilt fiir 
0<c~<B. 
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Hier wird zus~itzlich fl < 1 gew~ihlt, um wetter unten Lemma 11 anwenden zu 
k6nnen. 

Set nun qs(1, 2); dann ist 

l+c~ 
l + f l . q = l - t /  mit 0 < t / <  1, 

I[ Vuil~_<_(2c) q {(1 - q)]lull1 +e(�89 - ,  

+ t/Ilu II ~-1  +n)ln(�89 + d q II u ]l~ 

<=c(q, g, t/){ IlA~ull~ + Hull~0 p- x +")/"} 

nach Lemma 11. Die dort angegebenen Einschriinkungen ftir e,/? und 6 sind hier 
in jedem Fall erfiillt, da c~ nahe bet Null ist. Analog wird Ilull~ abgesch~ttzt: 

q 

I[ulk~--I[uH~/q - t  _-< C H u H ~ ~  -~x Ilull(~- ~-~)q--~ + Cllull~/q- t. 

Nun ist aber c~ q <1 falls nur f l > 2 e + ~ ;  diese Bedingung steht aber der 
l + f l  q - 1  

Anwendung von Lemma 11 nicht im Wege. 
Die Absch~itzung ffir die C~ von u und die Tatsache, dab fiir groge 

Werte yon v die hier auftretenden Konstanten klein werden, liefert schlieBlich 

II(u-V)ull~< 1 + [IAO uL, 

womit die globale Existenz der L6sung gezeigt ist. 
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