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Dem Andenken an meinen Vater

§ 1. Einleitung und Uberblick iiber die Ergebnisse

Die Differentialgleichungen von C.L.M.H. Navier und G.G. Stokes

P 9 v(x, t)—pdAvix, )+ Vp(x, )+ p((x, 1) - V) v(x, t)=1(x, 1)
ot (L1)
V-vix,)=0

beschreiben die Stromung einer zdhen, inkompressiblen Fliissigkeit. Hierbei
bezeichnen die zu bestimmenden Funktionen v(x, t) und p(x, t) die Geschwindig-
keit bzw. den Druck fiir ein Teilchen, das sich zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle x
befindet. Die Konstanten p und p geben die Dichte und die Zdhigkeit der
Fliissigkeit an, f ist die dulere Kraftdichte. Das Skalarprodukt zweier Vektoren
a=(a', a®, a® und b=(b", b2 b*) des R* wird stets als a-b geschrieben, und der
) , 6 o 0

V-Operator wird dabei als Vektor V' = (@’ F 5—x§> behandelt.

In dem in dieser Arbeit betrachteten speziellen Problem der Umstrdmung
eines endlichen Korpers fordert man als Rand- und Anfangsbedingungen

v(x,1)=0 fir alle xeX und alle te[0, T, (1.2)
lim v(x,)=U fiir alle te[0, T], (1.3)
|%|>

v(x, 0) =v,(x) fir alle xeé. (1.4)

Dabei bezeichnet X die Oberfliche des Korpers @, v, das Geschwindigkeitsfeld
fiir den Anfangszeitpunkt t=0, &:=R>*~(QuUZX) das von der Fliissigkeit einge-
nommene Gebiet. Fiir das Problem (1.1) bis (1.4) soll in dieser Arbeit ein
beziiglich der Zeit globaler Existenzsatz bewiesen werden, wobei die Forderung,

daB % [ Iv(x,)—U|*dx, die kinetische Energie der Strdmung, nicht notwendi-
&
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gerweise endlich ist, den Fortschritt gegeniiber bekannten Ergebnissen darstellt.
Diese Eigenschaft der Losung wird sich andererseits als natiirlich herausstellen,
wie die Theorie der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen lehrt. Hier studiert
man die Randwertaufgabe

—vAv+(v-V)v+Vp==f

i 1.5

Voyeog D& (1.5)

v|;=0, (1.6)
vix)—»U fiir |x|—o0. 1.7

y:= bezeichnet die kinematische Zahigkeit. Existenzsitze fiir dieses Problem
p

wurden von Leray [18] und Finn [9] bewiesen; einen Uberglick iiber die
Beitrige zum stationdiren Umstromungsproblem bieten die Ubersichtsartikel
[10] und [11] von Finn sowie der Handbuchartikel [3] von Berker. Hier sind
die Beitrdge [6]—[10] von Finn von besonderem Interesse, da neben der
Existenz der Losungen auch eine Reihe von Eigenschaften bewiesen werden, die
es schlieBlich ermdglichen, die Lésungen mit dem zu vergleichen, was Erfahrung
und Experiment iiber Stromungen ziher Fliissigkeiten lehren. Charakteristisch
fiir diese Losungen ist eine Spezifizierung von (1.7), ndmlich

V()= Ul<Clx|*7, (1.8)

falls |x| geniigend groB ist; hierbei sind C und e positive Konstanten. Fiir
Losungen von (1.5), (1.6), (1.8) wurde von Finn bewiesen:

(1) Nachlauf

Es gibt ein Teilgebiet von & in dem die Geschwindigkeit relativ stark von U
abweicht. Dieses Gebiet wird als Nachlauf (engl. ,wake™) bezeichnet. Es ist
asymptotisch von der Form eines Paraboloids, dessen Achse in die Richtung
von U weist, genauer

V() - U< Clx|™4, lpl<m|x|~ 12

1.9
V)=Ul<Clxl~" % |p|<nlx|-12¥e2 (19)

Hierbei ist [0, 1] und ¢ der Winkel zwischen der durch U gehenden Geraden
Z und dem Strahl von cinem belicbigen, aber festen yeZ zu dem variablen
Punkt xed. Dieses Ergebnis ist bestmdoglich, d.h. aus |v(x)—Ul|=o(x|" ") in &
folgt v(x)=U fur alle xeé.

(ii) Asymptotische Entwicklung
Fiir groBe |x| gilt

v(x)=U~+F; E(x,0)+b V<i> +0<|?1|—2), (1.10)

|x]
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wobei F,:=¢Tv-ndo die auf den Kdrper Q wirkende Kraft und
b
ot ov
(Tv)yi=—po;+— <8x’+ x) (1.11)
der Spannungstensor ist. E(x, y) ist die Grundldsung der Oseen-Gleichungen

—vAv+(U-V)v+Vp=Ff

1.12
V.v=0, (1.12)
die aus (1.5) durch Linearisierung um U entstehen.
(iii) Bremskraft
U-F,={ |[defv[*dx (1.13)
é
mit
v (o o
(der)ijZE (5;4_6_)6{) (114)

Die in U-Richtung wirkende Komponente von F;, die Bremskraft, ist von Null
verschieden. Da | |defv[*dx ein MaB darstellt fiir die Energie, die in Wirme
&

umgewandelt wird, sagt (1.13) auch aus, daB der Stromung im Unendlichen
keine Energie hinzugefiigt wird.

(iv) Kinetische Energie

Eyy: -%é[ [v(x)— U dx= + 0. (1.15)

Der Vergleich mit (1.10) zeigt, daB E,, <co die Beziehung Fy-E(x,0)eL (&)
impliziert. Da aber E nicht quadrat-integrabel ist, bedeutet dies, daB3 F, ver-
schwindet. AuBer in einer Reihe von Spezialfillen (etwa bei einer sich drehenden
Kugel) ist aber die auf den Korper wirkende Kraft von Null verschieden.

Diese Losungen stimmen demnach sehr gut mit der Erfahrung und dem
Experiment iiberein; das gilt insbesondere fiir die Frage nach der entscheiden-
den GréBe Fy. Finn nennt diese Losungen ,,PR-solutions® (physically reasonable
solutions). Aus dieser Diskussion folgt auch, daB ein Existenzsatz fiir die Anfangs-
wertaufgabe (1.1)—(1.4) zu beweisen ist, und zwar unter der Bedingung, daf
[Iv(x,t)—UJ*dx unendlich werden kann. Ein solcher Satz ist aber dariiber
&

hinaus auch fiir die weitere Untersuchung der stationidren PR-Losungen
niitzlich.
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Eine Losung der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen heiBt erreichbar,
wenn sie der Grenzwert (fiir t—o0) einer Funktion v(x, ) ist, die die folgende
Stromung beschreibt: zur Zeit =0 befindet sich der in die ruhende Fliissigkeit
cingetauchte Korper in Ruhe; dann wird er innerhalb des Zeitintervalis (0, ¢,)
auf die Geschwindigkeit U beschieunigt, und fiir alle t=t, wird die (konstante)
Geschwindigkeit U beibehalten. Zu der Frage, ob die PR-Ldsung v(x) zu ge-
gebenen Daten auf £ und fiir |x|— o0 und mit F;=0 erreichbar ist, lieferte Hey-
wood [14] folgendes Resultat: sei v(x) eine PR-LOsung mit endlicher kinetischer
Energie; ferner gelte

V) —U|<Clx|""  mit C<§; (1.16)

dann ist von allen Losungen von (1.5), die auf X und fiir |x|>o0 mit v(x)
iibereinstimmen, nur v(x) erreichbar. Hinreichend fiir die Erreichbarkeit ist, daf3
die Ausdriicke

i‘:g [v(x)—Ul-|x], i‘elg vx), v = Ully, > |lv|1Lz(£)
geniigend klein sind. Heywood erhdlt dieses Ergebnis im Rahmen der Theorie
schwacher Losungen; diese Losungen liegen in Teilriumen von L,, so daB sich
von daher die Einschrinkung an die kinetische Energie der PR-Losungen, die
erreichbar sind, erklidrt. So stellt der Existenzsatz dieser Arbeit einen ersten
Schritt dar, das Problem der Erreichbarkeit auch fiir Stromungen mit F;+0 zu
behandeln.

Bei der Losung von (1.1)—(1.4) wird zuerst das linearisierte Problem behan-
delt. Analog zum Vorgehen von Finn wird auch bei den instationiren Gleichun-
gen um U linearisiert, so dall man die zeitabhiingigen Oseen-Gleichungen

v,—vAv+(U-V)v+Vp=f

1.17
V-v=0 ( )

erhilt mit den Rand- und Anfangswerten

v(x, t)=vy(x, 1) fiir alle xeX, t=0; v(x,1)—0, |x|—>o0 fiir alle 120, (1.18)
v(x, 1) =vy(x) flr alle xeé. (1.19)

Ist nun v(x, ¢} und p(x, t) eine Losung der Aufgabe (1.17)—(1.19),
u(x, A):= [ e *v(x,0)dt, q(x,A):= e *p(x,0)dt
0 [¢]

die Laplace-Transformierte von v bzw. p, dann erfiillen u und g das System

1 Herr Professor G.H. Knightly hat mich freundlicherweise darauf aufmerksam gemacht, daB in
seiner neuen Arbeit ,,Some asymptotic properties of solutions of the Navier-Stokes equations® u.a.
die Konvergenzbetrachtungen fiir t— oo, die sich beim Problem der Erreichbarkeit der PR-LSsung
ergeben, enthalten sind
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—vAu+(U-V)u+Vqg+iu=h, h=vy+ | e *fds,
0

—_— (1.20)

u(x, )=v, auf X, u(x,1)—>0, |[x|-o0. (1.21)

Die Laplace-Transformation fiihrt also das zeitabhidngige Problem (1.17)—(1.19)
in ein System (1.20) iiber, das elliptisch im Sinne von Agmon-Douglis-Nirenberg
ist. Die Randbedingung (1.21) erfillt die Complementing Boundary Condition
(Lopatinskij-Bedingung). Kennt man nun den Ldsungsoperator von (1.20)
—(1.21), d.i. die Resolvente A;! des Oseen-Operators A4, und erfiillt A;*
geeignete Wachstumsbedingungen bez. A,so ist damit die Existenz des Losungs-
operators e~*4 von (1.17)—(1.19) bewiesen. e~'4 ist die inverse Laplace-
Transformation von 4; *,

—td, __ L it 41

e =0 J e Ay dA, (1.22)
und heiBt die vom Oseen-Operator 4 erzeugte Halbgruppe. Die Theorie der
Halbgruppen spielt bei der Behandlung zeitabhiingiger Probleme cine wichtige
Rolle. Und durch Sobolevski’s Idee, vgl. [23], die regularisierenden Eigenschaf-
ten der gebrochenen Potenzen eines Operators auszuniitzen, konnten auch
nichtlineare Probleme mit Halbgruppenmethoden geldst werden. Bei den Na-
vier-Stokes-Gleichungen arbeiteten als erste Fujita-Kato [12, 13] und Prodi
[22] mit diesem Ansatz. Definitions- und Wertebereich der Differentialopera-
toren sind jedoch Teilrdume von L,, so daB auch fiir diese Arbeiten die vorher
ausgefiihrten Einschrinkungen fiir die kinetische Energie der Lsungen gelten.
Um dies zu vermeiden, werden Halbgruppen benutzt, die von Wahl [25] einge-
fithrt hat. von Wahl untersuchte Halbgruppen von Operatoren mit Definitions-
und Wertebereich in C°** und gelangte so zu weitreichenden Regularititsaussa-
gen und a priori-Schranken flir Losungen nichtlinearer parabolischer Gleichun-
gen und Systeme, vgl. z.B. [27] und weitere dort zitierte Arbeiten. Der wesentli-
che Unterschied zwischen den Halbgruppen in C°** und den Halbgruppen in
L,, wie sie der Kiirze wegen genannt seien, liegt in den Resolventenabschétzun-
gen der sie erzeugenden Operatoren: bezeichne L einen elliptischen Operator
zweiter Ordnung, jeweils in C°** bzw. L, definiert, dann gilt fur dem Betrage
nach groBle 1 aus der Resolventenmenge von L

Al g, 1A Nl s+l <[, (1.23)
1-% 1_a -
1217 2 [t gora+1A12 2 futflcreat+IA ] cava Scll fllcoras (1.24)

wenn ¥ Losung von (L+A1)u= f in einem Gebiet G mit u,;=0 ist. Wegen des
Faktors |A|~%? ist (1.24) schwicher als (1.23); daB man aber iallg. (1.24) nicht
verbessern kann, hat von Wahl [25] gezeigt. Es geht aber auch unmittelbar aus
dem Beweis von (1.24) fiir den Oseen-Operator in §4 hervor.

In § 2 wird zuerst der Fundamentaltensor E(x, y; 1), P(x, y; 4) fiir das System
(1.20) konstruiert und sein asymptotisches Verhalten fiir |x — y|— co untersucht.
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In §3 wird gezeigt, daBl (1.20)—(1,21) fiir alle AeC, die auBerhalb einer Parabel
mit R~ als Achse liegen, cindeutig 18sbar ist. Die Resolventenabschitzung vom
Typ (1.24) ist in §4 ausgefiihrt. In §5 wird dann das instationére, nichtlineare
Problem (1.1)—(1.4) behandelt. Die in ¢ lokale Existenz einer LOsung kann
nachgewiesen werden, wobei ein Existenzsatz von Kielhofer die entscheidende
Rolle spielt. Eine a priori-Schranke, die wesentlich eine Abschédtzung von Finn
benutzt, fiithrt zu einem globalen Existenzsatz.

Die Resultate dieser Arbeit sind in meiner Dissertation enthalten. Ich habe
sie unter Anleitung von Herrn Professor Dr. Stefan Hildebrandt verfaBBt, dem
ich fiir seine freundliche Ermunterung und hilfreichen Ratschldge herzlich
danke. Herrn Professor Dr. Robert Finn danke ich herzlich fiir viele Hinweise,
die fiir den Fortgang der Arbeit sehr niitzlich waren.

Die Untersuchung wurde gefordert durch den von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft getragenen Sonderforschungsbereich 72.

§ 2. Hydrodynamische Potentiale

Um die Dirichletsche Randwertaufgabe fiir das System

—vAv+(U-V)v+Vg+Aiv=h

in & 2.1
V-v=0 n @1)

mit Hilfe der Integralgleichungsmethode losen zu konnen, wird zuerst eine
Grundlosung konstruiert. Das Paar (E;;(x, y; 4), P(x, y; A), i,j=1, 2, 3, heibt eine
Grundldsung von (2.1), wenn das adjungierte Gleichungssystem fiir jedes j
=1, 2, 3 erfiillt wird:

oP,
VA, Byt (U F) By 2By = 6,00 ), (2.2)

(2.3)

Der Index y an den Differentialoperatoren zeigt an, daBl die Funktionen E und
P nach y differenziert werden sollen. Der von Oseen [21] p. 31 benutzte Ansatz
wird hier folgendermaBen modifiziert:

2

8
B 3: =5 (v, =(U- T+ 0053 ), 25

wobei @ eine reellwertige Funktion bezeichnet, die zu bestimmen ist. (2.3) ist mit
diesem Ansatz fiir beliebiges @ erfiillt; setzt man (2.4) und (2.5) in (3.2) ein, so
folgt

—AWA+U-V)=2) =5y —x). (2.6)
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Mit dem Ansatz
—AP=:9, und @VA+U-V)—A)d=:9, (2.7)
folgen aus (2.6) die Beziehungen

— AP, =5(y—x), (2.8)
(A+U-V)=2)&,=5(y—x). (2.9)

Die Grundlésung @ zur Gleichung vierter Ordnung (2.6) 148t sich nun durch @,
und @,, Grundlésungen zu Gleichungen zweiter Ordnung ausdriicken. Addiert
man (2.8) und (2.9), so folgt

U-NP—id=0, +vP,. (2.10)
Die homogene Gleichung

U A
(5~V)¢@%7;¢@Fﬂ

hat als Losung
N A
FE&)exp (7 U-¢).

mit einer beliebigen Funktion F, die nur von der Projektion &+ des Vektors &
auf dic Ebene U-&=0 abhingt. Fiir die inhomogene Gleichung liefert die
Methode der Variation der Konstanten als Losung

2 1 — 2 2
O =F(EH I+ [ S (@y+v@y)em W dy. 20 2.11)
5@
. L. L &U U .
Hierbei ist die Strecke S(&) von & =Zj——U— T nach ¢ der Integrationsweg.

Zur Bestimmung von &, wird in (2.9) der Ausdruck
@, (n)=e"""2" Dy(n) (2.12)

eingesetzt, so daB fiir ¢, folgt

2

1400~ 313) @01 =30

Im Falle dreier Raumdimensionen lautet die Losung

]/42 Uz )2

__+_-_

11 y 2 4, U?

453(’7):_5— T K%(%I/ 74’—‘}7'77'), (2.13)

y 47 n|
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wobei K, (o) die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art ist. Setzt man

e’
2y

ein, vgl. [19] p. 73, so folgt

K,(o)=

1 1 — /1 U?

=—— e V¥ ATi= .
453(_'1) pr i I, a2 (2.14)
Setzt man die Ausdriicke (2.11), (2.12) (2.14) zusammen, beachtet, dal &,

_ 1
CAn |x—yl
(U, 0,0) ist, dann erhilt man fir &:

ist, und dreht das Koordinatensystem so, da U von der Form

yl -x1

1 -yl 1
B(x, y; )=F(y* —x2,y3 —x3) v ")/U+4 U | (+sy12
o

{1 _e—VF(:2+52)1/2—Uz/2v} o~ MU Gt =x)U g, (2.15)
und 5% =(y* —x?)* +(»* = x°)%.
Fiir |x—yl]- o bleibt nun @, und ebenso E,
beschrinkt. Man wihlt daher

;j» im allgemeinen nicht mehr

F(y*—x?,y° —x?)

_ 1 }O t2+sz),1/2{1_e_l/F(tz+sz)1/27Ut/2v}_e—/lt/Udt (2 16)
20§ '
und erhalt
B yid)m | (sl VTR vy
4nU 7
e MU i At —x)U (2.17)

2
Satz 1. Die Grundlosung E;;(x,y; )= <5ijA~5J§—0?) D(x, y; A) verschwindet fiir

|x —yl—00 mindestens wie |x—y|~3. Dabei sind alle Werte i=a+ifeC ~{0}
zugelassen, die aufierhalb des von der Parabel

—ooSaé—r (2.18)

berandeten abgeschlossenen Gebietes P liegen.

Beweis. Nach Kontruktion der Grundlosung ist das Integral

t2 +S2 -1/2 1_e¥1//1—+(t2+52)1/2—Ut/2v e“/U-dte)'zl/U
NGER } 21

mitsamt seinen Ableitungen fiir |z'|— oo zu diskutieren. Zunidchst werden einige
Spezialfille behandelt.
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1. Der Fall ieR™; z' - 00; s=0. Das Integral

zl

1 T
I(Z)= j ? {1 _e‘m t—Ut/Zv} e~ AU gy
0
kann explizit ausgerechnet werden:

2 _e+(ViT LA 2l AU
I(Z)zj' € ( 2V y) 1 g

o

u A
=E1(< ) )—Hog( At +E+5)zl+y
—E (é )—logiz —7.

Im letzten Schritt wurde die Beziehung
!

aus [19] p. 345 benutzt; dabei ist E, das Exponentialintegral und y die Euler-
Konstante. Mit

Ei(@=e""U(1,1,0), (2.21)

l_e—bt

dt=E, (ab)+logab+y, a,b>0 (2.20)

vgl. [19] p.343, und der Abschitzung fiir die konfluente hypergeometrische
Funktion U von Kummer

1
U(, la)———O(a—Z), a— o0, (2.22)
vgl. [197 p. 289, folgt
u J
+ —_— —_—
AT+ 3y + U

F(0,0)=log + lim {e™#'/U g~ VAT =i -Usl2y

A zlo o0

U
T+ U /’l’ 1 —azljUu 1
Ul L(v4 —|—§;+ﬁ ztj—e U(1,1,iz'/U)}.
Also ist

{1 _e—VF:—Ut/ZV} e~ MU gy

— ]
= [ =

N
-

B VAT +UR2v+ U e~ AU
=F(0,0)—log U +o< e )
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2. Der Fall 2eR™, z'— +00; seR. Fiir alle ¢, die groBer als eine geeignete,
positive Konstante c sind, ist

h(t, s): = (2 +32)— vz (1 _e—l//l‘*(tz-«-sz)l/z—Uz/Zv} e~ MU <t 0).

Dabei hidngt ¢ nicht von s ab. Weil A(t, s) nicht negativ ist, erhdlt man

z1

0< | h(t,s)dr— | h{t,s)dt
[¢]

wenn nur z! >c¢. Dann kann wie in Fall 1 vorgegangen werden.

3. Der Fall AcR™; z! - —o0; s=0. Statt z! - — oo betrachtet man —z'=:z'—

+ oo und statt (2.19) das Integral

z1

j‘ (t2 +Sz)— 1/2 {1 —e VAT +s2)1/Z+Ut/ZV} eMIv dte—lzl/U’ (2.23)
0

da F(z2, z%) e**'/V exponentiell abklingt, also keinen wesentlichen Beitrag liefert.
Schreibt man das Integral in (2.23) als

z! 1 (—VAT +Uj2v+ AU 21 AtjU

—e l—e
A O | dt
0 t 0

so kann man den zweiten Ausdruck sofort angeben; fir a, b>0 ist ndmlich

al_ebt
[ — —di=E*(a,b)~logab~y (2.24)
0

mit dem Exponentialintegral E*, vgl. [19] p. 345.
In dem ersten Integral hingegen mull man folgende Fallunterscheidung
treffen: es gibt ein A* =A*(v, U), so daB

0 .. L < *
T U 4 < fl?.r alle 1<

— ;+W+E+ff =0 fiir alle 2=2%,

>0 fiir alle A>A*

Damit erhilt man

Z1
j %{1 _e(—VF+U/2v+,1/U)z} dt
0

E((/A" =UR2v=2U)Z" +log()/ AT —U2v—2/U)Z* +y

fir alle A%
—E*(—1/2T +U2v+ AU E +log(—1/ A7 +UR2v+ AU +y

fiir alle A= A*.
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Fiir das Exponentialintegral E* gilt nach [19] p. 343

E*(a)—1 —y= —
(a) cga=y ngl nn!’
also
1 00 +1 an+1
—a £ _ _ —p—a
e “(E*(a)—loga—y)=e angﬁ o I
2 x g
<Z oe il
S—e n;on!‘ (2.25)

Daraus kann man unmittelbar entnehmen:

c L
S— fir '+

~ 17
Fiir A<A* ist nach den Abschédtzungen aus Fall 1

z1
‘e—/lz—i/u Zj‘ %{1 _e(—VF+U/2v+z/U)z} dt

e—lil/U J’

4 AU
‘ 1—e it

< ce—lfl/Ue(—VF+ U/2v+ A/U)z! |21 | -2
Fiir A= A* folgt mit (2.24) und (2.25)

z1
‘e—xz—l/v J" %{1 _e(—VF+U/2v+,1/U)t} dt

= Az4U paz' U e(—VF+ U/2v)z! E !
z

Sce
4, Der Fall 2eR™; z' - —0; selR, Sei
k(, s):= (2 +s%) " Y2 {1 e VAT +s2)1/2+Ut/2v} eMIu.

Wie in Fall 2 gibt es eine von s unabhingige Konstante c, so daB

k(t,s)<k(t,0) fiir alle t=¢, seR.
Daraus folgt

0<e 1 [ k(t,s)dt
0

Se HU j k(t, s)dt + e~ *#'1V j k(t, 0)dt.

Den zweiten Summanden schétzt man wie in Fall 3 ab. Das Integral j"k t,s)dt

ist durch eine nur von ¢ abhingige Konstante beschrinkt.
Im allgemeinen Fall betrachtet man A=a+ifeC. Dann ist der Realteil

L o ﬁZ 1/2 o U2 1/2 U
Rz{f([ +4v] W) *(#m)} "3y
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i UZ 1/2
von <;+W) 5y sicher positiv, falls «+if+0 auflerhalb des von der
Parabel
U2 N ] I B 2ﬁ2 << U2
g2 M=y =278

berandeten Gebietes P liegt. Fiir diese 4 fithren die Fille

sign(Re 1) -z — + o, (2.26)
sign(Red)-z' -~ (2.27)

auf die Untersuchung der Integrale (2.19) und (2.23). Nun ist aber

© —
j (tZ —f—52)7 1/2{1 _e*V}f" (t2+s2)1/2—Ut/2v} e‘At/Udt e).zl/U
z1

o

<|e/1z1/Ul j‘(tz +Sz)—1/2|e~}.t/U|(1_|_eARe1//l_+(zZ+s2)1/27Uz/2\') dt
21
28] —_—

:Ieizl/UI j (tz +S2)— 1/2]e-lt/U|(1 _eARel/A‘r 2 +sz)1/2~Ut/2v) dt

z!

[ el
+|e“1/U|2- f(tz +52)—1/2 |e—At/Ul e—ReVF(t2+sz)1/2—Ut/2vdt
zl

Das erste Integral wird nun wie in Fall 2 behandelt, das zweite liefert wegen A¢P
keinen wesentlichen Beitrag. (2.27) fithrt mit z':= —z' zu

j‘ (t2 +SZ)—1/2 {1 _e—VF(t2+s2)1/2+Ut/2v} elt/U dte—lz"/U

Z1
’0

< E(tZ +52)— 1/2 |elt/Ul Il __e—l/F(t2+s’-)1/2+Ut/2vl dt |e—/li‘/U{
0
z1 -
+{ j (tz +SZ)—1/2 |elt/U| |1 _e—Rel/A+ (t3+s2)1/2+Ut/2v| dr -
&

1
+ Zj (t2 + Sz)— 1/2 Ie’“/u| 2e—Re1/F(t2+s2)1/2+ Ut/2v dt} le” lz"/UI
&

Hier wurde ¢ so gewahlt, daB |1 —e~ VA" @22 +U02Y fijr 5=0 und kleine Werte
von ¢ nahe bei 0 bleibt. Das Integral mit den Grenzen 0 und ¢ ist beschrénkt, so
daB der erste Summand exponentiell abklingt, wenn Z' gegen + oo strebt. Das
erste Integral mit den Grenzen & und z' wird wie in Fall 4 behandelt, das zweite
liefert keinen wesentlichen Beitrag. Um nun aus dem asymptotischen Verhalten
von @ auf das von E schlieBen zu kOnnen, geniigt es wegen (2.4), die zweiten
Ableitungen von & abzuschitzen. DaBl |V ® @} um eine Potenz schneller abfilit
als |[F®~ V|, sicht man so:
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3 — Z) j‘ _ZZ(IZ_,’_SZ) 3/2 {1 —l/l_+(t2+s2)l/2—Ut/2v} e—),t/U dt elzllU
©

+ j (tz +s2)"1/2 {e—VF(t2+sl)1/2—Uz/2v}

21
-I/i+ 2
S 2;1/2 e MUdt.e*'V=:4, +B,.
5
Fir e &(z) erhidlt man ebenso zwei Integrale, die sich von 4, und B, nur darin
z
unterscheiden, daB z? durch z* ersetzt wird. Fiir die Ableitungen nach z? und z*

liest man die Behauptung aber unmittelbar ab. Fiir &(z) gilt

ozt
8 ~1//1_+| -Uz1j2
(Z)— @(Z)——{l Hmusiy

— /1 F (2 2y1/2 _ 1
=(t2+82) 1/2{1 —e VAt (t2+s2) Ut/Zv}(_e/lz/U)Izo(‘: e/lz U
_ f( e—m/v) {(t2+s ) 1/2{1_e—l/),—+(t2+52)1/2—Ut/2v}} di

e}.zl/U_i {1 _e'Vl_*|z|—Uzl/2v}'

|z]
Der erste und der dritte Summand heben sich gegenseitig auf, so daBl auch
pe =1 @(z) auf Integrale fiihrt, die von der Form 4, und B; sind. Bei der
Abschitzung hSherer Ableitungen von @ schlieft man ebenso.
Bemerkung zum Beweis. Die Abschidtzungen flir @ liefern ferner

FOE | <c|lx—y|737% |x—y|>o0. 2.28
y

Fir die Ableitungen von P, sind die analogen Behauptungen offensichtlich, denn
0
P(x, y; /1)——y— (—vA—(U-F)+ A P(x,y; 1)

0
2—8—3—/3_ @2 und Adjz:é

a1 1
T8y An |x—y|

Ferner lassen die benutzten Formeln fiir das asymptotische Verhalten der
Exponentialintegrale zu, daB in (2.28) auch die Abhéangigkeit der Konstanten ¢
von dem Parameter 1 angegeben werden kann.

Im Beweis wurde nur der Grenziibergang |z!|— o bei konstantem z? und z°
durchgefiihrt. Diese Einschrdnkung ist gerechtfertigt, da die Fille |z2|— o0 und
|z?[—co wie bei der Abschitzung der Grundldsung £ der Oseen-Gleichungen
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(A=0) abgehandelt werden konnen. Es ergibt sich
1

|[?

E(2)==5 O(E(2)), (2.29)

m.a.W. auch E(z) zeigt fir E(z) charakteristische Verhalten, allerdings bewirkt
der Ubergang zu A+0 (und A¢ P) eine Dimpfung um den Faktor |z| 2.

§ 3. Die Resolvente des Oseen-Operators

Fiir die reguldren Funktionenpaare (v, p) und (w, g) betrachte man die zueinan-
der adjungierten Gleichungssysteme

Lyvi= —vAv+ (U - V)v+Vp+Av=~f

V.v=0, 3.1)
Mw:=—vAw—(U-V)w—Vg+iw=g
V-w=0. (3:2)
Dann gelten die beiden Greenschen Formeln
v [ort ov\ [ow  ow
Mwdx—— [| = . . -)d
(j;v wex 2£(3x1+6x’)(8x3+6x") *
5 {w-(U-P)v—v-(U-V)wdx
G
=i {v-wdx+§v - Tw-n+3(v-w)(U-n)do, (3.3)
G S
fw-Lv—v-Mwdx=§w-Tv-n—v-Tw-n—(v-w)(U-n)do. (3.4
G N

G ist dabei ein beschrinktes Gebiet mit einem glatten Rand S. Im Spannungs-
tensor Tv ist p als zu v gehoriger Druck eingesetzt, bei Tw ist es g. Die Formeln
(3.3) und (3.4) gelten auch fiir Tensoren (C;;, R)), die (3.2) fiir jede Komponente
erfiillen. Dann folgt wie in der Potentialtheorie harmonischer Funktionen die
Darstellungsformel

v(x)={ C-Lv—v:MCdy—$C-Tv-n—v-TC-n—(v- C)(U-n)do,, (3.5)
G 5
wenn C= C(x—y) und R=R(x—y) im Punkt x=y so singulir werden, daf}
lim ¢ (TO);n*+C(U-nydo=4; (3.6)
r—0 8B,(0)

bei r =|x—y| gilt. Um nun die Losung von (3.1) bei =0 durch ein Randintegral
darstellen zu konnen, in das v, Tv sowie die Grundlosung (E, P) aus §2
eingehen, bendtigt man
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Lemma 1. Fiir |[x—y|—0 gilt

1
O(x,y; =g —Ix=yl+o(x,y: ) (37)

mit
62
4 [ ;) =0(1).
(511A aylay]) Q)(X, Vs /1) 0( )

Beweis. Zuerst wird z': =y! —x* =0 behandelt. Dann ist mit den Bezeichnungen

aus §2

D(z; /1)_4 1U j"(tz—l—s )" 1/2{1_e~—1/l_+(t2+sl)1/2_.U!/2v} o= MU Jp ph2HiU
s
1
:471:Uj‘(t2+s) 1/2{ [ ﬁ( .I/)L (l'2+S n/Z]
© 1/ U\"
R i " —),t/Udt AzY U
[ngo n! ( 2V) ]}e ¢
= 1 }0 i n 1 —}*(—I/F)n—k(tz-!'sz)‘"‘;_l
4nU ;0 =4 o (n—k)! k!
( YN remiu gy 12110
2v
1 - - AtjU 1
= - dt AzljU
4nU 5 ,,;1 ,ann ¢ e
Es ist

- _ i+. an:(t2+sz)‘“2(—U/2v)t;
%( Y (24 sHY;
ay =(—YAN=URWYL  ay, =3 +5)" 1 (=U2v)* ¢

usw. Hieraus liest man ab, daB nur a,, einen relevanten Beitrag liefert:

1 1
7 U J‘( U/2V) (t2+52) 1/2 —/lz/Udte/lz /U
T
— __8 1 . {(I2+S2)1/2 e—).t/Ulzo? ei.zl/U_ }o(tz +S2)1/2(__ U//l)e"“/U dl' elzl/U
T 1
1
Iy |z[+olz|.

Der Ubergang zu negativen Werten von z' bietet keine neuen Schwierigkeiten.
Man spaltet dazu das Integral auf,

0

[odi=J . de+ | ..dt
0

1 21

3]
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und beachtet, daB sich die Beitrige, die die Integrationsgrenze Null liefert,
gegenseitig aufheben.

Bemerkung. Die Grundlésung (E, P) hat in erster Néherung fiir x=y dasselbe
Verhalten wie die Grundlosung der Stokes- und der Oseen-Gleichungen. Jede
dieser Grundlosungen ist ndmlich von der Form

22 ¢, fiir die Stokes-Gleichungen
(5UA )= @, fiir die Oseen-Gleichungen

~ 55
VN e fir22), 23)
und es gilt
_ | l
S y— Yl
LAPIS R s
=12 f 1—e“’da_ 1 Xyt
° 4mvU H " 8mv y '

Die Grundlésungen fiir den Druck sind in allen drei Féllen sogar identisch.

Lemma 2. Fiir eine Ldsung (v,p) der homogenen Gleichungen (3.1) gelten im
Aufiengebiet & die Darstellungsformeln

V(x)=—4¢E-Tv-n—v-TE-n—(v-E)(U-n)do, (3.9)
p(x)=—§P-Tv-n—v-TP-n—(v-PYU"n)do. (3.10)

Dabei wurde in TP als zu P gehoriger ,,Druck™ U.V ( ) eingesetzt, und

Ix—y
liegt auferhalb des in Satz 1 definierten Gebietes P.

Beweis. Zuerst petrachtet man ein beschrianktes Gebiet G mit Rand §. Fiir die
Grundldsung (E, P) der Stokes-Gleichungen ist

_3n (0 =) X))
(TE)ijk— 4 x—° .

Nach der Bemerkung zu Lemma 1 gilt diese Beziehung auch fiir TE bis auf
Terme der Ordnung O(|x—y|~ ). Also ist (3.6) fiir die Tensoren (E, P) erfiillt.

Den Fall des Auflengebietes & behandelt man wie in Chang-Finn [4],
Theoreme 4 und 6. Man geht von der Darstellungsformel (3.9) fiir das Ringge-
biet BR(0)~Q aus

vx)=— ¢ E-Tv.n—v-TE-n—(v-E)(U-n)do

ZuU0BRr(0)

und beachtet, daBl das Integral iiber 6Bg(0) verschwindet. Wegen |E|<c|x—y|~?,
\VE|<c|x—y| =% P<clx—y|~? ist nur noch

E-Tv.ndo—0 fir Roo
3BRr(0)
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nachzuweisen. Das folgt aber mit [4] Lemmata 1 und 3, die wegen Satz 1
angewendet werden konnen.
Man definiert nun die hydrodynamischen Potentiale:

Definition 1. Seien ¥, 9 € C°(Z, R3). Dann heiBt
V(x): =2§E(X, y; A-¥(y)da,, (3.11)

Py(x):=2 ;fP(x, y; A)-¥(y)do, (3.12)

hydrodynamisches Potential der einfachen Belegung mit der Dichte ¥, und
W(x):=2¢¢-TE-n—(¢-E)(U-n)do, (3.13)
X

Py(x):=2¢@-TP-n—(¢-P)(U-n)do (3.19)

heiBt hydrodynamisches Potential der doppelten Belegung mit der Dichte .
Der Kern des Potentials W wird mit K abgekiirzt.

Lemma 3 (Odqvist [20]; Faxén [5]). Fiir stetige Belegungsdichten ¢ und ¥ gilt
() V, P,, W und Py, sind in R>~ X analytische Funktionen und geniigen den
homogenen Gleichungen (3.1).
(i) V ist dariiberhinaus im ganzen Raum R® stetig.
(iii) W und (7V)==2n-§5!//- TE—y-E-Udo erleiden beim Durchgang durch

die Fliche einen Sprung, d.h. fiir xeX gilt

lim Wi(z) = ¢/(x)+ §Kij(pi do,
zZ—X P}
zef2

lim Wi(z)= — ¢/(x) + $K,;¢' do,
zZ—X P
zed

m(Z V()Y =(T OV (x)Y =y/(x)— §Ki; Vido,

Im(7 V(z))) =«(7 OV(x)Y = —/(x) - $K; ' do.
e :

K~ geht aus dem in Definition 1 angegebenen Tensor K hervor, indem U durch
— U ersetzt wird.

Eine Losung der homogenen Gleichungen (3.1), die auf X vorgeschricbene
Dirichlet-Randwerte v, annimmt und im Unendlichen verschwindet, sucht man
nun als Potentiale W, P, der doppelten Belegung. Die Sprungrelationen aus
Lemma 3 fithren in bekannter Weise zu den Fredholmschen Integralgleichungen

o(X)+pdK-pdo=—vyx), pu=-1 (3.15)

Das dazu adjungierte Gleichungstripel

Yx)+udK-ydo=—y5(x), p=-1 (3.16)
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liefert eine Losung von (3.1) in @, wobei auf ¥ Randwerte vom Neumann-Typ
vorgeschrieben sind.

Lemma 4 (Faxén [5]). In der Gleichung (3.15) ist u= —1 kein Eigenwert, wenn

U? .
AeC~ {Pu (—W’ 0]} ist.

Beweis. Es wird angenommen, dal} (3.15) fiir v;=0 eine Losung ¢ %0 besitzt;
dann hat auch (3.16) fiir y,=0 eine Losung ¥, die nicht identisch auf X
verschwindet. Bildet man mit dieser Funktion y das hydrodynamische Potential
V der einfachen Schicht, so folgt nach Lemma 3, (iii)

TOV(x) =T OV (x)=—2¢(x),
TOVX)+TOV(x)=2§K~ -y do,
P
damit also
TOV(x)=—¢(x)+§K~ -y do
P
=—y;=0
da W ja eine Eigenlosung ist. Die erste Greensche Formel ergibt dann
v (avi+aw‘) (an+an
!z ox!i o axt ) \axt  oxt
+§V*. 7OV dg =0,
2z

) dx—+2{V-V*dx
Q

2

wobei z* die zu z konjugiert komplexe GroBe bezeichnet. Hieraus folgt, dall V
in Q identisch verschwindet, also auch ¢: fiir A=0 hat dies Faxén [5] bewiesen,
fiir die iibrigen Werte von A liest man es unmittelbar ab.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen werden nun zusammengefafit in

2

8v?’
ein Greenscher Tensor G(x,y; 1), dessen Komponenten fir yeX und |y|—o0
verschwinden.

Insbesondere besitzt (3.1) fiir Randwerte voe C*T4(X) und fiir aufere Kraft-
dichten fe C°*4&) mit |x|’feL,(&), B>, genau eine Lésung von der Klasse
C2+a(g)_

Beweis. Nach Lemma 4 existiert ein Tensor A;(x,y;4), der dic homogenen
Gleichungen (3.1) in & 16st und fiir den gilt

Satz 2. Sei AleC~ {P U [ 0)} Dann existiert fiir das homogene System (3.1)

Ajjx, y; )= —E;(x,y; 4)  fur alle yeZ,
A%, y; )0 fiir [x[—c0.

Dann ist
G(x, y; D=Gy(x, y; A =E;j(x, y; )+ A%, y; 2)

der gesuchte Greensche Tensor.

ij ij
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Sien nun vy und f gegeben. Dann kann man eine LOsung von (3.1) in & fiir
diese Daten so finden, vgl. Finn [9] p. 369: es sei 0.B.d.A. angenommen, daB der
Ursprung des Koordinatensystems in Q liege. Es gibt eine Konstante y,€RR, so
daB

1

;gvz(x) +yoV (I—x—l) do,=0.

Nach Finn [8], Lemma 2.1 gibt es ein divergenzfreies Vektorfeld ¢, das in &
definiert ist, so dal}

1
£ =v5(5) + 707 (1»71) auf =

{{(x)=0 auBerhalb einer Umgebung von Z.

Die Existenz dieses Vektorfeldes erlaubt es, sich auf homogene Randwerte zu
beschrianken. Die Losung v(x) von (3.1) sucht man nun in der Form

V)= WO+ L(0)— 7o 7 (i)

x|

wobei w(x) die Losung von (3.1) bei verschwindenden Randwerten und der
Inhomogenitit

f—vAL+(U-V) (g~y017 (ﬁ))

. Lo 1
ist. Es wurde hierbei V-y, ¥ (ﬂ) =0 ausgeniitzt.
x

§ 4. Resolventenabschitzung

Die Existenz der vom Oseen-Operator erzeugten Halbgruppe folgt aus der
Resolventenabschitzung

Satz 3. Sei v(x) eine Ldsung des Systems

—vAv+(U-PV)v+Vp+Av=f
vAVHU- )V VDt Ay in & 4.1)
V-v=0

mit den Randwerten
v(x)|;=0
v(x)—»0 fiir |x|—o0.
Dann gibt es ein A,>0, so daf fiir alle AeC~ P, |A|> A, gilt
1-Z
[Vl cogy HIAL 2 Vilcosaqs
FIAM2 ¥ iy HIATZ =2 VI 1 o
+ vl z+ (A7 )iv]] ¢ ragy =C|fllcoraisy (4.3)

¢ hidngt nicht von 1 oder v ab.
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Der Beweis wird in den folgenden vier Lemmata erbracht. Zunéchst wird das
Verhalten der Grundlosung (E, P) im Aufpunkt noch einmal untersucht, also
Lemma 1 fiir {A| hinreichend groB verschérft. Die folgenden drei Lemmata
lehnen sich eng an die Herleitung von Schauder-Schranken fiir elliptische
Systeme mit konstanten Koeffizienten an, wie man sie in den Abhandlungen von
Hildebrandt [15] und Agmon-Douglis-Nirenberg [17, [2] findet. (4.3) unterschei-
det sich nimlich von derartigen Schranken nur durch die explizite Angabe der
Abhingigkeit vom Parameter A.

Lemma 5. Fiir |x—y|—0 und |A|>A, wobei A, eine geniigend grofie positive
Konstante ist, gilt

1 1/2|x—
Dlx,y; =g~ lx—yle g, y; 2) (“44)

. > N\,
mit (0545 725 Wi v =0

Beweis. Zuerst wird das Integral

Hll——k

{1 __e_l/ft} e~ dt e*a

Fa):=

R g

betrachtet. Durch partielle Integration erhélt man

d 1
)= (]/_)n2n1+zzgnzc (]/nzzc

n=1 k=2 n=k "

Die erste Summe ist also schon von der gewiinschten Form, die Doppelsumme
formt man um zu

© ( 1)m+k neig © (ﬂd)m ®© 1)m+k
L Z (m+km'(1/ ,,,;, m! .{k=2 m+k (1/-) }

m=0 k=2

Nun ist aber

@ m+ © _ 1\
Pt Cam=oar Y Sem

1= 2+m
1
also ein Teil der Reihe von log (1 —{——z)

Diese ﬁberlegung liefert auch fiir das hier vorgelegte Integral die gewiinschte
Abschitzung. Dazu beginnt man mit

o0

§ (t2 + Sz)- 1/2{1 _ e—VF(t2+s2)‘/2— Ut/zv} MU Jp g?2M U

_.n 2 0(n k)'ld( ]/F)n k|Z‘n k— 1( 1)k (_5;) +z z Z

I=1n=1k=1

om0 () () (e
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Nun kann man zwar die dreifache Summe nicht mehr wie oben durch elementa-
re Funktionen ausdriicken, doch liest man ab, daf3 sie dasselbe Verhalten wie
der entsprechende Term bei #(a) zeigt. Man benutzt dazu

(e £ Q)T

und die Rekursionsformel

() 1ot a2 (%)pﬁllzl"‘”rq( e IR

Da nur groBe Werte von |4| in Betracht kommen — nur fiir diesen Fall sind die
Resolventenabschitzungen zu liefern —, ist (4.4) fiir z! >0 bewiesen. Der Uber-
gang zu z* <0 erfolgt wie in Lemma 1.

Bemerkung. Fiir die Stokes-Gleichungen 146t sich dieselbe Abschitzung bewei-
sen, vgl. auch die Bemerkung zu Lemma 1.

Lemma 6 (Innere Schranken). Sei E(x, y; A) Grundlosung fiir das System (4.1) und
fe C°*4(R3), so dap

x):= [ E(x, y; )f(y)dy
R3
absolut konvergiert. Dann erfiillt v(x) die Abschdtzung (4.3), wobei die dabei auf-
tretenden C*- und C***-Normen iiber R> zu bilden sind.

Beweis. Wegen (2.4) geniigt es, statt [E(x,y;A)f(y)dy das Integral
[k(x,y;7) f(y)dy zu behandeln, wobei k(x, y; A) fiir irgendeine zweite partielle
Ableitung von @(x, y; A) steht, und f eine der drei Komponenten von f bezeich-
net. Sei k(x, y; 4) der singuldre Kern des Integrals

§ V2 ke, y; ) f(0) dy

R3

und supp f © < Bg(0)=: B. Wegen Lemma 1 fiihrt das zu

1
j'{Vzt P |x—y|+ l74go(x, Vs i)}f(y) dy.

B

Der inguldre Anteil V*|x— y| hingt nicht von A ab und es gilt
[j VEx =yl f ) dyl,=c[f1,

nach der Hdlder-Korn-Lichtenstein-Ungleichung, wenn nur gezeigt ist, daB3

Xy V _
ﬁB(‘f(x)W (Ix —yl) do,=0 (4.5)
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gilt, wobei man V*|x—ylals [x—y| 3w (li:;l) schreibt. (4.5) folgt aber aus der
Tatsache, daB

]

i
r<|ylss ay

27y £ v ~do,— § (721y)) - do,
B r
= § V3D y dO‘y— § (V3y)y'do,=0,
0B, 0B,
da ja V3|y| homogen vom Grad —2 ist, und weil

o W(|L|) s 1
0= | Piiyldy= | ‘ydy=a§ W) do,] —5 1 dr.

3
r<|yi<sa l r£|y| S5 vl B1

Auf Grund von Lemma 5 ist also noch die Faltung mit dem schwach singuldren
Kern

a2 % A2 x— A2 x—
o= x—yl MP2x=yl | _ p— A2 x—y

PRANEESRENTY LY 3 + 4.6
|x—yl |x—y|? |x—yI? (4.6)
zu untersuchen. Hier ist z.B.
e~ V/llx vl e~ —Valx —yl
{j Vh— — f0)- 1/ SO y(
o~ VElx—yl o= VIlx =
e e o
S e e " e e § O
<cf {APP Ix—x"P Il Px —z| 2
B’k
e~ VAlx—yl 2 . 2
+WW lx—x'["} f(z]A] )dz
Zc|AP? [x=x"T*[ £l cos
da die Holder-Halbnorm von e~ "** den Wert |A|¥? hat und e |112 <
x

c|lx—x'|*|x|~2~% ist. B* ist die Kugel mit dem Radius |4|*/*R, Die iibrigen Sum-
manden in (4.6) fiihren zu Uberlegungen derselben Art. Die Behandlung von v
und Vv fihrt auf schwach singuldre Integrale mit Kernen, die sich wie
e Vi3l x —y|=1 e VARI|x —y|= 241/ le VA x —y|~1 verhalten. Die
Potenzen von |4, um die diese GrofBlen sich von den entsprechenden Summan-
den in (4.6) unterscheiden, sind genau die, die in (4.3) bei der C°-, C°**, bzw.
Cl-, C'**Norm von v auftreten. Fiir die Schranken bis zum Rand ist der
Halbraum R?3 : = {xeR*: x3 >0} der ,Modellraum*. Die (willkiirlich) ausgezeich-
nete Koordinate x* wird im folgenden mit ¢ bezeichnet, die beiden {ibrigen mit &;
y=(n, s). Dann sind Faltungen der Art
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IO a~tE(€ 7.t —s;.4) (i) dy (4.7)

zu behandeln, wobei ¢ eine auf R? definierte Funktion der Klasse C2* ist.
In erster Ndherung gilt fiir den Kern von (4.7) wegen Lemma 1

W(é};r’ni:;)

[x—yl?

0
&‘E(g_n:t—sa l)‘
mit
{—n
W H,
01;?(5) <l§ -7l

vgl. auch Agmon-Douglis-Nirenberg [1] p. 645 (Corollary), [2] p. 61.
Aus Lemma 5 folgt, daB nach Abspaltung des singuldren, aber von A
unabhingigen Anteils w-|x —y|~? noch der Kern

o) do, =0,

t—s e—VI|x")’|

We—n,t—s; )=/ (4.8)

lt—s]  [x—y|
zu behandeln ist.

Lemma 7. Sei e C°**(R?), und das Integral
Y)=Y(E 0= | ME—nt—s; ) emdn
s5=0

mit h wie in (4.8) definiert sei absolut konvergent. Dann gilt fiir alle AeC~ R~

1 llco ey A2 1Y [l coramay S €@l cos agray,
wobei ¢ von A und @ nicht abhdngt.

Beweis. Der Beweis bictet gegeniiber Lemma 6 keine neuen Schwierigkeiten. Mit
x'=#,t) wird

o= VAlx—yl o= VEIx =yl

g 1/ eldn= | 1/ (1) dn (4.9)

wie oben abgeschiitzt: die Transformation 11—>|/1|1/217=:C hat, da iiber R?
integriert wird, |A| als Funktionaldeterminante.

Wiederum ergibt sich |4]%2 weil die Holder-Halbnorm von e="*!*! in die
Konstante eingeht.

Sind die Schauder-Schranken (4.3) fiir die Faltung einer Funktion f mit der
Grundlsung, bzw. ihrer Normalableitung fiir die Modellriume R?* bzw. R3
bewiesen, so gilt (4.3) auch fiir die Randwertaufgabe in &, wie in Agmon-
Douglis-Nirenberg [1] §6 ausfiihrlich dargestellt ist. Man hat sich vor der
Anwendung dieser Ergebnisse lediglich zweier Sachverhalte zu vergewissern:
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einmal bendtigt man diir die Losung eine Darstellung, wie sie in § 3 angegeben
ist; ferner ist nachzuweisen, daB3 der Greensche Tensor G fiir das Problem (4.1)
—(4.2) mit seinen Ableitungen dieselbe Singularitit im Aufpunkt besitzt wie die
Fundamentalidsung E, bzw. deren Ableitungen.

Lemma 8. Der Greensche Tensor G(x,y;A) zur Randwertaufgabe (4.1)—(4.2)
verhdlt sich fiir kleine Werte von |x — y| wie die Grundlosung E.

Beweis. Aus der Konstruktion von G;; in Satz 2 geht hervor, daB3 die Behaup-
tung fiir den dort definierten Tensor A4,; zu zeigen ist. Auf Grund von Lemma 4
ist

A%, y; )= é; @,z YTEX, z; D) n'
+ @z, Y Ey(x, z; H Uln'do;

hierbei ist @,,(z, y) die Belegungsdichte, die man erhélt, wenn man die Fred-
holmsche Resolvente R, der in Lemma 4 geldsten Integralgleichung (3.15) auf
die Randwerte —E;; anwendet. Da auch R,; einer Integralgleichung mit dem
Kern K aus Definition 1 geniigt, reduzieren sich die Abschitzungen fiir @,;, Ry,
und 4;; darauf, Integrale der Form

e~VAilx=yl g p~Viix' -yl
do

y

I(x,X;/l)==§ Ix—y| an |x —y|

zu behandeln. Auch hier ist wie in Lemma 7 nur die dort angegebene Koordina-
tentransformation auszufiihren.

§ 5. Existenzsatz

Auf Grund der Ergebnisse von §4 kann man die vom Oseen-Operator erzeugte
Halbgruppe definieren.

Definition 2. Sei 421 die Resolvente der Aufgabe (4.1)—(4.2). Dann heilt fiir
t>0 und fe C°+%(&)
1
= [eM A7 EdA 5.1

¢ 2mi }‘ ¢4 5D
die vom Oseen-Operator erzeugte Halbgruppe. I' ist hier wie iiblich ein Weg in
der Resolventenmenge, so daB mit Ael’, |A]—o0 auch —Re A gegen oo strebt.
Lemma 9. Fiir t >0 und fe C°*%(&) gilt

e fllcosugy = ce™ ™t~ [f]| corag (5.2)

“Ae_tAf“cow(g) Scem ¥t 1-af2 “f”cow(g) (5.3)
Die Konstanten ¢ und a hidngen nicht von f oder t ab.

Der Beweis benutzt nur Definition 2 und die Resolventenabschidtzung, vgl.
auch von Wahl [25] und Kielhofer [16].
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Die Ungleichung (5.2) zeigt, daB3 e ~'# keine stark stetige Halbgruppe ist. Dies
begriindet das folgende Vorgehen von Kielhtfer. Wenn man in einem Banach-
Raum & die Gleichung

D,u(t)=— Lu(®) + Fu(®), u(0)=u, (5.4)

mit einem elliptischen Operator L, einer Nichtlinearitdt F und der Differentia-
tion D, bez. der Norm von % l8sen will, so geht man zunéchst von einer
schwicheren Version von (5.4) aus. Angenommen, es existiert eine stetige
Halbnorm | |, auf Z, so daB

—hL

—u
g —(—Lw

e
lim
ENO

=0 fiir alle ueD(L), (5.5)

z

dann ist die Differentialgleichung (5.4) so zu verstehen: gesucht ist eine Funktion
ue C°([0, T 1, &) mit u(0)=u,, so daBl

u(t+h)—u(t)

lim p

h—0

—[—Lu()

Fiir den hier zu behandelnden Fall Z = C°*%&) ist gemiB den weiteren Ausfiih-
rungen in [16] pp. 138 —139 zu zeigen:

Lemma 10. Sei fe C°*%(&), f|,=0, |f(x)|<|——I fiir |x|— o0, Dann gilt

lim |(e = )(x) — f(x)|=0. (5.6)

t\NO
Beweis. Die Eigenschaft (5.6) kann fiir Halbgruppen elliptischer Operatoren im
allgemeinen nicht bewiesen werden, und wird daher auch in [16] als Hypothese
vorausgesetzt. So wird fiir die Ganzraumaufgabe und fiir den Fall, daB man e~‘%
als Integraloperator mit der Greenschen Funktion des parabolischen Problems
als Kern schreiben kann, (5.6) von Kielhofer bewiesen.

Hier hingegen liefert Definition 2 in Verbindung mit Satz 2

(e FH(x)= f ‘1 GG, y; HE(y)dy di. (5.7
Ir &
Das Verhalten dieses Integraloperators ist aber fiir t >0 bekannt, so daB} (5.6)
wie in Solonnikov [24] pp. 159 — 162 folgt.
Definition 3, Fiir 7 >% heit

_b
Iy

(negative) gebrochene Potenz des Oseen-Operators. Weil A~7 invertierbar ist,
definiert man die (positive) gebrochene Potenz

Ar=(477) 0,

-7,

{e =1t (5.8)
0
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Die Einschriankung y>% ist wegen (5.2) notwendig. Fiir Eigenschaften dieser

Potenzen sei auf die o.a. Arbeiten verwiesen. Die wichtige Interpolationseigen-
schaft wird formuliert als

Lemma 11. Es gilt

fllcieng=cllAf] cosuig (5.9)
mit
2-2p—o2
1—%>y>1— 4f2 . und O<f<l—o(l+a). (5.10)

Der Beweis benutzt eine Idee von Sobolevski [23] p. 57 und ist bei Kielhofer
[16] pp. 145 —146 genau ausgefiihrt.

Lemma 12. Analog zu (5.3) aus Lemma 9 gilt
[|Ave#tAfHCo+a(g)§Ce_mt‘7—°‘/2 ||f”co+u(g). (511)

Der Beweis ist bekannt, vgl. von Wahl [25].
Damit ist alles bereitgestellt, um den Existenzsatz fiir die instationdren
Navier-Stokes-Gleichungen zu formulieren.

Satz 4. Die Anfangswertaufgabe

V,—vAv+Vp+(v-V)v={f

Poyz0 in & [0,T],
v(x, 0)=vy(x) fir alle xeé&,
vix,t)~U|ZC|x|~*  fiir |x|-> o0,
v(x, )=0 fir alle xeZ, te[0,T]

besitzt fiir hinreichend kleine T genau eine Ldsung von der Klasse C((0, T),
Co* &) Co((0, T), C2*%(&)), « nahe bei Null, wenn nur |x|ffeL,(&) mit p>1
und v,eD(A% mit einem geeigneten 6 >0 gilt.

Ist v hinreichend grof}, so kann T = oo zugelassen werden.
Beweis. In der bekannten Weise, vgl. auch Satz 2, formt man die Gleichungen
um zu

n,—vAdu+Vp+(U-FPu=f+u -V)u

V-u=0

und transformiert das Problem so, daB3 die Randwerte homogen sind

luCx, )| <clx|™t  fir |x|—o0,
u(x, =0 fir alle xeX, tel0,T].

Dann wird die lokale Existenzaussage sowie die Regularitit der Losung durch
die Arbeiten [16] und [17] von Kiclhofer geliefert. Da die Nichtlinearitét
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(u-V)u nur von linearem Wachstum im Gradienten ist, sind ndmlich die
Voraussetzungen in [16] Satz 5.9 erfiillt. Als zweites ist die Abklingbedingung
im Unendlichen zu priifen. Kielhofer 16st das nichtlineare Anfangswertproblem,
indem er mittels eines Fixpunktsatzes cine nichtlineare Integralgleichung in
einem Banach-Raum % [5st. % ist ein Teilraum von C°** und besteht aus den
Funktionen, die fiir |x|— oo gegen Null streben. Es ist nun zu priifen, dall man
diesen Funktionenraum nicht verldf3t, wenn man ein Element in die rechte Seite
der Integralgleichung

u(t)ze“muo—i-}e‘m(f—i-(u- Vyu)(z)dz (5.12)
0

einsetzt. Im hier vorliegenden Fall gilt jedoch noch mehr: einmal fillt u wie
c-|x]~* ab (vgl. dagegen die CJ**Rdume in [16], in denen die Abklingrate
nicht vorgeschrieben ist), zum anderen ist u(t) — was das Verhalten fiir groBe |x|
betrifft — wieder ein zuldssiger Anfangswert, da e >4u(f) wieder wie c|x|!
abfillt. Beides liefert die fundamentale Abschitzung von Finn: Sei [u|<c|x|~1,
dann gilt

JG(x, y; 0)(u(y)- V) u(y) dy=<clx|~*. (5.13)
&

Weil nun die Halbgruppe von der Form (5.7) ist, liefert (5.13), daB e—s4u(z) fiir
groBe |x| wie c|x|~! abfillt. Zwar ist im Vergleich mit (5.13) der Ausdruck, der
mit G gefaltet wird, um den Faktor |y|* schlechter, dies wird jedoch, wie in §2
ausgefiihrt, durch die Dampfung (A+0) genau ausgeglichen.

Weiter ist fiir die globale Existenz der Losung zu zeigen, da3 HA"uHCow(g) a
priori beschrinkt werden kann. Fiir eine regulire Losung u(t) gilt (5.12), also

A’u(t)=A’e uy+ ftA‘se"Af(r) dr+ fA‘se‘”‘((u- Vyu)(t)dr.

Wegen Lamma 12 ist fiir die Nichtlinearitidt nur noch die Abschitzung

(- Pyul,<c(l+]A4%ull,) (5.14)
zu beweisen. Hier und im folgenden ist die C***(&)-Norm kurz mit | .||, ‘e
bezeichnet.

1
Pyl <t gzt v
p q

mit p~'+¢~!'=1. Die Exponenten p und g werden spiter festgelegt. Mit der

Interpolationsformel aus Agmon-Douglis-Nirenberg [1] § 5 folgt

1t (1=,
Vullz=2%{c? |ul[1+8 " [lull'o ™ 1+ +d? [ull3},

wobei ¢ und d nur vom Gebiet abhéngen. Die Interpolationsungleichung gilt fiir
O<azp.
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Hier wird zusétzlich f<1 gewidhlt, um weiter unten Lemma 11 anwenden zu
kénnen.
Sei nun g&(1, 2); dann ist

1
lj_r—;-q=1—11 mit O<n<1,

IPuja= Qe {(L=n) ful, . o3
oy gL - d
<clg, &, m{] A%ul, + Ju] g+

nach Lemma 11. Die dort angegebenen Einschrdnkungen fiir ¢, § und 6 sind hier
in jedem Fall erfiillt, da « nahe bei Null ist. Analog wird |lu||2 abgeschétzt:

@ .4 %) 4
[ufj2=fu|¥~' < CllujT+7 7-1 HUH((I) P +Clul§e—".
1+

11 qL<1 falls nur f>20+7n; diese Bedingung steht aber der
Anwendung von Lemma 11 nicht im Wege.
Die Abschdtzung fiir die C°-Norm von u und die Tatsache, daB fiir groBe

Werte von v die hier auftretenden Konstanten klein werden, liefert schlie8lich

Nun ist aber

Iw-P)ul, <1+[4%u],,

womit die globale Existenz der Losung gezeigt ist.
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