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Approximation des eindimensionalen
Stefan-Problems durch finite Elemente

Joachim A. Nitsche

0. Einfiilhrung. Die mathematische Formulierung zahlreicher in der Praxis auf-
tretender Probleme fithrt auf Randwertprobleme — speziell fiir parabolische Dif-
ferentialgleichungen — mit dem Charakteristikum, daB der Rand zum Teil nicht
von vornherein gegeben ist, sondern von Eigenschaften der Losung selbst abhédngt.
Das dlteste solche ,,freie® Randwertproblem geht auf Stefan [1889] zuriick. Bei
einer Raumdimension lidsst es sich so beschreiben: In dem Gebiet — o0.B.d.A. sei
s(0)=1 angenommen —

ey, 2={09=0A0<y<s()}

ist nach einer Funktion U gefragt, welche die Gleichung

@ U~-U,=0 in Q

erfiillt. Neben der Anfangsbedingung

©) Up,0)=f(») fir yelI=(0,1)

ist im einfachsten Fall am linken Rand

) U,0,7)=0 fir 7>0

vorgeschrieben. Léngs des freien Randes y=s(z) muss einerseits U verschwinden
) U(s(x),7)=0 fiir 7>0,

andererseits ist die Funktion s(r) durch die zuséitzliche Bedingung

©6) s;+U,(s(z),7) =0 fiir t>0
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an die Loésung U gekoppelt. Das Schmelzen bzw. Gefrieren eines Eisblocks ist
eine der physikalischen Interpretationen.

Freie Randwertprobleme haben in den vergangenen Jahren zunehmendes Interesse
gefunden. Der Zusammenhang mit Variationsungleichungen wirkte als zusétzlicher
Stimulus. Wir verweisen auf den Ubersichsartikel von Magenes [1976], in dem
auch der Zusammenhang mit weiteren freien Randwertproblemen dargestellt ist.
Hinsichtlich numerischer Methoden zur Approximation der Lésung des Stefan-
Problems sei auf die Literatur-Hinweise in Nitsche [1978] verwiesen.

In der letztgenannten Arbeit wurde eine Finite-Element-Methode vorgeschlagen,
welche fiir ,,regulire Losungen optimale Konvergenz sicherstellt, d.h. ist die Lésung
hinreichend reguldr, so ist die sich ergebende Konvergenz-Ordnung optimal. Bei
dem hier betrachteten Problem ist die Regularitdt der Losung nur abhingig von
der Regularitit der Anfangswerte einerseits und dem Erfiilltsein von Kompatibilitéts-
bedingungen bei y=0 und y=1 andererseits. In aunfsteigender Folge handelt es
sich um die Bedingungen (i) f(1)=0, (ii) F’(0)=0, (i) f“(1)=s"21) usw.

Selbst bei linearen parabolischen Problemen mit festen Réndern erfordert die
Analyse der Konvergenz von Galerkin—Verfahren bei reduzierter Regularitit der
Anfangswerte und/oder nichterfiilllten XKompatibilitdtsbedingungen besondere
Methoden. Wir verweisen auf die Arbeiten Babuska—Fix [1972], Bramble et al.
[1977], Helfrich [1974], Thomee [1974]. Es ergibt sich, daB fiir positive 7-Werte auch
dann optimale Konvergenz vorliegt; die auftretenden Koeffizienten divergieren
jedoch gegen unendlich bei 7-0.

Gegenstand dieser Note ist ein erster Schritt in der Herleitung derartiger Aus-
sagen fiir das Stefan-Problem. Da sich dieses auch als nicht-lineares Problem mit
festem Rand auflassen ldsst — siehe 41 — ist damit auch eine Méglichkeit zur
,lokalen“ Konvergenz — Analyse von Galerkin-Verfahren nicht-linearer para-
bolischer Aufgaben aunfgezeigt.

1. Schwache Formulierung des Stefan-Problems, Finite-Element-Methode. Durch die
Transformation

M x = s71(z)y
wird das Stefan-Problem in ein solches fiir das Gebiet
(8) Q={(x»1)]0<x<1/\7>0}s

d.h. mit festem Rand, iibergefiihrt. Wird zusétzlich anstelle von 7 die neue Variable
t gemass
® dr/dt = s*(z), ©(0) =0

eingefithrt — vgl. Friedman [1976] — so geniigt die Funktion u(x, #)=U(y, 1)
der Differentialgleichung
(10) Uy — Uy, = XU, (1, 1)u, in Q
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und den weiteren Bedingungen
u,(0,0)=0
(11) u(l,H)=0
ulx,0) =f(x) fir x€lrL

fir =0,

Der freie Rand ergibt sich aus

(12) dsjdt =—u,(1,¢)s mit s@) =1,

Die Funktion v=u, liegt im Raum

(13) H, = {wlwec H,(I) Aw(0) = 0}.

Eine ,,schwache‘ Charakterisierung von » ist gegeben durch das

Problem P,. Gesuchtist v mit v(-,#)€H, derart, dass
14 ®, w)+ @', w) =v()(xv,w’) fiir weH, und >0

erfiillt ist zusammen mit der Anfangsbedingung
15) v(+,0)=g:=1".

Durch einen Punkt bzw. Strich ist dabei die Differentiation nach ¢ bzw. x ange-
zeigt; (-, +) ist das L,(J/)-Skalarprodukt mit der Norm | «|. Weilerhin ist zur
Abkiirzung v(1)=v(l,¢) beniitzt.

Die Finite-Element-Methode zu P, bietet sich an: Es sei S, ein Teilraum
von H;, wir denken etwa an Splines mit verschwindenden Werten bei x=0. Die
Néherung v,=v,(-, t)€S, wird durch (14) fesigelegt, wobei jetzL w nur den Teil-
raum S, durchlduft. Hinzu kommi die Anfangsbedingung

(16) u(+,0) =g,

mit einer geeigneten Approximation g,€S, an g.

2. A priori Abschiitzungen. Gemiiss unserer Zielsetzung wollen wir den Fall einer
reduzierten Regularitdt diskutieren. Demgeméss machen wir iiber g=f’ (15) nur
die Voraussetzung

an geLy ().

Als Approximation g, (16) wihlen wir die L,-Projektion g,=P,g€ S, definiert
durch

(18) (gha x) = (g9 X) fiir XESy-
Es 14sst sich zeigen
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SA1z 1. Es existiert ein nur von |g|| abhdngiges T=0, so dass v und v, samt
allen Ableitungen nach t fiir t€(0, T in Ly(I) liegen. Dabei gilt:

(19) . PP+l < o,
(20) [ {0k o]2+ |k vy 2} dt < c.

0
Hier wie spditer gibt ¢ Konstanten an, die nur von | g|| abhdngen.
Wir benotigen spiter Konvergenzeigenschaften der L,-Projektion. Aus (19), (20)

und der Tatsache, daB bis auf Terme niederer Ordnung die Ableitungen dfv und
0%y einander entsprechen, ergibt sich unmitielbar fiir den Fehler e=¢,=v—P,v

@n le]2 < ¢ Min {h¥*2*|0 < k < 1},
T
(22) [#lel2dt < ch®+? fir 0<k<r—1.
0

Hierbei ist unterstellt, daB S, ein Spline-Raum der Ordnung r ist (stiickweise
Polynome vom Grade <r).

In der Supremums-Norm |-| ergibt sich wegen der a priori Abschitzung |w|*<
2lw|l ||w’|| fiir weH, speziell

(23) [0]2+ |vy]2 < et~/

3. Fehleranalyse. Der Fehler e=¢, =v— v, geniigt der Beziehung
(24) G0+ 1) =vM)(xe, ) +e()(xvy,7) fiir xES,.
Die Aufspaltung
(25) e=W—P,0)—(v,—P,v) =e—
liefert fiir den Korrektur-Term &€ S, die definierende Relation
(26) (@, 0+a(@,x) =ale,y) fir x€S,
wobei die Bilinearform a(-, -) durch
(04)) a(w, z) .= (W', z’)—v(1) (xw, z')—w(1) (xv;, 2)

erkléirt ist. Die Wahl y=¢ fihri auf die Abschitzung

d , e g
(28) =7 Q121D+ 21¥)12 < e[| D)2 +ce{]e’)*+ 122 e}
Der Term || @||2 rechis 148t sich eliminieren. Dazu fithren wir die durch
—w'=& in I
(29)
w@ =w()=0

festgelegte Funktion w=w(-,?)€H; und die Ritz-Approximation @=R,w¢S,
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ein, Es ergibt sich
(30) 121 = (@, —w") = (2, w) = (2, ¢")

= a(®, p)+v(1) (xP, ¢")+ S (1) (xvy, ¢*)
und damit weiter

@3N 122 =—(, ) +ale, 9)+o(1)(x®, ¢')+B (1) (xvy, ¢°).
Wesentlich ist die Umformung des ersten Gliedes rechts:
(32) —(®, 9) = (W", ¢") =—(V, ¢")

ron_ 1
==@,0)=-5—=l¢
Unter Heranziehung des Gronwallschen Lemma folgt aus (28) in Verbindung
mit (30) nach einigen Umformungen der
SATZ 2. Zu o mit a<1 existieren Konstante x,y und c nur abhdngig von o und
llgll derart, dass gilt
d - ’ ’
(33) =7 IR +2e™ "7} {1 )12+ | 2]}
< ceo{lle|2 -+ e %)
Unter Ausniitzen der Abschidtzungen fiir ¢ aus 42 ldsst sich folgern.

SATZ 3. Der Fehler e=v—v, der Finite-Element-Methode fiir das Problem
P, geniigt fiir a<1 der Abschitzung
34 lell < c h*t=22 fiir te(0,T].

Von natiirlichem Interesse ist die Approximation an den freien Rand. Indem
— vgl. (12) — die Néherung s, durch
(35) sh = _vh(I) ')Sln sh(o) =1
definiert wird, ergibt sich der

SATz 4. Der Fehler s—s, fiir den freien Rand ist bei a<1 durch

(36) |s—sy] < ch* fir O0<t<T
beschrinkt.

Die Approximation U,(y,7) an die Lésung U des Stefan-Problems ergibt sich
durch Integration von v, beziiglich x und Riickiransformation (x,#)—(y, )
vermdge y=uxs,(,(7)), wobei #,(r) die Umkehrfunktion von =,(f) definiert
durch — siehe (9) —

(37) 'th = Sﬁ, Th (0) =0

ist. Die Abweichung U—U, in der L,-Norm ist wieder von der Ordnung A% ~V2,
wobei in einer A*-Umgebung des freien Randes U bzw. U, geeignet zu extrapo-
lieren ist.
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