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Joachim A. Nitsche (1926-1996)

H. Amann, Ziirich, H.-P. Helfrich, Bonn, R. Scholz, Freiburg (Brsg.)

Nach schwerer Krankheit, die ihn fiir die letzten fiinf Jahre seines Lebens an
den Rollstuhl fesselte, verstarb Joachim A. Nitsche am 12. Januar 1996 in seinem
Haus in Freiburg.

1 Lebenslauf

Joachim Nitsche wurde am 2. September 1926 in Nossen/Sachsen geboren,
wo seine Eltern als Gymnasiallehrer fiir Mathematik und Physik titig waren. Mit
sicbzehn Jahren wurde er zur Wehrmacht einberufen und erlebte dann das Kriegs-
ende in Gefangenschaft. Im Jahre 1946 machte er in Bischofswerda das Abitur und
immatrikulierte sich im Sommersemester 1947 fiir das Studium der Mathematik an
der Universitiit Gottingen. Nach nur sechs Semestern erwarb er das Diplom. Fiir die
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unter Anleitung von F. Rellich abgefaBte Diplomarbeit wurde ihm eine Auszeich-
nung verliehen.

In Géttingen erhielt er eine erste Einfithrung in die Differentialgeometrie
durch eine Vorlesung von W. Haak, welche dieser im Rahmen einer Gastprofessur
gab. Angezogen von diesem Gebiet folgte er nach seinem Diplom Haak an die Tech-
nische Hochschule Berlin-Charlottenburg, die spitere TU Berlin. Bereits 1951 wurde
er zum Dr. rer. nat. promoviert aufgrund der von ihm vorgelegten Arbeit ,,Integral-
relationen fiir Systeme quasilinearer Differentialgleichungen 1. Ordnung vom ellipti-
schen Typus in zwei Variablen mit einer Anwendung auf die Einbettung von Fliachen
bei gegebenem Linienelement positiver Kriimmung®, fiir die ihm wieder eine Aus-
zeichnung verliehen wurde.

Einbettungs- und Starrheitssitze, sowie damit zusammenhén gende Probleme
aus dem Bereich der partiellen Differentialgleichungen, definierten wihrend der
nichsten sechs bis sieben Jahre das Hauptarbeitsgebiet von J. Nitsche. Nach der
Promotion wechselte er auf eine Assistentenstelle an der Freien Universitét Berlin.
Dort wurde ihm 1953 fiir seine Habilitationsschrift ,,Randwertprobleme fiir die Ein-
bettung und Verbiegung positiv gekriimmter berandeter Fléchenstiicke* die Venia
Legendi verliehen. Diese Arbeit entstand unter dem Einflul} von W. Blaschke, den er
als seinen ,,inoffiziellen” Lehrer und Betreuer ansah, wihrend sein ,,formeller* Be-
treuer F.W. Levi war.

Im Jahr 1952 verheiratete sich Joachim Nitsche mit Gisela Lange. Aus der
Ehe gingen drei Kinder hervor.

Von 1955 bis 1957 hatte Nitsche eine Diitendozentur an der Freien Univer-
sitit inne, die er dann zugunsten einer Tétigkeit bei IBM in Boblingen aufgab. Dort
wurde er mit Fragestellungen der Angewandten Mathematik vertraut, insbesondere
mit Problemen, die sich beim Einsatz moderner Rechenanlagen zur praktischen Lo-
sung konkreter Aufgaben ergeben. Dies fithrte zu einer weitgehenden Neuorientie-
rung seiner wissenschaftlichen Interessen. Von nun an bildeten theoretische Unter-
suchungen zur Numerischen Mathematik sein Hauptforschungsgebiet. Hierbei ver-
band er seine alte Liebe zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit dem
neuen Aspekt der effektiven numerischen Bestimmung von Losungen solcher Glei-
chungen. Mit seinen Arbeiten {iber die Methode der finiten Elemente, die in den
folgenden Jahren entstanden, eroberte er sich einen Platz in der ersten Reihe der
Angewandten Mathematiker.

Von Boblingen wurde J. Nitsche 1958 durch H. Gortler aufeine apl. Professur
an die Universitit Freiburg geholt. Dort erreichte ihn 1962 ein Ruf auf die Lehrkanzel
,Moderne Rechentechnik® an der Technischen Universitit Wien. Der Universitit
Freiburg gelang es jedoch, ihn zu halten, indem sie ihn im selben Jahr auf einen Lehr-
stuhl fiir Angewandte Mathematik berief. Nitsche blieb Freiburg bis zu seiner Eme-
ritierung im Jahr 1991 treu, auch als das Land Nordrhein-Westfalen ihm 1975 eine
Stelle als Leiter des Instituts fiir Mathematik bei der Gesellschaft fiir Mathematik und
Datenverarbeitung in Verbindung mit einem Lehrstuhl an der Universitit Bonn of-
ferierte.

Wie bereits erwihnt, bildeten wihrend der Freiburger Zeit Fragestellungen
aus dem Bereich der Numerischen Mathematik das Hauptarbeitsgebiet J. Nitsches.
Neben Approximationsaussagen im Bereich der Spline-Funktionen widmete er sich
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eingehend der Theorie der finiten Elemente zur Losung elliptischer und parabolischer
Differentialgleichungen. Auf diesem Gebiet gehorte er zu den weltweit fithrenden
Forschern. Er hatte engen Kontakt zu zahlreichen Fachkollegen und war héufig ein-
geladener Redner auf einschlagigen Kongressen. International sehr beachtet wurden
die beiden von ihm 1977 und 1980 am Mathematischen Forschungsinstitut Oberwol-
fach veranstalteten Tagungen iber finite Elemente.

Joachim Nitsche war ein engagierter Lehrer. Neben Anfingervorlesungen
iiber Analysis und Lineare Algebra, sowie den Standardvorlesungen iiber Numeri-
sche Mathematik, bot er immer wieder Spezialvorlesungen und Seminare iiber Ge-
genstiinde der aktuellen Forschungan, welche die Horer zu eigener wissenschaftlicher
Tatigkeit anregten. In den ersten Freiburger Jahren gehdrten auch Kurse iiber Spiel-
theorie und Unternehmensforschung zu seinem Vorlesungsrepertoire.

7Zusitzlich zu den iiblichen Titigkeiten in der akademischen Selbstverwaltung
_inden Jahren 1971 und 1972 bekleidete er das Amt des Dekans der Mathematischen
Fakultit — iibernahm er auch Aufgaben im Bereich der wissenschaftlichen Selbstver-
waltung. So war er Mitherausgeber der Zeitschriften ,,Numerical Functional Analy-
sis and Optimization®, ,,Japan Journal of Applied Mathematics“ und ,,RAIRO —
Analyse Numérique®, sowie der Reihe ,,Pitman Research Notes in Mathematics*
und der im selben Verlag erscheinenden Buchreihe ,,Monographs and Studies in Ma-
thematics*.

2 Das wissenschaftliche Werk

Wie bereits oben festgestellt, konnen die Publikationen Joachim Nitsches im
Waesentlichen in zwei Kategorien eingeteilt werden: in Arbeiten rein analytischer Na-
tur und in theoretische Untersuchungen von Fragestellungen, welche die Numerische
Mathematik betreffen. Dariiber hinaus gibt es vereinzelte Beitrige zur Spieltheorie
(122]) und zu Optimierungsfragen ([14, 21]).

2.a Die analytischen Arbeiten

Die Mehrzahl der analytischen Arbeiten entstand in der Berliner Zeit und
behandelt Fragen der Flichenverbiegung und damit zusammenhéngende Aufgaben
aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ([(1-13, 16, 19)), wobei einige
der spiteren Arbeiten aus dieser Zeit gemeinsam mit dem Bruder J ohannes
C.C. Nitsche abgefaBt sind.

Berandete Flichenstiicke mit vorgegebener Metrik lassen isometrische De-
formationen zu. Nitsche untersucht die Frage, durch welche Eigenschaften sich die
verschiedenen Verbiegungen unterscheiden, bzw. wie sich die moglichen Einbettun-
gen realisieren lassen. Die Bestimmung von Biegeflichen ist dquivalent zum Auffin-
den von Lsungen der GauB-Codazzi Gleichungen, welche er durch geeignete Elimi-
nation in ein quasilineares System zweier partieller Differentialgleichungen in zwei
Variablen {iberfithrt. Dieses System ist elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch, je
nachdem ob die GauBsche Kriimmung der Fliiche positiv, null oder negativ ist. Nit-
sche studiert vor allem den Fall positiver Kriimmung. Er leitet Integralrelationen her,
welchen die Losungen des Problems geniigen miissen, und die geometrische GroBen,
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wie z.B. die Kriimmung der Randkurve, enthalten. Dann zeigt er, daB einfach zusam-
menhingende Flichenstiicke mit vorgegebener Metrik durch die Kriimmung der
Randkurve eindeutig bestimmt sind. Durch geschickte Transformationen kann er
das zugehorige quasilineare elliptische System auf ein semilineares in Normalform
reduzieren, das dann mittels Iteration geldst wird. Auf diese Weise gewinnt er unter
geeigneten Kleinheitsbedingungen auch Existenzsitze.

In [8] zeigt er, daB im Fall sweifach zusammenhingender Flichenstiicke die
Eindeutigkeit nicht mehr gewiéhrleistet sein muB. Im Fall der isometrischen Verbie-
gung einer Kugelzone kann er mittels Bifurkationsmethoden nachweisen, dafl die
dem Problem zugeordnete Integrodifferentialgleichung in der Nachbarschaft der un-
verbogenen Kugelzone unter gewissen geometrischen Bedingungen genau zwei Lo-
sungen besitzt.

Wiihrend seiner Freiburger Jahre hat Joachim Nitsche noch zwei rein analy-
tische Arbeiten publiziert. In [66] gibt er einen einfachen und eleganten Beweis fiir die
sweite Kornsche Ungleichung. Hierbei handelt es sich um eine Koerzivitits-
ungleichung fiir den Dehnungstensor der linearen Elastizititstheorie, wobei keinerlei
Randbedingungen auferlegt werden. Durch eine elementare Spiegelungsmethode
fiihrt er die allgemeine Situation auf den Fall Dirichletscher Nullrandbedingungen
zuriick.

Auch in seiner letzten analytischen Publikation [73] ist es sein Anliegen, ele-
mentare Beweise fiir bekannte Regularititsaussagen zu geben.

2.b Arbeiten zur Numerik

Die ersten Arbeiten [15, 20] von Joachim Nitsche zur Numerik sind wohl im
Zusammenhang mit seiner Tétigkeit bei IBM in Boblingen zu sehen und behandeln
Fehlerabschiitzungen zu Eigenwertproblemen bei Matrizen.

Etwa zur gleichen Zeit verfaBte er mit Johannes C.C. Nitscheeinen Artikel [17]
zu Konvergenzabschitzungen fiir Differenzenverfahren bei partiellen Differential-
gleichungen vom elliptischen Typ in zwei Raumdimensionen. Die Differenzenlésung
zur Maschenweite h wird durch geeignete trigonometrische Interpolation auf einen
Teilraum der Dimension n = O(h?) fortgesetzt. Mit Hilfe von Einbettungssitzen fir
Sobolevriume mit gebrochenem Index kann unter sehr schwachen Voraussetzungen
an die Koeffizientenfunktionen Konvergenz in der Maximumnorm gezeigt werden.
Fiir die rechte Seite f wird dabei nur Quadratintegrierbarkeit vorausgesetzt. Dies
bedingt, daB zur Diskretisierung die Funktionswerte durch Integralmitielwerte er-
setzt werden miissen. Die numerische Berechnung der Integrale wird in [18] diskutiert.

Einige Jahre spiter kommt Joachim Nitsche auf diesen Fragenkreis unter
dem neuen Gesichtspunkt zuriick, die Konvergenzordnung im Zusammenhang mit
Regularitdt und Approximierbarkeit der Losungen der Differentialgleichungen zu
sehen. Insbesondere ist die Frage nach quasi-optimalen Fehlerabschitzungen eines
der zentralen Themen in seinen Arbeiten der nichsten Jahre. Fehlerabschdtzungen
fiir eine Folge 1, von numerischen Losungen in Teilriumen der Dimension # haben im
allgemeinen die Form [, — u|| < ¢l f|| fiir lineare Gleichungen Au = f. Der n-di-
mensionale Durchmesser d, der Menge {u | ||4u|| < 1} ist eine untere Schranke fuir
die Fehlerfaktoren ¢,. Ein Verfahren heiBit quasi-optimal, wenn ¢, = 0(d,) gilt.
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Joachim Nitsche [25, 26, 32] kann das frihere Ergebnis [17] fur die Fehler-
ordnung von O(k/%) auf O(h?) verbessern und zeigen, daB diese Abschitzung beziig-
lich der L,-Norm quasi-optimal ist, wenn iiber die rechte Seite nur f € L, vorausge-
setzt wird.

Nach den Differenzenverfahren geht Joachim Nitsche in [24, 28, 30, 31] dazu
iiber, das Problem der Quasi-Optimalitit fiir projektive Verfahren (Ritz-, Galerkin-
und Fehlerquadratmethode) zunéchst fiir den abstrakten Fall eines selbstadjungier-
ten Operators A4 im Hilbertraum zu behandeln. Neben der Optimalitédt geht es um
Fragen der Stabilitat, der Defektkonvergenz und des Vergleichs der verschiedenen
Methoden. In diesem Zusammenhang entsteht auch die ebenso beriihmte wie kurze
Arbeit [27], in der in abstrakter Weise gezeigt wird, da3 die Quasi-Optimalitét der
Ritz-Methode in der Energienorm auch diejenige in der urspriinglichen Norm impli-
ziert. Diese Beweistechnik wird spiter als Nitsche- Trick bezeichnet. Fiir finite Ele-
mente folgt hiermit, dafl Konvergenz in der L,-Norm um eine h-Potenz besser istalsin
der H'-Norm. J. Nitsche kann in [40] zeigen, daB Quasi-Optimalitit in der Ly-Norm
diese auch in stirkeren Normen impliziert, falls die Teilriume geeigneten inversen
Abschitzungen geniigen, wie sie aus der klassischen Approximationstheorie fiir tri-
gonometrische Funktionen bekannt sind.

In diese Zeit fallen auch einige Untersuchungen iiber die Frage, wie die Ap-
proximationsgiite von Splinefunktionen [33, 35, 36, 37] mit der Regularitdt der zu
approximierenden Funktionen zusammenhingt sowie eine Arbeit [38] zur Konver-
genz des Galerkinverfahrens bei nichtlinearen Gleichungen.

Uber weitere Arbeiten zu Splinefunktionen [29, 34] gelangt J. Nitsche zu sei-
nem Hauptarbeitsgebiet der ndchsten zwanzig Jahre, nimlich zu seinen Untersuchun-
gen von Konvergenzeigenschaften finiter Elemente, durch die er international be-
rithmt wird. In [39] findet sich erstmals der Beweis, daB fiir lineare elliptische Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung der Fehler von der GréBenordnung O(h?) in der
L,-Norm und O(h) in der Lo.-Norm ist. Diese Lo.-Abschiitzung wird unter Verwen-
dung von inversen Abschidtzungen aus der L,-Abschitzung hergeleitet. Alle Abschit-
zungen erweisen sich unter der Vorausetzung, daB die rechte Seite in L, liegt, als
quasi-optimal.

Die anschlieBenden Arbeiten sind der Frage gewidmet, wie Randbedingun-
gen bei projektiven Verfahren zu beriicksichtigen sind, wenn die Ansatzriume diesen
Bedingungen nicht geniigen. Durch Einbeziehung der Randbedingungen in den Va-
riationsansatz und geschickte Wahl von gewichteten Randintegralen kann J. Nitsche
in [41] zeigen, daB die Konvergenzordnung O(h?) fiir lineare Splines erhalten bleibt.
Erweiterungen dieser Untersuchungen finden sich in [42, 44, 47] und in einer mit
J H. Bramble verfaBten Arbeit iiber die Fehlerquadratmethode [42]. In einer spiteren
Arbeit [57] greift Nitsche die Behandlung der Randbedingungen, diesmal fiir das
Plattenproblem, wieder auf.

Zusammen mit A.H. Schatz, und spater mit J.H. Bramble, behandelterin [43,
45, 46] dann die Frage, ob lokal bessere Regularititseigenschaften der Losung auch
lokal bessere Konvergenzeigenschaften bedingen. Es zeigt sich, daB die Situation bei
finiten Elementen im allgemeinen giinstiger als im klassischen Fall der Fourierappro-
ximation ist, bei der eine Singularitit EinfluB auf das globale Konvergenzverhalten
hat. Lokal hohere Regularitit bedingt bei elliptischen und parabolischen Differen-
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tialgleichungen, wie J. Nitsche [64] spater zeigt, ein lokal besseres Approximations-
verhalten.

Anders sieht die Situation bei Differentialgleichungen mit Singularititen in
den Koeffizientenfunktionen oder in Gebieten mit Ecken aus. In [48, 55] kann er
zeigen, daB in solchen Fillen auch das globale Konvergenzverhalten verschlechtert
wird. Fiir nichtlineare Probleme werden solche Untersuchungen in [71] durchgefiihrt.

Etwas spéter wendet sich Joachim Nitsche L..-Abschitzungen fiir paraboli-
sche Gleichungen [58,70] zu. Einen breiteren Raum nehmen dabei zeitabhéngige Pro-
bleme fir freie Rinder, wie sie beim Stefan-Problem auftreten, ein. Fehlerabschit-
zungen fiir den ein- und den zweidimensionalen Fall [60, 61, 62, 63, 65, 67, 69, 72]
werden durch Transformation auf den Fall fester Rénder zuriickgefiihrt, wonach
dann eine nichtlineare parabolische Differentialgleichung zu behandeln ist. Auch hier
treten Singularititen auf, deren Auswirkungen auf das Konvergenzverhalten sorgfél-
tig analysiert werden,

2.¢c L..-Abschitzungen

Ein Schwerpunkt der Forschung von Joachim Nitsche im Bereich der Finite-
Elemente-Methoden sind Konvergenzuntersuchungen in L,.-Normen.

Projektionsverfahren, wie die Methode von Ritz fiir elliptische Randwert-
probleme oder das Galerkin-Verfahren fiir parabolische Anfangs-Randwertpro-
bleme, sind im Rahmen der Theorie partieller Differentialgleichungen in natiirlicher
Weise mittels L,-Normen formuliert. Aus diesem Grund ergeben sich Konvergenz-
aussagen zunéchst in den entsprechenden L;-Normen, wihrend das Konvergenz-
verhalten in L,-Normen, speziell in der L..-Norm, gesondert untersucht werden
mubB.

Bis in die Mitte der siebziger Jahre wurde die Konvergenz finiter Elemente in
mehreren Raumdimensionen hauptsichlich in der Lo- und in den H*-Normen unter-
sucht. Abgesehen von dem vergleichsweise einfachen eindimensionalen Fall werden
Loo-Abschitzungen durch Anwendung von Einbettungssitzen und inversen Ab-
schitzungen fiir die Ansatzriume gewonnen. Wie bereits erwiihnt, liefern diese Me-
thoden quasi-optimale Abschitzungen fiir den Fall, daB die rechte Seite in L; bzw. die
Losung in H? liegt. Die mit J.H. Bramble und A H. Schatz abgefaBte Arbeit [30] tiber
Linnere” Lo,-Abschiitzungen lieferte erste Ansitze fiir die Behandlung des Falles, daf3
die Lésung im Raum W2 liegt. Die Frage nach optimalen Abschétzungen in der Loc-
Norm unter dieser Voraussetzung galt als sehr schwierig und spornte zu jenem Zeit-
punkt viele Mathematiker an.

Um quasi-optimale Konvergenzordnungen zu beweisen, haben sich, zumin-
dest fiir elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung, etwa zeitgleich zwei Metho-
den herausgeschilt: die der Regularisierung der Greenschen Funktion und das Ver-
fahren der gewichteten Lp-Normen. Die letztere Methode wird von Nitsche ausge-
baut, verfeinert und auf andere Fragestellungen iibertragen.

In einer Reihe von Arbeiten werden zunidchst Konvergenzaussagen fiir die
Ritz-Niherung der Losung der Laplace-Gleichung bewiesen. In [49] wird gezeigt, daBl
fiir finite Elemente der Ordnung r > 3 die asymptotische Konvergenz der Ritz-Néhe-
rung quasi-optimal ist. Der Falllinearer finiter Elemente ist schwieriger zu behandeln.
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In [52] beweist Nitsche, daB fiir r = 2, bis aufeinen logarithmischen Faktor, ebenfalls
Quasi-Optimalitit gilt, und leitet eine entsprechende Abschiitzung fiir Variationsun-
gleichungen her. In [56] wird das Ergebnis fiir die Laplace-Gleichung dahingehend
verbessert, daB in der Fehlerabschitzung die L,-Normen der zweiten Ableitungen
aﬂmﬁ%usm durch die L,,-Norm der rechten Seite der Differentialgleichung ersetzt
wird.

Diese Abschitzungen waren technisch so aufwendig, dafB Ciarlet fiir sein
Buch iiber Finite Elemente Nitsche um eine vereinfachte Version bat, die dort nie-
dergeschrieben ist.

In[51] werden Fehlerabschitzungen fiir die Elastizititsgleichungen bewiesen,
und in [54] werden die Ergebnisse fiir das lineare clliptische Problem zweiter Ordnung
auf nichtlineare elliptische Randwer tprobleme in Divergenzform ibertragen.
SchlieBlich zeigt Nitsche in [68], daB aus seinen Resultaten folgt, daB der Ritz-Opera-
tor (bis auf einen logarithmischen Term im Falle linearer finiter Elemente) in der Lo-
Norm und in Holder- bzw. Lipschitz-Normen beschrankt ist, ein Resultat, das teil-
weise zuvor mit anderen Methoden bewies en worden war.

In[58, 59] und in der gemeinsam mit mit M.F. Wheeler abgefafiten Arbeit [70]
widmet sich Nitsche der Frage asymptotischer Fehlerabschitzungen in der Lo (Loo)-
Norm (d.h. in der Supremumsnorm bzgl. der Zeit und des Raums) fiir die Galerkin-
Approximationen der Losungen linearer parabolischer Anfangs-Randwertpro-
bleme. Hierbei werden die Methoden der gewichteten Ly-Normen geeignet {ibertra-
gen. SchlieBlich behandelt er in einigen Arbeiten das Stefan-Problem in einer Raum-
dimension und beweist u.a. in [60] auch L.-Abschitzungen fiir die Galerkin-Néhe-
rung der Losung dieses Problems.

In [74] diskutiert er die Anwendung von Methoden der finiten Elemente auf
singulire Integraloperatoren, wie sie in der Theorie der konformen Abbildungen
auftreten. Solche Gleichungen passen nicht in die gingige Theorie der finiten Elemen-
te, da weder Ungleichungen vom Gardingschen Typ noch die iiblichen Shifttheoreme
fiir partielle Differentialgleichungen gelten. Nitsche zeigt auf, wie diese Gleichungen
mit der abstrakten Theorie der finiten Elemente behandelt werden konnen. Mittels
des Verfahrens der gewichteten Normen beweist er, daBd der Galerkin-Operator inder
L..-Norm beschriinkt ist, und iibertriigt dieses Ergebnis mit Mcthoden von Arbeit
[40] auf Holder-Normen.
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Schiff, J. L., Normal Families (Universitext), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1993,
236 S., softcover, DM 58,-

Sometimes we mathematicians are linguistically creative (cf. the clever terminol-
ogy “amenable” group and “ Anschmiegungssatz”), but more often we’re lazy. How many
“regular” and “normal” things do you know of in the mathematical universe? The subject
of this book dates from the early part of this century, from the important work of the
long-lived Paul Montel (1876-1975); the book is dedicated to him and contains a wonder-
ful photo of him. The concept of compactness, especially in an abstract environment, had
not yet evolved. After it did, the concept of normal family was recognized (by A. Ostrow-
ski) to be just an instance of compactness, but is was too late to legislate a world-wide
change in terminology. [Maybe someday these sets will be shown to predominate in the
sense of measure or Baire category, and thereby earn their designation “normal”.] Any-
way, here is the definition. One considers meromorphic functions as maps of open subsets
2 of ©into €, the (Riemann) sphere equipped with its euclidean (= chordal) metric. De-
note this set M(£2). It is a C-algebra (after the usual precautions regarding algebraic op-
erations on oc). Adjoin to it the constant function co and give this set M, (f2) the topol-
ogy of local uniform convergence (= uniform convergence on each compact subset of {2).
[t is easy to construct a complete metric p that generates this topology. [Since p <2, there
is no meaningful boundedness concept with respect to p: boundedness for C-valued func-
tions always means boundedness in €.] A normal family is simply a pre-compact subset
Fof M, (), that is, a subset & whose closure is compact. When we deal with 2 C € and
the smaller class H(£2) of holomorphic functions, the definition assumes the traditional
form: Every sequence in .% contains a subsequence { f,} such that either f, converges lo-
cally uniformly to an f€ H(£2) or | £ 1 — 4+ 00 locally uniformly. If Fis equicontinuous
on each compact K C 2 (meaning that for each £>0, one § = 68() works for all f€5),
then normality is assured if we can find a subsequence { f,} which converges on a counta-
ble dense subset of {2, and that can usually be accomplished with a diagonal argument.
This idea had been used earlier by G. Ascoli and C. Arzela in providing a compactness
criterion in C[0, 1]. In turn, Cauchy’s integral formula shows easily that & C H(§2) is
equicontinuous on a compact set if it is bounded on a neighborhood of that set. And con-
versely, equicontinuity on a compact set K together with boundedness of the orbit
Fk) = {f(k):f€ F} of at least one point k € K implies boundedness of & on K. The
appropriate boundedness condition equivalent to normality for a family FCM({2)is
that the set {f*:f€.%} of spherical derivatives FE= 1 L1+ 1 f17) be locally
bounded. But as a sufficient condition, boundedness can be dramatically weakened. Var-
jous avatars of the following 1912 theorem of Montel’s are called by the author the Fun-
damental Normality Test (FNT): & C H({2) is normal if there exist two distinct complex
numbers a, b which each function in F “omits”, that is, all orbits lie in @© \ {a, b}. Initi-
ally this was reduced to the local boundedness condition by a covering-space argument,
the disk ID covering © \ {0, 1} under a modular function; the same modular function
that E. Picard had earlier used to prove his great theorem. For meromorphic functions
with oo an allowed value the corresponding hypothesis is the omission of three values.
Altogether the author gives five proofs of this seminal theorem, from five different points
of view. The search for an elementary proof of Picard’s theorem culminated in F. Schott-
ky's theorem, which provides universal constants ¢ (a, r)<-+oo such that

| f(z)) €cla, r) whenever f€ H(ID), f(ID)Cc €\ {0, 1}, f(0)=a and |z| <r<1. Inthe
same way that it simplifies Picard, this theorem trivialized the proof of Montel’s FNT,



