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Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik
und Aerodynamik

Die Grenzschichttheorie gilt als eine der gré3ten wissenschaftlichen Leistungen
Ludwig Prandtls. Seine 1904 auf dem III. Internationalen Mathematiker-Kongress
in Heidelberg vorgetragene Arbeit ,,Uber Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner
Reibung® kam damals einem wissenschaftlichen Paukenschlag gleich. Das damals
revolutionidre Konzept der Aufteilung derartiger Strémungen in eine dinne,
wandnahe Reibungsschicht und eine potentialtheoretisch erfassbare reibungsfreie
AuBlenstrémung fithrte die bis dahin eher theoretisch ausgerichtete Hydrodynamik
der idealen Fliissigkeit und die empirisch-praktisch ausgerichtete Ingenieurhydrau-
lik auf zwanglose Weise zusammen und erméglichte dadurch ein fundamentales
Verstindnis der Strémungsphysik bei gro3en Reynoldszahlen.

Erst dieses grundlegende Verstindnis reibungsbehafteter Strémungen erlaubte in
der Folge die Entwicklung theoretischer Modelle fiir die Auftriebsentstehung,
auch wenn die Reibung selbst hierin gar nicht explizit auftritt. Die ab 1909 ent-
standene, ebenfalls als bahnbrechend zu bewertende Prandtlsche Tragfligeltheorie
(Theorie der tragenden Linie) reduziert in geradezu genialer Einfachheit den (ge-
raden) auftriebserzeugenden Fliigel auf einen tragenden Wirbelfaden und liefert



VI Vorwort

dadurch nicht nur die Auftriebsverteilung und den induzierten Widerstand des
Fligels, sondern beantwortet auch Optimierungsfragen, beispielsweise nach der
widerstandsglnstigsten Fliigelgeometrie. Mit seinen beiden 1918 und 1919 in den
Nachrichten der Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften erschienenen ,,Mittei-
lungen® zur Tragfliigeltheorie fasst Prandtl die Elemente dieser Theorie erstmals
vollstindig zusammen und legt damit den Grundstein fiir alle weiteren Arbeiten
auf diesem Gebiet.

Die an gleicher Stelle erschienene Arbeit ,,Schraubenpropeller mit geringstem
Energieverlust von Albert Betz stellt schlieBlich eine Ubertragung der Prandtl-
schen Tragfliigeltheorie auf den Propeller als System von umlaufenden Tragfli-
geln dar. In dhnlicher Weise wie Prandtl gelingt ihm dadurch die Beantwortung
der Frage nach der optimalen Schubverteilung tber die Propellerfliche und die
Ableitung von Integralgleichungen, die fiir einen beliebig geformten Propeller die
Berechnung von Schub und Drehmoment erlauben. Ludwig Prandtl gibt schlieB3-
lich in einem Zusatz zu dieser Arbeit Naherungsformeln hierfiir an und zeigt Er-
weiterungsmoglichkeiten fir die Betzsche Theorie auf.

Mit diesen vier Arbeiten wiesen Ludwig Prandtl und Albert Betz den Weg fur die
erfolgreiche theoretische Behandlung von Tragfliigel und Flugzeug und schufen
damit die Grundlagen der modernen Aerodynamik. Die in den Folgejahren einset-
zende stiirmische Entwicklung der Flugtechnik und ihre starke Ausstrahlung auf
verwandte Gebiete wie z.B. den Strémungsmaschinenbau wire ohne diese grund-
legenden Arbeiten schlicht undenkbar gewesen.

Gottingen, im Dezember 2010 Andreas Dillmann
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Vorwort.

Die hier neu abgedruckten vier Abhandlungen, auf die in der
neneren Fachliteratur vielfach Bezug genommen wird, waren bisher
fiir alle Benutzer, die nicht groBle wissenschaftliche Bibliotheken
in ihrer Ndhe haben, schwer zugiinglich. Von den Sammelbinden,
in denen sie sich befinden, ist auch ein Teil schon vergriffen. Wir
glauben deshalb den Wiinschen der Fachgenossen entgegenzukommen,
wenn wir diese Abhandlungen in einem mechanischen Neudruck be-
quemer zugiinglich machen. Dabei konnten verschiedene Druckfehler
berichtigt werden; auch ein in der II. Mitteilung der ,Tragfliigel-
theorie* vorgekommener Denkfehler konnte in einer besonderen
Zufiigung richtig gestellt werden. In einem Anhang ist eine Uber-
sicht iiber die neuere Literatur auf dem Gebiete der vier Abhand-
lungen wiedergegeben.

Gottingen, im Februar 1927.

L. Prandtl A. Betz.
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Uber Flussigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung.

Von

L. PraxpTL aus Hannover.

(Hierzu eine Figurentafel.)

In der klassischen Hydrodynamik wird vorwiegend die Bewegung
der reibungslosen Fliissigkeit behandelt. Von der resbenden Fliissigkeit
besitzt man die Differentialgleichung der Bewegung, deren Amsatz durch
physikalische Beobachtungen wohl bestétigt ist. An Losungen dieser
Differentialgleichung hat man auBer eindimensionalen Problemen, wie
sie u. a. von Lord Rayleigh*) gegeben wurden, nur solche, bei denen
die Trigheit der Fliissigkeit vernachldssigt ist, oder wenigstens keine
Rolle spielt. Das zwei- und dreidimensionale Problem mit Berilck-
sichtigung von Reibung wnd Trigheit harrt noch der Losung. Der
Grund hierfiir liegt wohl in den unangenehmen Eigenschaften der
Differentialgleichung. Diese lautet in Gibbsscher Vektorsymbolik**)

o (57 + v Vo) +V (V4 p) =V )

(v Geschwindigkeit, ¢ Dichte, V Kriftefunktion, p Druck, ¥ Reibungs-
konstante); dazu kommt noch die Kontinuitdtsgleichung: fiir inkom-
pressible Fliissigkeiten, die hier allein behandelt werden sollen, wird

einfach div v = 0.

Der Differentialgleichung ist leicht zu entnehmen, daB bei ge-
niigend langsamen und auch langsam verinderten Bewegungen der
Faktor von ¢ gegeniiber den andern Gliedern beliebig klein wird, so
daB hier mit geniigender Anndherung der EinfluB der Triigheit ver-
nachléissigt werden darf. Umgekehrt wird bei geniigend rascher Be-

*) Proceedings Lond. Math. Soc. 11 8. 57 = Papers I 8. 474 f.
*" @ o b skalares Produkt, @ >< b Vektorprodukt, v Hamiltonscher Diffe-

rentiator (V =1 aaa: +1 5% +t a_az;) )
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wegung das in v quadratische Glied v o Vo (Anderung der Geschwin-
digkeit infolge Ortswechsels) grof genug, um die Reibungswirkung k Vo
als ganz nebensiichlich erscheinen zu lassen. In den in der Technik
in Frage kommenden Fillen von Fliissigkeitsbewegungen trifft letzteres
fast immer zu. Es liegt also hier nahe, einfach die Gleichung der
reibungslosen Flilssigkeit zu benutzen. Man weiB indessen, daB die
bekannten Losungen dieser Gleichung meist sehr schlecht mit der Er-
fahrung iibereinstimmen; ich erinnere nur an die Dirichletsche Kugel,
die sich nach der Theorie widerstandslos bewegen soll.

Ich habe mir nun die Aufgabe gestellt, systematisch die Bewegungs-
gesetze einer Flissigkeit zu durchforschen, deren Reibung als sehr klein
angenommen wird. Die Reibung soll so klein sein, daf sie tiberall
vernachliissigt werden darf, wo nicht etwa groBe Geschwindigkeits-
unterschiede auftreten, oder eine akkumulierende Wirkung der Reibung
stattfindet. Dieser Plan hat sich als sehr fruchtbar erwiesen, indem
man einerseits auf mathematische Formulierungen kommt, die eine Be-
wiltigung der Probleme ermdglichen, andrerseits die Ubereinstimmung
mit der Beobachtung sehr befriedigend zu werden verspricht. Um
eines gleich hier zu erwihnen: wenn man, z. B. bei der stationiiren
Bewegung um eine Kugel herum, von der Bewegung mit Reibung zur
Grenze der Reibungslosigkeit tbergeht, so erhdlt man etwas ganz
anderes als die Dirichlet-Bewegung. Die Dirichlet-Bewegung ist
nur mehr ein Anfangszustand, der alsbald durch die Wirkung einer
nuch noch so kleinen Reibung gestdrt wird.

Ich gehe nun zu den Einzelfragen tiber. Die Kraft auf den Ein-
heitswiirfel, welche von der Reibung herrithrt, ist

K = £V, @)

bezeichnet man mit @ = 4 rot v den Wirbel, so ist nach einer be-
kannten vektor-analvtischen Umformung unter Beriicksichtigung, da8
dive = 0 ist: K =~—2krotw. Hieraus ergibt sich ohne weiteres, daB
fiir w0 = 0 auch K =0 wird, d. h. daB auch bei beliebig starker Rei-
bung die wirbelfreie Bewegung eine mégliche Bewegung darstellt; wenn
sie trotzdem sich in gewissen Fillen nicht erhilt, so liegt das daran,
daB sich vom Rande her wirbelnde Fliissigkeit in die wirbelfreie hinein-
schiebt.

Bei einer beliebigen periodischen oder zyklischen Bewegung kann
sich bei lingerer Dauer die Wirkung der Reibung, auch wenn sie sehr
klein ist, anhdufen.

Man muB dsher fir den Beharrungszustand verlangen, daB die
Arbeit von K, also das Linienintegral f K o ds lings jeder Stromlinie
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bei zyklischen Bewegungen fiir einen vollen Zyklus gleich Null wird;
bei nach dem Orte periodischen Stromungen hat man fiir die Periode:

fK0d8=(V2 + 1) — (Vi + 1)

Bei zweidimensionalen Bewegungen, bei denen eine Stromfunk-
tion y*) existiert, 1aBt sich hieraus mit Hilfe der Helmholtzschen
Wirbelgesetze eine allgemeine Aussage iiber die Verteilung des Wirbels
herleiten. Bei der ebenen Bewegung erhélt man*¥)

- dw — (Vs+p) — (Vi + 1),
P ’

¥ 2kfvoda

bei geschlossenen Stromlinien wird dies gleich Null; also ergibt sich
hier das einfache Resultat, daB innerhalb eines Gebietes von ge-
schlossenen Stromlinien der Wirbel einen konstanten Wert annimmt.

Bei axialsymmetrischen Bewegungen mit Strémung in Meridian-
ebenen wird fiir geschlossene Stromlinien der Wirbel proportional dem
Radius: % = c¢r; dies ergibt eine Kraft K — 4 k¢ in Richtung der Achse.

Die bei weitem wichtigste Frage des Problems ist das Verhalten
der Flissigkeit an den Wiinden der festen Korper. Den physika-
lischen Vorgiingen in der Grenzschicht zwischen Flissigkeit und
festem Korper wird man in geniigender Weise gerecht, wenn man
annimmt, daB die Fliissigkeit an den Winden hafte, daB also dort
die Geschwindigkeit iiberall gleich Null bezw. gleich der Korper-
geschwindigkeit sei. Ist nun die Reibung sehr klein und der Weg
der Flissigkeit lings der Wand nicht allzu lang, so wird schon in
niichster Nihe der Wand die Geschwindigkeit ihren normalen Wert
haber. In der schmalen Ubergangsschicht ergeben dann die schroffen
Geschwindigkeitsunterschiede trotz der kleinen Reibungskonstanten merk-
liche Wirkungen.

Man behandelt dieses Problem am besten, indem man in der allge-
meinen Differentialgleichung planmiBige Vernachldssigungen vornimmt.
Nimmt man % als klein von der zweiten Ordnung, so wird die Dicke
der Ubergangsschicht klein von der ersten Ordnung, ebenso die Normal-
komponente der Geschwindigkeit. Die Querunterschiede des Druckes

* Vgl Encyklopidie der mathem. Wissensch. IV 14, 7.

**) Nach Helmholtz ist der Wirbel eines Teilchens dauernd dessen Linge
in der Richtung der Wirbelachse proportional; also ist bei der stationiren ebenen
Bewegung auf jeder Stromlinie (3 = const.) w konstant, also w == f(y); hiermit
wird

J‘Koda=2kfmtwo ds=2kf (y) frotp o do =2kf (y) fv o ds.
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konnen vernachléssigt werden, ebenso eine etwaige Kriimmung der
Stromlinien. Die Druckverteilung wird unserer Ubergangsschicht von
der freien Fliissigkeit aufgepriigt.

Fiir das ebene Problem, das ich bisher allein behandelt habe, er-
hilt man beim stationéiren Zustand (X-Richtung tangential, Y-Richtung
normal, # und v die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten) die

Differentialgleichung
o0*u

( 3a:+ 9y)+ _‘—Lb./”

ov
=0

dazu kommt noch

Ist, wie gewohnlich, %2 durchaus ge eben, ferner fiir den Anfangsquer-
s g ) dz geg g

schnitt der Verlauf von #, so liBt sich jede derartige Aufgabe nume-
risch bewiiltigen, indem man durch Quadraturen aus jedem w das zu-

gehorige g—: gewinnen kann; damit kann man mit Hilfe eines der
bekannten Niherungsverfahren*) immer wieder um einen Schritt in
der X-Richtung weiterkommen. Eine Schwierigkeit besteht dabei aller-
dings in verschiedenen am festen Rande auftretenden Singularititen.
Der einfachste Fall der hier behandelten Bewegungszustinde ist der,
daB das Wasser an einer ebenen diinnen Platte entlang stromt. Hier

ist eine Reduktion der Variablen moglich; man kann w =f( ¥ )

setzen. Durch numerische Aufldsung der entstehenden Dlﬂ'erentla.l
gleichung kommt man auf eine Formel fiir den Widerstand

BR=11---b0Vkolu}

(b Breite, | Linge der Platte, u, Geschwindigkeit des ungestorten Wassers
gegenitber der Platte). Den Verlauf von u gibt Fig. 1.

!
N\

/ % e, dizza
Fig. 1. Fig. 8.

Das flir die Anwendung wichtigste Ergebnis dieser Untersuchungen
ist aber das, daB sich in bestimmten Fillen an einer durch die #uBeren
Bedingungen vollstindig gegebenen Stelle der Flissigkeitsstrom von der
Wand ablost (vgl. Fig. 2). Es schiebt sich also eine Fliissigkeits-

*) Vgl z. B. Zeitschr. f. Math. u. Physik Bd. 46 S. 435 (Kutta).
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schicht, die durch die Reibung an der Wand in Rotation versetzt ist,
in die freie Fliissigkeit hinaus und spielt dort, eine véllige Umgestal-
tung der Bewegung bewirkend, dieselbe Rolle wie die Helmholtzschen
Trennungsschichten. Bei einer Veriinderung der Reibungskonstanten %
dindert sich lediglich die Dicke der Wirbelschicht (sie ist der GréBe

Vgi proportional), alles iibrige bleibt unveriindert; man kann also,

wenn man will, zur Grenze k = O iibergehen und behilt immer noch
dieselbe Stromungsfigur.
Wie eine nihere Diskussion ergibt, ist die notwendige Bedingung

Fig. 4. Fig. 6.

fiir das Ablosen des Strahles die, daB lings der Wand in der Richtung
der Stromung eine Drucksteigerung vorhanden ist. Welche GriBe diese
Drucksteigerung in bestimmten Fillen haben muB, kann erst aus der
noch vorzunehmenden numerischen Auswertung des Problems ent-
nommen werden. Als einen plausiblen Grund fiir das Ablosen der
Stromung kann man angeben, daB bei einer Drucksteigerung die freie
Flissigkeit ihre kinetische Energie zum Teil in potentielle umsetat.
Die Ubergangsschichten haben aber einen groBen Teil ihrer kinetischen
Energie eingebiiBt; sie besitzen nicht mehr genug, um in das Gebiet
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héheren Druckes einzudringen, und werden daher diesem seitlich aus-
weichen.

Nach dem Vorhergehenden zerfillt also die Behandlung eines
bestimmten Stromungsvorganges in zwei miteinander in Wechsel-
wirkung stehende Teile: einerseits hat man die freie Flissigkeit, die
als reibungslos nach den Helmholtzschen Wirbelgesetzen behandelt
werden kann, andrerseits die Ubergangsschichten an den festen Grenzen,
deren Bewegung durch die freie Fliissigkeit geregelt wird, die aber
ihrerseits durch die Aussendung von Wirbelschichten der freien Be-
wegung das charakteristische Gepriige geben.

Ich habe versucht, in ein paar Fillen den Vorgang durch Zeichnen
der Stromlinien niher zu verfolgen; die Ergebnisse machen indes auf
quantitative Richtigkeit keinen Anspruch. Soweit die Bewegung wirbel-
frei ist, benutzt man mit Vorteil beim Zeichnen den Umstand, daB die

Fig. 7. Fig. 8.

Stromlinien mit den Linien konstanten Geschwindigkeitspotentials ein
quadratisches Kurvennetz bilden.

Fig. 3 und 4 zeigen den Beginn der Bewegung um eine in die
Stromung hineinragende Wand in zwei Stadien. Die wirbelfreie An-
fangsbewegung wird durch eine von der Kante des Hindernisses aus-
gehende und sich spiralig aufwickelnde Trennungsschicht (gestrichelt)
rasch umgestaltet; der Wirbel riickt immer weiter ab und ldBt hinter
der zum SchluB stationdren Trennungsschicht ruhendes Wasser zuriick.

Wie sich der analoge Vorgang bei einem Kreiszylinder abspielt,
ist aus Fig. 5 und 6 zu ersehen; die von der Reibung in Rotation
versetzten Klissigkeitsschichten sind wieder durch Strichelung kenntlich
gemacht. Die Trennungsflichen erstrecken sich auch hier im Be-
harrungszustande ins Unendliche. All diese Trennungsflichen sind be-
kanntlich labil; ist eine kleine sinusformige Storung vorhanden, so
entstehen Bewegungen, wie sie in Fig. 7 und 8 dargestellt sind. Man
sieht, wie sich durch das Ineinandergreifen der Flissigkeitsstréme deut-
lich gesonderte Wirbel ausbilden Die Wirbelschicht wird im Innern
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dieser Wirbel aufgerollt, wie in Fig. 9 angedeutet ist. Die Linien
dieser Figur sind keine Stromlinien, sondern solche, wie sie etwa
durch Beigabe von gefarbter Fliissigkeit erhalten wiirden.

Ich will nun noch kurz von Versuchen berichten, die ich zum
Vergleich mit der Theorie unternommen habe. Der Versuchsapparat
(in Fig. 10 in AufriB und GrundriB dargestellt) besteht aus einer
1Y m langen Wanne mit einem Zwischenboden. Das Wasser wird
durch ein Schaufelrad in Umlauf versetzt und tritt, durch einen Leit-

apparat @ und vier Siebe b geordnet
—=1 und beruhigt, ziemlich wirbelfrei in

BE—>—=_———="- den Oberlauf ein; bei ¢ wird das zu
W untersuchende Objekt eingesetzt. Im
Wasser ist ein aus feinen glinzenden

Fig. 9. Blittchen bestehendes Mineral (Eisen-

glimmer) suspendiert; dadurch treten

alle einigermaBen deformierten Stellen des Wassers, also besonders

alle Wirbel durch einen eigentiimlichen Glanz hervor, der durch die
Orientierung der dort befindlichen Blittchen hervorgerufen wird.

Die auf der Tafel zusammengestellten Photogramme sind auf diese
Woeise erhalten. Bei allen geht die Strémung von links nach rechts.
Nr. 1—4 behandelt die Bewegung an einer in die Strémung hineinragen-
den Wand. Man erkennt die
Trennungsfliche, die von der
Kante ausgeht; sie ist in 1.
noch sehr klein, in 2 bereits
mit starken Stérungen iiber-
deckt, in 3 reicht der Wirbel-
tiber das ganze Bild, 4 zeigt
den ,,Beharrungszustand“; man
bemerkt auch oberhalb der
Wand eine Storung; da in der
Ecke infolge der Stauung des
Wasserstroms ein hoherer Druck herrscht, 18st sich (vergl. S. 5) mit der
Zeit auch hier der Fliissigkeitsstrom von der Wand ab. Die verschiedenen
im ,wirbelfreien Teil der Stromung sichtbaren Streifen (besonders in
Nr. 1 und 2) rilhren davon her, daf beim Beginn der Bewegung die
Fliissigkeit nicht villig rubig war. Nr.5 und 6 gibt die Strémung um
ein kreisformig gebogenes Hindernis, oder, wenn man will, durch einen
stetig verengten und wieder erweiterten Kanal. Nr.5 zeigt ein Stadium
kurz nach Beginn der Bewegung. Die eine Trennungsfliche ist zu
einer Spirale aufgewunden, die andere langgestreckt und in sehr regel-
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méBige Wirbel zerfallen. Auf der konvexen Seite nahe am rechten Ende
bemerkt man den Beginn einer sich ablésenden Strémung; Nr. 6 zeigt den
Beharrungszustand, bei dem sich die Stromung ungefihr in engstem
Querschnitt ablost.

Nr. 7—10 zeigt die Stromung um ein kreiszylindrisches Hindernis
(einen Pfahl). Nr. 7 zeigt den Beginn der Ablosung, 8 und 9 weitere
Stadien; zwischen den beiden Wirbeln ist ein Strich sichtbar, dieser
besteht aus Wasser, das vor Beginn der Ablosung der Ubergangsschicht
angehort hatte. Nr. 10 zeigt den Beharrungszustand. Der Schweif
von wirbelndem Wasser hinter dem Zylinder pendelt hin und her,
daher die unsymmetrische Augenblicksgestalt. Der Zylinder enthilt
einen lings einer Erzeugenden verlaufenden Spalt; stellt man diesen
so, wie in Nr. 11 und 12 und saugt mit einem Schlauch Wasser aus
dem Zylinderinnern ab, so kann man die Ubergangsschicht einer Seite
abfangen. Wenn sie fehlt, muB auch ihre Wirkung, die Ablésung, aus-
bleiben. In Nr. 11, das zeitlich Nr. 9 entepricht, sieht man nur
einen Wirbel und den Strich, In Nr. 12 (Beharrungszustand) schlieBt
sich, obwohl, wie man sieht, nur ein verschwindender Teil des Wassers
ins Innere des Zylinders tritt, die Stromung bis zum Schlitz eng an die
Wand des Zylinders an; dafiir hat sich aber jetzt an der ebenen AuBen-
wand der Wanne eine Trennungsfiiiche gebildet (eine erste Andeutung
dieser Erscheinung ist bereits in 11 zu sehen). Da in der sich er-
weiternden DurchfluB6ffnung die Geschwindigkeit abnehmen muf und
daher der Druck steigt*), sind die Bedingungen fiir ein Ablosen der
Stromung von der Wand gegeben, so daB auch diese auffallende Er-
scheinung in der vorgetragenen Theorie ihre Begriindung erhilt.

*) Es ist } gv* 4+ V4 p = const. auf jeder Stromlinie.



Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen.
Mathematisch-physikalische Klasse, 1918, 8. 451 bis 477.

Tragfliigeltheorie.
I. Mitteilung.
Von
L. Prandtl.

Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1918.
Abgeschlossen am 13. Dezember 1918.

Vorbemerkung. Die Anfinge der im Nachstehenden dar-
gelegten Theorie gehen auf das Jahr 1910 zuriick. Die erste
Mitteilung dariiber erfolgte in einer Vorlesung ,Aeromechanik
und Luftschiffabrt* im W.-8. 1910/11. Weitere Mitteilungen sind
enthalten in einem Vortrag auf der Versammlung von Vertretern
der Flugwissenschaft zu Gdttingen am 8. bis 5. November 19117%),
und in dem Artikel ,Fliissigkeitsbewegung® im ,Handworterbuch
der Naturwissenschaften“?). Anwendungen und selbstéindige Er-
weiterungen meiner theoretischen Ansiitze sind in Arbeiten von
O. Foppl®), A. Betz*) und C. Wieselsberger®) enthalten. Auf die
demniichst erscheinende Dissertation von M. Munk®), die eine

1) ,Ergebnisse und Ziele der Gottinger Modellversuchsanstalt“, Yerhandlungen
dieser Versammlung (Oldenbourg, Miinchen u. Berlin 1912) S. 19, abgedruckt in
der Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffabrt, Jabrg. 8 (1912) 8. 38.

2) Auch als Sonderdruck unter dem Titel ,Abrif der Lehre von der Flissig-
keits- und Gasbewegang“ erschienen (Gustav Fischer, Jena 1918), Vergl. dort
8. 112 und 188, hier S. 12 u. 38.

8) p,Auftrieb und Widerstand eines Hohensteuers, das hinter der Tragfliche
angeordnet ist¥, Zeitschr. f, Flugt. u. M. 2 (1911) 8. 182.

4) ,Die gegenseitige Beeinflussung zweier Tragflichen®, Zeitschr. f, Flugt.
u M.5 (1914) 8. 258. Vergl. hierzu auch: ,Aunftrieb und Widerstand einer Trag-
fliche in der Nihe einer horizontalen Ebene® und ,Auftrieb und Widerstand
eines Doppeldeckers®, Zeitschr. f. Flugt. u. M. 8 (1912) 8.217 und 4 (1913) 8. 1.

6) Beitrag zur Erklirung des Winkelfluges einiger Zugvdgel, Zeitschr. f.
Flogt. n. M. 5 (1914) 8. 225.

6) ,Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges“, Gdttingen 1918.
[Erscheint 1919).
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wichtige Erweiterung des Anwendungsbereiches der Theorie be-
deutet, sei hier besonders hingewiesen.

Die folgende Darstellung entspricht nicht dem geschichtlichen
Werdegang der Ideen, vielmehr ist gerade die hier gewilhlte Art
der Begriindung der Theorie in Abschnitt 4 bis 8 der zuletzt ent-
standene Teil. Der lteste Stand der Theorie ist in einer An-
merkung zu Nr. 13 angedeutet.

Die neuere Entwicklung ist in verschiedenen Beitrigen meiner
Mitarbeiter in einer bisher geheimen Zeitschrift der Flugzeug-
meisterel und in einem — ebenfalls aus Zensargriinden noch un-
gedruckten — Vortrag von mir auf der Hamburger Tagung der
Wissenschaftlichen Gesellschaft fiir Luftfahrt (April 1918) ent-
halten. Eine Darstellung der wichtigsten bis dahin vorhandenen
Lehren findet sich auch in dem Buch von Dr. R. Grammel, ,Die
hydrodynamischen Grundlagen des Fluges®?), eine gemeinverstind-
liche Darlegung in einem Aufsatz von A. Betz in den ,Natur-
wissenschaften® %).

A, Allgemeine Grundlegung.

1. Das ebene Problem des Tragfliigels in einer reibungslosen
Flissigkeit ist bereits seit lingerer Zeit fiir einige Klassen von
einfachen Querschnittsformen geldst?). Die Ergebnisse stimmen
innerhalb des Bereiches der kleinen Anstellwinkel qualitativ mit
der Erfahrung iiberein. Wenn man durch kiinstliche Mittel (z. B.
seitliche Wiinde) das ebene Problem wirklich nachznahmen sucht,
so ist die Uebereinstimmung auch quantitativ so gut, als man es
in Hinsicht auf die vernachlissigte Reibung nur verlangen kann*).

1) Vieweg, Braunschweig 1917. Vergl. dort S. 114 u. f.

2) ,Einfihrung in die Theorie der Flugzeugtragfliigel“, Naturwissenschaften
1918, Heft 38 u. 39.

8) Die ersten Ldsungen stammen von W.M.Kutta, vergl. ,Aaftriebskriifte
in strdmenden Flilssigkeiten. TIllustr. aeronaut. Mitteilungen 1902 S. 133; aus-
fiihrlicher dargelegt in den Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wiss., Math.-Phys.
Klasse, 1910, 2. Abh. und 1911 8. 65. — Die Literatur iiber diesen Gegenstand
ist bearbeitet in dem oben erwihnten Buch von R. Grammel und in dem von
Drzewiecki ins Franzosische iibersetzten Buch von N. Joukowski, ,Aérodyna-
mique®, Gauthier Villars, Paris 1916 (vergl. etwa auch: Joukowski, ,Uber die
Konturen der Tragflachen der Drachenflieger®. Zeitschr. f. Flugt. u. Motorl. 1 (1910)
8.281). — Auf die seither erschienenen Aufsitze von v. Mises, ,Zur Theorie des
Tragflichenauftriebes und von Th. v. Kdérmdn und E. Trefftz, ,Potential-
strémung um gegebene Tragflichenquerschnitte“, Zeitschr. f. Flugtechnik und Mo-
torluftschiffahrt 8 (1917) S. 157 und 9 (1918) 8. 111 sei ebenfalls hingewiesen.

4) Vergl. A,Betz, ,Untersuchung eiuer Joukowski’schen Tragfliche“, Zeit-
schr. f. Flugt. u. M. 6 (1915) S. 173.
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Die Erzeugung des Auftriebes ist dabei an das Vorhandensein
einer Zirkulation der Strémung um die Tragfliche herum gekniipft!).
Es ist fiir einen Abschnitt von der Liinge ! des unendlich lang zu
denkenden Fliigels, wenn die Geschwindigkeit des Fliigels relativ
zu den unendlich entfernten Teilen der Fliissigkeit = ¥, die Zir-
kulation (Linienintegral der Greschwindigkeit) um den Fliigel heruam
= I’ und die Dichte des Mediums = ¢ ist, der Auftrieb

A = oVII

(,Kutta-doukowski’sche Formel“). Joukowski hat einen sehr an-
schaulichen Beweis dafiir gegeben, in dem er den Impulssatz fiir
stationdre Fliissigkeitsbewegungen auf eine den Fliigel in gréBerem
Abstande umschliefende Kreiszylinderfliche anwandte. Es zeigt
sich dabei, daffi die Hilfte des Auftriebes durch den Unterschied
der ein- und ausstromenden Bewegungsgrifle, die andere Hilfte
durch Druckunterschiede an der ,Kontrollfliche® hervorgebracht
wird. Daf mit der Erzeugung von Auftrieb eine Zirkulation not-
wendig verkniipft sein muB, davon kann man sich auch durch Be-
trachtung der Verhiltnisse am Fliigel selbst iiberzeugen. Der Auf-
trieb entsteht in der Weise, dafl unter dem Fliigel Ueberdruck
und iiber ihm Unterdruck geschaffen wird. Nach dem Bernoulli-
schen Satz muB also unten die Geschwindigkeit relativ zum Fliigel
vermindert, oben vermehrt werden, d.h., za der Translationsge-
schwindigkeit 7 muf oben eine Zusatzgeschwindigkeit nach hinten,
unten eine Zusatzgeschwindigkeit nach vorne hinzukommen. Dies
bedeutet aber ein Zirkulieren der Zusatzstrémung um den Fliigel.

2. Diese ganze Betrachtungsweise ist eng mit dem Umstande
verkniipft, daf es sich hier um eine Potentialbewegung handelt.
Sie ist, da das mehrdeutige Potential einen zweifach zusammen-
hédngenden Raum erfordert, und die Zirkulation einer mehrdeutigen
Potentialbewegung sich ohne zirkulatorische Krifte zeitlich nicht
dndern kann, auf den unendlich langen Fliigel und auf die statio-
nire Bewegung beschréinkt. Will man jedoch eine nichstationire
Bewegung oder aber das rdumliche Problem des ,endlich langen

1) Dies ist anscheinend zuerst von Lanchester ,Aerial flight* Bd.I (Aerody-
namics , Constable, London 1907, deutsch von C. u. A. Runge, Teubner, Leipzig
1909, § 90 und §§ 121 u. f.; nach Angabe des Verfassers 1894 vorgetragen), un-
abhingig von ihm von Kutta (1902) und Joukowski (1905) gefunden worden, vgl.
die oben angefiihrte Kutta’sche Abhandlung und das Joukowsky’sche Buch, S.XIL
Die quantitative Beziehung stammt von Kutta und von Joukowski und ist von
diesen offenbar unabhiingig gefunden worden.
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Tragfliigels behandeln“, so kommt man ohne Wirbel in der Fliissig-
keit nicht mehr aus. Betrachtet man z. B. den Beginn der Be-
wegung eines unendlich langen Fliigels aus der Ruhe heraus, so
ist sicher die Zirkulation zu Anfang gleich Null; da aber nach
einem bekannten Satz in einer reibungslosen Fliissigkeit bei Ab-
wesenheit zirkulatorischer Kréifte die Zirkulation auf jeder ge-
schlossenen ,fliissigen Linie“ zeitlich unverdnderlich ist, muB beim
Entstehen der Zirkulation um den Fliigel ein Wirbel von gleicker,
aber entgegengesetzter Zirkulation in der Fliissigkeit auftreten,
damit der Satz fiir eine fliissige Linie gelten kann, die so gelegt
ist, daB sie das bis dahin vom Fliigel bestrichene Fliissigkeitsge-
biet umschlingt, ohne es zu durchsetzen. Beim endlichen Fliigel
miissen auch schon bei der stationiren Bewegung Wirbel in der
Flissigkeit vorhanden sein, denn nach dem Stokes’schen Satze
kann sich die Zirkulation auf einer geschlossenen Linie bei deren
Verschiebung nar dadurch #@ndern, daf Wirbellinien geschnitten
werden. Bedenkt man aber, daB iiberall, wo Auftrieb ist, auch
Zirkulation sein muB, so findet man, daB eine den Fliigel um-
schlingende Linie, wenn sie iiber ein Fliigelende heriibergestreift
wird, notwendig Wirbel schneiden muB, denn wenn sie den Fliigel
verlassen hat, so muB auch ihre Zirkulation verschwunden sein?).

3. DaB in einer reibungslosen Fliissigkeit Wirbel gebildet
werden, scheint zunéichst im Widerspruch mit den Sitzen von La-
grange und Helmholtz zu stehen. Man muB jedoch bei allen An-
wendungen der Hydrodynamik, die sich auf Wechselwirkungen
zwischen der Fliissigkeit und festen Korpern beziehen, die Rei-
bungslosigkeit durch einen Grenziibergang von einer sehr kleinen
inneren Reibung aus entstanden denken®). In der Fliissigkeit mit
kleiner Reibung ergibt sich eine ,Grenzschicht, in der der Ueber-
gang von der Kirpergeschwindigkeit zur Geschwindigkeit der freien
Strémung stattfindet. Diese Schicht, in der die Rotation von Null
verschieden ist, verldBit den Korper, wenn die Bewegung hinrei-
chend lang andazert®), und tritt damit als freie Wirbelschicht in

1) Dies ist bei Lanchester ausfiihrlich anseinandergesetzt: Aerial flight Bd. I
§ 125—127. Bei Lanchester finden sich, wie ich nachtriglich feststellte, mancherlei
Anschanungen, die den im Folgenden vorgetragenen sehr verwandt sind. Jedoch
fehlt bei ibm die quantitative Durcharbeitung, die fiir den Erfolg entscheidend war.

2) Vergl. meinen Vortrag auf dem III. Intern. Math. KongreB8 zu Heidelberg:
oUeber Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung¥. Verhandl. d. Kongr.
Leipzig 1305 (Teubner) S. 484.

8) Der zuriickgelegte Weg muB hierzu mindestens von der GrdBenordnung
des Kriimmungsradius sein. An scharfen Kanten beginnt sonach der Vorgang sofort.
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das Innere der Fliissigkeit ein. Lidst sich die Grenzschicht bereits
vor dem Hinterende des Korpsrs ab, was bei stumpfen Korper-
formen die Regel ist, dann bleibt hinter ihr ein Wirbelraam oder
ein ,Totwasser® zuriick, und es entsteht ein betréchtlicher Wider-
stand. In besonderen Fillen, nimlich bei schlanken, nach hinten
zu mehr oder minder scharf zulanfenden Formen, kann jedoch er-
fahrungsgemdB die Grenzschicht bis zum hinteren Ende des Kor-
pers haften bleiben') und verldBt ihn erst an dem geometrischen
Ort, an dem sich die Stromung wieder zusammenschlieft. Dieser
geometrische Ort ist manchmal ein Punkt (z. B. bei achsensym-
metrisch angestrémten Umdrehungskorpern), héufiger jedoch eine
Linie (,ZusammenfluBlinie*). Im letzteren Fall treten die Grenz-
schichten der beiden Seiten zu einer Wirbelschicht vereint in die
freie Fliissigkeit hinaus. Die (Geschwindigkeiten beiderseits der
Wirbelschicht konnen iibereinstimmen. In diesem Fall, der z B.
bei der stationdren ebenen Fliigelstromung zutrifft, verschwindet,
da die Grenzschichten beim Uebergang zu unendlich kleiner Rei-
bung uuendlich diinn werden, in der Grenze jede Spur der Wirbel-
schichten, und es bleibt eine Potentialbewegung tibrig. Im allge-
meinen jedoch sind die Geschwindigkeiten zu beiden Seiten der
Wirbelschicht verschieden und bleiben es auch beim Grenziiber-
gang zur Reibungslosigkeit. Es ist also das Bestehen einer flichen-
haften Wirbelschicht (eine ,Trennungsschicht* im Sinne von Helm-
holtz) hinter dem Korper in einer reibungslosen Fliissigkeit sehr
wohl miglich; sie entspringt dann immer an einer ZusammenfluB-
linie.

Die Korperformen, bei denen die Stromung sich hinter dem
Kérper ohne Totwasserbildung wieder zusammenschlieft, ergeben
einen sehr kleinen Widerstand in der Bewegungsrichtung und sind
deshalb von grofier praktischer Bedeutung fiir alle Fille, bei denen
es gich um Erreichung grofiler Geschwindigkeiten in einem wider-
stehenden Medium handelt. Sie haben unser besonderes Interesse
auch deshalb, weil die Abwesenheit eines Totwassers oder eines
rdnmlich ausgedehnten Wirbelgebietes eine mathematische Analyse
der Stromungsvorginge zuldfit. Die Uebereinstimmung der theo-
retischen Ergebnisse mit denen der Versuche ist in solchen Féllen
hiafig iiberraschend gut?).

1) Nach den bisherigen Erfahrungen kommt dies nur bei turbulenten Grenz-
schichten, also iiber der ,kritischen Geschwindigkeit* vor, vergl. meine Abhand-
lung ,Ueber den Widerstand von Kugeln“, Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu
Gottingen, 1914, S, 177.

2) Vergl hierzu otwa die Gdttinger Dissertation von G. Fulirmann ( 1914):
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4. Die praktisch verwendeten — d.h. durch die Erfahrung
als gut erkannten — Fliigelformen weisen séimtlich eine mehr oder
minder scharfe Hinterkante auf, was nach den Bemerkungen der
vorigen Nummer dahin zu verstehen ist, da8 es bei der Formge-
bung der Fliigel darauf ankommt, ein Totwasser moglichst zu ver-

(_\

< T
-

T

Fig. 1. Zur Zeit gebriauchliche Fligelprofile.

meiden. Fiir die theoretischen Betrachtungen wollen wir deshalb
immer annehmen, da8 die Hinterkante des Fliigels scharf ist.
Von der wirbelfreien Umstrémung einer scharfen, in die
Fliissigkeit einspringenden Kante weif man, daB die Geschwindig-
keit an der Kante unendlich grof wird. In Wirklichkeit treten
nun — wenn von unstetigen Geschwindigkeitsinderangen abge-
sehen wird — solche unendlich groBe Geschwindigkeiten niemals
auf. Das Endlichbleiben der Geschwindigkeit hingt mit der Ans-
bildung einer Wirbelschicht urséichlich zunsammen. Damit die Ge-
schwindigkeit endlich bleibt, darf niéimlich keine Grenzstromlinie
einen in die Fliissigkeit einspringenden Winkel mehr bilden; wie
man leicht sieht (vergl. Fig. 2 und 3), ist dies nur in der Weise
moglich, daB ein Zusammenfluf der Strémungen von beiden Seiten
der Kante, oder — im Grenzfall — ein Totwasser entsteht.
Wenn man diesen Grenzfall auch als ,Zusammenfluf® gelten lassen
will, so kann man sagen, daB scharfe Kanten immer Zusammen-

Theoretische und experimentelle Untersuchungen an Ballonmodellen, Jahrbuch der
Motorluftschiff-Studiengesellschaft 1911;12 (Springer-Berlin 1912) 8.63 u.f.; siche
bes. Fig. 43-—48 S, 106 u. 107.
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fluflinien sind, es sei denn, daB die Geschwindigkeit an der Kante
auch ohne Zusammenfluf endlich bleibt (dieser Spezialfall tritt
z. B. dann ein, wenn die Stromung der Kante parallel verléuft;
fiir die Fliigelhinterkante trifft dies nie zu, diese ist also immer
eine Zusammenflufilinie).

Fig. 2. Tig. 8.

Nach den Helmholtz'schen Sitzen ist die einmal vorhandene
Wirbelstirke eines wirbelnden Fliissigkeitselementes zeitlich un-
veriinderlich; die Bedingung, daf an der Kante die Geschwindig-
keit jederzeit endlich bleiben muB, kann deshalb nur in der Weise
erfiillt werden, daf die Wirbelstirken in dem jeweils neu zu bil-
denden Streifen der Wirbelschicht den hierfiir notwendigen Wert
annehmen. Diese Endlichkeitsbedingung ist auch, soweit es sich
um die Bewegung eines Fliigels von glatten Formen mit einer
endlichen und hochstens stetig verdnderlichen Geschwindigkeit
bandelt, erfiillbar und reicht ersichtlich zur Bestimmung der Wirbel-
stirken in der Wirbelschicht aus. Bei unstetigen Formen oder
Bewegungen sind jedoch in der reibungslosen Fliissigkeit anend-
liche Greschwindigkeiten an der scharfen Kante trotz Wirbelschicht
nicht ganz vermeidbar. Hier wird man die Bedingung, durch die
die Wirbelstirken definiert werden, so festsetzen kémmen, daf
durch ibre Erfiillang das Unendlichwerden von Geschwindigkeiten
80 weit als moglich eingeschrinkt wird.

GemiB den vorstehenden Darlegungen wollen wir feststellen,
dafl die klassische Hydrodynamik der reibungslosen Fliissigkeit
durch die folgenden Axiome und S#tze erginzt werden muf, da-
mit sie als Grenzfall der unendlich kleinen Reibung gelten kann:

Axiom I. An ZusammenfluBlinien (Linien, lings deren
zwei vorher durch den Kborper getremnte Strémungen zu-
sammentreffen) konnen Wirbelschichten entspringen.

Axiom IT. An ausspringenden scharfen Kanten der Kérper
treten unendliche Geschwindigkeiten nicht, oder doch in még-
lichst beschriinktem Umfange auf.
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Satz 1: Ausspringende Kanten der Kdrper sind bei quer
zu ihnen verlaufender Strémung stets ZusammenfluBlinien (und
daher in der Regel Ursprung von Wirbelflichen).

Satz 2: Die Wirbelstdrken in dem jeweils neu gebildeten
Streifen der Wirbelschicht nehmen denjenigen Wert an, durch
den die Geschwindigkeit an der Kante endlich wird, bezw.
durch den das Unendlichwerden von Geschwindigkeiten mog-
lichst eingeschrédnkt wird.

5. Bei der Berechnung der Geschwindigkeiten, die ein vor-
liegendes Wirbelsystem hervorbringt, entstehen durch die Anwe-
senheit von festen Korpern in der Fliissigkeit grofie Schwierig-
keiten, wenn man sich nicht auf besonders einfache Fille®) be-
schrinken will. Man kann diese Schwierigkeiten umgehen, wenn
man die festen Korper durch gedachte Wirbelverteilungen er-
setzt, darch deren Wirkung die Strémung aulerhalb der Korper.
dieselbe bleibt, wie bei Anwesenheit der Korper. Dadurch, daB
man den von den Korpern eingenommenen Raum zu einem Teile
der Fliissigkeit selbst macht, wird diese schlicht zusammenhéngend,
und es konnen jetzt die bekannten fiir die unendlich ausgedehnte
Fliissigkeit giiltigen Beziehungen zwischen Wirbelfeld und Ge-
schwindigkeitsfeld angewandt werden. Mathematisch wire damit
allerdings nichts gewonnen, wenn es sich um Kborper von genan
vorgeschriebener Form handelte, da man die zugehirige Wirbel-
verteilung erst zu finden hitte, und dieses auf genau dasselbe md-
thematische Problem fiihren wiirde, wie die urspriingliche Auf-
gabe. In sebr vielen Fillen geniigt es jedoch, eine Wirbelver-
teilung ,passend anzunehmen“ und die zugehtrige Kiorperform
hinterher zu berechnen. Praktisch reicht man dabei vielfach mit
Anngherungen aus. Durch planmifige Vereinfachung des An-
satzes, die je nach der Art der Aufgabe verschieden weit gehen
kann, wird eine Beweglichkeit der Methoden erreicht, die sich
gegeniiber der zwar strengen, aber auch starren Methode der ex-
akten Theorie als groBer Vorzug erweist.

Die an Stelle der festen Korper eingefiihrten Wirbel gehorchen
nicht dem Helmholtz'schen Satz iiber die Bewegung der Wirbel,
sondern ihr Platz ist ihnen angewiesen durch die Bedingang, die
sich aus ihrer Aufgabe, den Kiorper zu ersetzen, ergeben. In allen
iibrigen Beziehungen sind sie wie wirkliche Flissigkeitswirbel zu

1} Vergl. hierzu L. Féppl, ,Wirbelbewegung hinter cinem Kreiszylinder¥,
Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wiss. Math.-phys. Klasse 1818. 8.1, ferner Max
Lagally ,Ueber dic Bewegung einzelner Wirbel in einer strémenden Flissigkeit,
ebenda 1914, 8. 877.
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behandeln. Zum Unterschied von solchen ,freien Wirbeln* mggen
sie im folgenden ,gebundene Wirbel* heifien.

Damit zu dem Wirbelsystem ein Geschwindigkeitsfeld existiert,
muf natiirlich die Integrabilititsbedingung — Divergenz des ge-
samten Wirbelsystems gleich Null — erfiillt sein.

Die Frage, wie das System der gebundenen Wirbel fiir einen
rubhenden festen Kérper in einer gegebenen stationdren Fliissig-
keitsbewegung aussieht, wird in einer Anmerkung zum néchsten
Abschnitt beantwortet werden.

Die Euler’schen Gleichungen kénnen formal beibehalten werden,
wenn man diejenigen Krifte, die eigentlich der feste Kirper auf-
nimmt, durch ein in der Fliissigkeit bestehendes besonderes Krifte-
system aufgenommen denkt. Die Kontinuitdt wird durch die Hin--
zunahme der Wirbel nicht gestort, die Kontinuitétsbedingung braucht
daher nicht geiindert zu werden. Die Grenzbedingung, daf am
festen Korper die Normalkomponente der Geschwindigkeit der
Fliissigkeit und des festen Korpers iibereinstimmen miissen, liefert
im Zusammenhang mit den Angaben iiber die Bewegungsverhilt-
nisse des festen Korpers den Weg zur Berechnung der Form des
Korpers; hierbei ist die Bedingung wohl zu beachten, da8 die ge-
bundenen Wirbel in den Grenzen des festen Korpers eingeschlossen
bleiben mlissen.

B. Allgemeine Theorie der stationéiren Bewegung.

6. Im folgenden seien zundchst fiir den einfachsten und wich-
tigsten Fall, die stationéire Bewegung einer unendlich ansgedehnten,
homogenen und volumbesténdigen ) Flissigkeit gegen irgend ein
ruhendes Fliigelsystem, die grundlegenden Gleichungen abgeleitet.
Die ankommende Fliissigkeit habe im Unendlichen die Geschwindig-
keit 7, ihr Druck sei dort p, (die Schwerewirkung moge auler
Acht bleiben). Dann besteht auf jeder Stromlinie, die aus dem
Unendlichen kommt (Greschwindigkeit v, Druck p), die Bernoulli’sche
Gleichung

el
P+-—=Po+T=Po+‘l')‘ 1)

1) Dic Kompressibilitat der Luft darf, solange die Geschwindigkeit klein
gegeniiber der Schallgeschwindigkeit ist, in erster Anndherung vernachlassigt
werden. Die hierdurch entstehenden Fehler sind von der GréBenordnung ¥?/c?
(¢ = Schallgeschwindigkeit).

ke}

2) Die DruckgrioBe ¢ = %— wird ,Staudruck® genannt; der Druck f,4- ¢

herrscht an den Punkten, wo v = 0 ist. Solche Tunkte heiben ,Stanpunkte®,
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Da nun nach unserer Voraussetzung jeder Fliigel ohne Bildung
eines Totwassers umstromt wird, hinter ihm also nur eine Wirbel-
fliche zuriickbleibt, fiilllen die aus dem Unendlichen kommenden
Stromlinien den ganzen Raum auflerhalb der Fliigel liickenlos aas,
es gilt also Gleichung (1) an jedem Raumpunkt auBerhalb der
festen Korper.

Fiir die Entwicklung der allgemeinen Sitze ist es nun ange-
nehm, die Wirbel, sowoh! die gebundenen wie auch die freien,
rdumlich verteilt anzunehmen. Der Uebergang zur flichenhaften
Verteilung lé8t sich dann immer hinterher leicht vornehmen. Die
riumliche Verteilung kann man dadurch entstanden denken, da8
statt einzelner weniger Fliigel ein rdumlich verteiltes System von
unendlich vielen infinitesimalen Fliigeln vorhanden sei, Gleichung
(1) bleibt auch fiir ein solches Fliigelsystem noch richtig, wenn
wir voraussetzen, daB die aus dem Unendlichen kommenden Strom-
linien den durchstrémten Raum liickenlos erfiillen. Dies trifft zu,
wenn die infinitesimalen Fliigel so diinn angenommen werden, daf
der Anteil des Fliigelinnern am Gesamtvolumen in der Grenze ver-
schwindet.

Die an Stelle der Fliigel anftretenden Ersatzkriifte werden
jetzt Volumenkriifte und mogen fiir die Volumeneinheit die Gréfe
k besitzen. Dann lautet die Euler’sche Gleichung:

ev.VV)+Vp = k. @)
Nun ist nach einer bekannten Regel
V.VV = grad%—-}-rot V< V;

beachtet man ferner, dafl wegen Gl. (1) grad (~92i + p) == 0 ist, so
ergibt sich die Beziehung:
k = protvxv. (3)
Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes setzt sich aus den ge-
bundenen und den freien Wirbeln zusammen:
rotv = y+e 4

Die Kriifte k stehen in ursiichlichem Zusammenhang mit den ge-
bundenen Wirbeln y, wihrend es gerade das Kennzeichen der freien
Wirbel ¢ ist, daB ihre Bewegung ohne Einwirkung von dufieren

1) Gibbs'sche Symbolik: Vektoren werden durch Fettdruck gekennzeichnet;
2. b ckalares Produkt, a><b Vektorprodukt; ab Dyade (Affinor). — Fir die
Vektoren y und ¢ standen nur halbfette Zeichen zur Verfiigung.
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Kriften auf die Fliissigkeit verlduft. Die Gleichung (8) zerfallt
somit in die folgenden zwei:
ely><v) =k, (6)
ex<v=0. (5a)
Die erstere ist das Analogon des Kutta-Joukowski’schen Satzes
fiir das Volumenelement; aus ihr folgt, daf die Krifte k iiberall
senkrecht zur Geschwindigkeit v stehen. Die zweite sagt aus, daf
im freien Wirbelgebiet iiberall e]v ist, was sich anch so aus-
sprechen 148t, daB die freien Wirbellinien unter den hier
vorausgesetzten Bedingungen identisch sind mit
Stromlinien. Diese Beziehung ist fiir die spiteren Entwick-
lungen von gréfiter Wichtigkeit.

Von y ist nur die zu v senkrechte Komponente durch Gl. (5)
definiert; bei der zu v parallelen Komponente ist es innerhalb der
Kédrper praktisch gleichgiiltig, ob man sie zu den gebundenen oder
zu den freien Wirbeln rechnet.

Anmerkung: Auf Grund der vorstehenden Beziehungen 1i6t
sich die oben gestellte Frage nach dem Wirbelsystem, das einen
festen Kérper in einer stationdren Stromung ohne Totwasser zu
ersetzen geeignet ist, beantworten. Es ergibt sich folgende Li-
sung: ,Man denke sich das Innere des Korpers durch ruhende
Fliissigkeit von dem Druck p,+¢, wie er im Staupunkt herrscht,
ersetzt; dadurch tritt an die Stelle der Korperoberfliche eine
Wirbelschicht mit einem Geschwindigkeitssprung von dem Betrage
v)) Diese Wirbelschicht ist das gesuchte gebundene Wirbelsystem®.
Diese Behauptung ist dadurch zu beweisen, da gezeigt wird, da8
das angegebene System die Gleichungen (1) und (2) befriedigt.
Fiir diesen Beweis sei angenommen, da8 die Wirbelschicht eine
endliche aber kleine Ausdehnung in der Richtung der Fldchennor-
malen habe. Es ist dann, wenn kleine Griéfen von der Ordnung
des Verhiltnisses Schichtdicke : Kriimmungsradius vernachldssigt
werden:

ov
y = }I‘Ot vl = n’
also wegen Gl. (5)

K = _ ov
= gyxXV = —ﬂpvan

1) Zu der Mdglichkeit, feste Grenzen durch freie Wirbelschichten in der
unendlich ausgedebnten Fliissigkeit zu ersetzen, vergleiche man auch die Abhand-
lung von M, Lagally ,Zur Theorie der Wirbelschichten“, Sitzungsber. der Bayr.
Ak, d. Wiss. Math.-phys. Klasse, Jahrg, 1915. 8. 79.
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(n = Einheitsvektor in der Richtung der #ufieren Normale). Da
|v.V v| hier gegen v L vernachldssigt werden darf, ergibt die

on
Euler'sche Gleichung (2)

oder integriert:
p—p, = 51—,

Setzt man unserer Behauptung entsprechend v, = 0 und p, = p, +g¢,
so ergibt sich

vﬂ
P+ = pte

entsprechend Gleichung (1)!
7. Wegen der bekannten vektoranalytischen Identitdt
div rot v = 0 ist mit (4)

divy +dive = 0. (6)

Fafit man eine Stromrthre ins Auge, die das von den gebundenen
Wirbeln erfiillte Gebiet, den ,tragenden Raum* durchsetzt, so
148t sich, da die StromrShre mit der Wirbelrthre identisch ist,
der ,FluB“ der freien Wirbel in ihr, E = [{e.dF, berechnen,
wenn das Feld der gebundenen Wirbel gegeben ist. Da vor dem
Eintritt der Stromrshre in den tragenden Raum der Wirbelfluf
gleich Null ist, ist in dem Querschnitt Fan der Stelle s der Strom-
rohre der FluB gleich der Gesamtergiebigkeit aller von der Stelle
s stromaufwirts gelegenen ,Quellen* dive; wegen (6) hat man

also
8 F
-___f /'f divy dr. @
_m"

Der WirbelfluB kann also nur in solchen Stromrghren von Null
verschieden sein, die den tragenden Raum durchsetzt haben.

Fiir ein tragendes System, daB sich mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit geradlinig in ruhender Luft bewegt, 1d8t sich dieses
Ergebnis auch so aussprechen: ,Das System der freien Wirbel
besteht aus denjenigen Luftteilchen, iiber die der tragende Raum
hinweggegangen ist, und zwar gehtren zu einer Wirbellinie je-
weils diejenigen Luftteilchen, die durch ein und denselben Punlkt
des tragenden Raumes hindurchgegangen sind.

Da im allgemeinen die vom tragenden System erzeugten Ge-
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schwindigkeiten klein sind gegentiber der Bewegungsgeschwindig-
keit des Systems, gibt diese Aussage bereits ein recht anschan-
liches Bild von dem Wirbelsystem. Die Quellen und Senken der
Verteilung y befinden sich zumeist in der Gegend der Fliigelenden,
es sind also die hauptséchlichsten Wirbel hinter den Fliigelenden
zu erwarten.

8. Die gesamte Luftkraft!) in einem tragenden Raum R er-
gibt sich nach () zu

k= [f der=offfR(r><V)df- ®)

Die Geschwindigkeit v besteht dabei aus zwei Bestandteilen, der
Geschwindigkeit im Unendlichen V und der Geschwindigkeit v*,
die von dem Wirbelfelde y+ e herriihrt und mittelst der Biot-
Savart'schen Formel berechnet wird. Es ist also

= Vv = v+ff ("“’x' dr ©)

wo  den Fahrstrahl vom Sitz des Wirbels bis zum Aufpunkt be-
deuntet, fiir den v* gerechnet werden soll. Die Integration ist auf
den gesamten von Wirbeln erfiillten Raum zu erstrecken.

Die Gesamtkraft in einem tragenden Raum R wird demnach

K= "(fffR"d')xv (10)
e

wobei sich die ungestrichenen Gréfen auf die Integration der
Gleichung (8) im Raum R, die gestrichenen dagegen auf die Inte-
gration der Gleichung (9) im gesamten von Wirbeln erfiillten Raum-
gebiet beziehen. Der Vektor r ist von dem gestrichenen nach
dem ungestrichenen Raumelement hin gerichtet.

Fiir den Fall, daB die gebundenen Wirbel im ganzen Raum
zu ein und derselben Richtung parallel sind, 1i8t sich Formel (10)
fiir die Gesamtkraft aller tragenden Wirbel noch vereinfachen.
Es ist némlich hier das Integral

f f f f f f ﬁ%?rld*df' =0, (11)

1) Diese ist in den folgenden Darlegungen immer zu verstehen als die von
dem Fliigel oder Fliigelsystem auf die Luft ausgeiibte Kraft. In der Flugtechnik
pflegt man die ihr entgegengesetzt gleiche Kraft, die durch die Luftbewegung am
Fliigel hervorgerufen wird, zu betrachten,




22 L. Prandtt,

da je zwei Betridge, die durch Vertauschung von y und y' aus-
einander entstehen, wegen des dabei eintretenden Vorzeichen-
wechsels von r einander gegenseitig aufheben. Es braucht also in
diesem Falle nur das der freien Wirbel ¢ beriicksichtigt werden?).
Diese Beziehung gilt natiirlich nicht mehr, wenn der Integrations-
raum R nur einen Teil des gesamten tragenden Raumes umfaBt,
da jetzt die Integrationsgebiete der dr und dr’ verschieden sind,
und deshalb die Vertauschung nicht bei allen Paaren von Raum-
elementen moglich ist.

9. Zur Vereinfachung der Uberlegungen ist es zweckmibBig,
einen ,tragenden Faden“ zu betrachten, d. h. ein Raumgebilde von
dem kleinen Querschnitt F, dessen Lingserstreckung dem Verlaufe
der Wirbellinien des Feldes y folgt. Es ist also in Formel (8)
dr = dF .ds zu setzen, wobei anzumerken ist, daB ds|y ist, wes-
wegen eine Vertauschung der Faktoren ds und ¢ in den vekto-
riellen Produkten erlaubt ist. Man kann deshalb schreiben:

K= efffyxv-dF.ds = g/'ffrlsxv.dF.y.

Ersetzt man v innerhalb eines jeden Querschnittes ' durch seinen
dortigen Mittelwert v, so kann auch geschrieben werden:

k = gfsdsx(iffpdr.y) - gfdsxv.r. (12)

Dies ist eine Verallgemeinerung des Kutta-Joukowki'schen Satzes
fiir den tragenden Faden. Die Berechnung von v hat mit Hilfe
der Gleichung (9) zu erfolgen.

Im Falle von isolierten tragenden Fdiden entsteht hierbei
dadurch eine Schwierigkeit, daB die Greschwindigkeiten in ein und
demselben Querschnitt F' untereinander sehr groBe Unterschiede
aufweisen, die gegen Unendlich gehen, wenn F gegen Null geht.
Bei einem einzelnen geraden tragenden Faden oder bei mehreren
unter sich parallelen geraden Fiden geniigt es, nach dem im vorigen
Abschnitt Gesagten, das Feld der freien Wirbel £ zu berechnen,
wobei diese Schwierigkeit nicht auftritt. Ist diese Vereinfachung
aber nicht anwendbar, dann kann man die Berechnung von v da-

1) Diese Beziehung stammt von meinem Mitarbeiter, Herrn M. Mank, und
ist in seiner Dissertation ,Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges“
enthalten. — Unter dem ,Feld der freien Wirbel ¢” ist hier dasjenige Geschwindig-
keitsfeld verstanden, das aus der Verteilung & mittels der Biot-Savart’schen Formel
folgt. Da die Verteilung & fiir sich allein nicht quellenfrei ist, ist der Wirbel
dieses leldes auch aunBerhalb der Verteilung ¢ von Null verschieden.
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durch erleichtern, da8 man zn dem gegebenen Wirbelfaden der y
einen unendlich langen geradlinigen Wirbelfaden von konstanter
Stirke addiert und wieder subtrahiert, dessen Wirbelverteilung 5’
in dem Element F .ds mit der des gegebenen Wirbelfadens an der
Stelle s, y,, iibereinstimmt. Es ist jetzt, wenn v' die von dem
unendlich langen Wirbelfaden herrithrende Geschwindigkeit ist,
die Kraft in dem Element F.ds

F
dK=ff pe < (V+V* =V + V') dF - ds;

v¥—v ist nun im Querschnitt ¥ weniger stark veréinderlich als
v¥ weil die ortlichen Einfliisse, die die grofien Unterschiede in
den Werten von v* hervorgebracht hatten, beseitigt sind, denn in
dem Querschnitt, fiir den ‘v zu berechnen ist, heben sich y und
—y' auf; das noch verbleibende Integral

F
ff yy>< V'~ dF . dg

ist aber nach einer der Gl. (11) vollig analogen Betrachtung gleich
Null. Es bleibt also das Ergebnis, daf fiir die Berechnung von
K an Stelle von v* auch v* —v' eingefithrt werden darf, bezw. daf
in GL (12) v = V+(v*—v) gesetzt werden darf. Im iibrigen
verbleibt bei gekrtimmten tragenden Féden die ans der Theorie
der Wirbelringe bekannte Schwierigkeit bestehen, daf v logarith-
misch unendlich wird, wenn F bei endlichem I' gegen Null geht.

10. Die Bildung eines Wirbelsystems hinter den Tragflichen
hat zar Folge, daB bei der Beweguug der Fliigel kinetische Energie
in der Fliissigkeit zuriickbleibf. Dieser kinetischen Energie ent-
gpricht eine Arbeitsleistung der Krifte k oder, anders ausgedriickt,
ein bei der Fliigelbewegung zu iiberwindender Widerstand.
Nach G1. (3) stebt die Kraft k senkrecht anf der Richtung von v, es
ist also die Arbeitsleistung an der Volumeneinheit in dem Bezugs-
gystem, in dem der Fliigel ruht, k.v gleich Null. Setzt man
v = V4 v* so wird demnach

k-V= —k.v*

In dem Bezugssystem, in dem die ungestorte Fliigsigkeit ruht, be-
deutet der linke Ausdruck, aunfgefaBt als Produkt der Geschwindig-
keit V mit der in ihre Richtung fallenden Komponente der Kraft
k, die Arbeitsleistung eines Widerstandes, der rechte Ausdruck
dagegen, aufgefaBt als das Produkt der Kraft k mit der in ihre
Richtung fallenden Komponente der von dem Kréftesystem er-
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zeugten Geschwindigkeit v*, bedeutet die von dem Fliigel zur Er-
zeugung der Wirbelbewegung an die Fliissigkeit abgegebene Ar-
beitsleistung.

Unter Beriicksichtigung von GI. (5) ist die Arbeitsleistung an
der Volumeneinheit gleich

PV ¥V = p<V, v*

(wegen y><v*,v* = 0!), also ist die gesamte Arbeitsleistung
(W = Widerstand):

K.V = W-V=ff p<V.vds =

- fffRff yxv.i;g;')T,x—E—drdt'. (13)

In dem Sonderfall, da8 alle tragenden Wirbel parallel sind, gilt
wieder die gleiche Uberlegung, die zu Gl. (11) gefiihrt hat, es ist
also auch hier ausreichend, die von ¢ herrithrenden Beitrige zu v
bei der Widerstandsberechnung zu beriicksichtigen:

W.V = fffRfffyxv.i—;(;,idzdzﬁ (13a)

C. Notwendige Vereinfachungen.

11. Die strenge Behandlung der im Vorstehenden dargelegten
Ansitze bietet bei dem heutigen Stande der Mathematik noch un-
tibersteigliche Hindernisse. Man ist deshalb gezwungen, Nihe-
rungsverfahren einzuschlagen. In dieser Richtung war der Ge-
danke sehr fruchtbar, nach denjenigen Beziehungen zu fragen, die
sich im Falle sehr kleiner Luftkréfte ergeben. In diesem
Fall erhidlt man offenbar eine ,Niéherung erster Ordnung, wenn
bei allen vorkommenden Griéfen jeweils nur das Glied niedrigster
Ordnung beibehalten wird. Dadurch erhilt man einen linearen
Zusammenhang zwischen den Kriiften und den Zusatzgeschwindig-
keiten v*, wodurch die Superposition anwendbar wird,und sich
alle Vorteile der linearen Theorien einstellen. Es steht natiirlich
nichts im Wege, die lineare Theorie mittelst der Methode der
schrittweisen Annidherung nachtriiglich zu verfeinern; jedoch zeigt
die Anwendung der Theorie auf die praktischen Aufgaben, daB
bereits die lineare Theorie fiir die meisten Fille aunsreicht.

Bei dieser ersten Nidherung werden die durch das Wirbel-
system erzeugten Zusatzgeschwindigkeiten v* als iiberall klein
gegen die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung V an-
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gesehen, sodaB v*, wo es als Summand neben V vorkommt, ver-
nachléssigt werden darf. Die freien Wirbellinien, die nach dem
unter Nr. 6 Gtesagten Stromlinien sind, gehen durch Vernachlissi-
gung von v* in Gerade iiber, die von der Hinterkante des Fliigels
parallel mit der Bewegungsrichtung nach hinten verlaufen. Man
iiberzeugt sich leicht, daB man einen relativen Fehler von der
Ordnung der kleinen Grife v*/V begeht, wenn man fiir die Be-
rechnung von v* am Ort des Tragfliigels diese Geraden an Stelle
der Stromlinien als Sitz der Wirbel annimmt. Die Berechnung
von v* wird hierdurch auBerordentlich vereinfacht.

Bei der Ermittlang der GroBe der Gesamtkraft X nach Gl
(10) kommt das zweite Glied als klein gegeniiber dem ersten in
Wegfall; bei der Berechnung des Widerstandes in der Bewegungs-
richtung, W, der von zweiter Ordnung klein ist, wenn die Ge-
samtkraft klein von erster Ordnung, ist dagegen gerade dieses
Glied ausschlaggebend.

12. Eine weitere Vereinfachung besteht darin, daB man von
der genauen riumlichen Verteilung der tragenden Wirbel ab-
sicht. In den meisten Féllen wird man sich damit begniigen, an
Stelle der in der Anmerkung zu Nr. 6 beschriechenen Wirbelfliche
fiir jeden Fliigel einen einzigen tragenden Wirbelfaden anzunehmen,
der durch die Schwerpunkte der Wirbelverteilungen der einzelnen
Querschnitte hindurchgezogen ist, und dessen Wirbelstirke in
jedem Querschnitt gleich der dortigen Gesamtzirkulation ist. Da
die in der Praxis verwendeten Fliigel meist ziemlich langgestreckt
sind, reicht diese Anniherung fiir viele Zwecke vollstindig aus.
Die Querabmessungen des tragenden Fadens sind fiir die meisten
Aufgaben ohne Belang; man spricht deshalb von ,tragenden
Linien“?).

Fiir den einfachsten Fall, némlich fiir eine einzige gerade
tragende Linie senkrecht zur Richtung von V (fiir den ,geraden
Eindecker“) seien im folgenden die Hauptformeln zusammenge-
stellt. Das Koordinatensystem sei folgendermafien festgelegt (vergl.
Fig. 4): die tragende Linie sei die X-Achse, die Y-Achse zeige

1) Wie eine nihere Betrachtung zeigt, reicht das Bild der tragenden Linie
nicht mehr aus fir solche Fligel, bei denen die Y Koordinate der Fliigelmittel-
linfe veranderlich ist (Fliigel in der Flugrichtung gekriimmt oder auch nur schrig
liegend). In diesem Fall muB die Verteilung des Auftriebes nach der Tiefe Be-
ricksichtigung finden, da in die Formel fir w Faktoren von der GroBemordnung
In b/t cingehen (b = Spannweite, ¢ = Fliigeltiefo), die bei # = 0 unendliche Werte

liefern wiirden.
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Fig. 41).
in der Richtung von ¥ nach hinten, die Z-Achse nach unten. Einer
Zirkulation der Strémung, die von Y nach Z dreht, entspricht
dann ein Auftrieb, der am Fliigel nach oben, an der Fliissigkeit
nach unten gerichtet ist (also die Hauptkomponente der Kriifte k
in der Richtung der positiven Z-Achsel).

Die Geschwindigkeit v* habe die drei Komponenten u, v und
w in der Richtung der X-, Y- und Z-Achse. An Stelle von ydz
in Gl (9) und (10) tritt das Wirbellinien-Element I'dz, an Stelle

von ¢dr das Wirbelflichen-Element — %— dzdy. Der Fliigel reiche

von # = a bis £ = b. Die Geschwindigkeitskomponenten am Ort

der tragenden Linie werden hiermit
=20 v = 0,

ar . _. ., ar
1) Statt rn in Fig. 4 ist 2 ™ lesen.
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w(x)——_l_fx’:b Tl wo2)dddy
47 Jor =ady=0 aa’ ((=— x')'+!/')&
1 pbdr de
) Wiy 14)

In dem letzteren Integral, dessen Integrand darch Unendlich lduft,
! —& ]
ist der ,Hauptwert® ( lim ( + ) zu nehmen, wovon
e==0 Jg e

man sich iiberzeugen kann, wenn man zunichst in dem Doppelin-
tegral die untere Grenze y = y, setzt und in dem damit erhal-
tenen einfachen Integral zar Grenze y, = 0 iibergeht.

Der Auftrieb, d.i. die Z-Komponente von K, ergibt sich ge-
mifl Gl (12) zu

b
- pr riz, (18)
a

der Widerstand (die Y -Komponente von K) gemif Gl. (18) oder
(13a) zu

W=gfa”rwdx.—. Mfff()f}f LA

Da es sich bei diesen Formeln um eine N#herung erster Ord-
nung handelt, sind sie nur zuléssig, wenn w wirklich iiberall am
Ort der tragenden Linie klein gegen ¥ bleibt. Dieses ist nicht
mehr der Fall, wenn I"' am Fliigelende einen von Null verschie-
denen Wert hat, denn in diesem Falle wiirde vom Fliigelende ein
Wirbelfaden von endlicher Stirke abgehen miissen, der eine um-
gekehrt proportional mit dem Abstande vom Fliigelende wachsende
Geschwindigkeit w ergdbe. Ein derartiges Anwachsen der Ge-
schwindigkeit kann aber, wenn der Anstellwinkel am Fliigelende
in der GrBenordnung der sonstigen Anstellwinkel bleibt, in Wirk-
lichkeit nicht vorkommen. Wir stellen daher fest, daB an den
Enden der tragenden Linie I' == 0 sein muB.

Anmerkung Nimmt man an, da8 der Auftrieb iiber den
groBten Teil des Tragfliigels in gleicher Stdrke verteilt ist, seine
Abnahme auf Null sich also auf kurze Stiicke an den Fliigelenden
beschrinkt, so sind alle abgehenden Wirbel auf einen schmalen
Bereich an den Fliigelenden zusammengedringt und kdnnen daher
angenihert je durch einen einzelnen Wirbelfaden ersetzt werden.
Auf dieses Schema, bei dem der Fliigel durch drei in nebenste-
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hender Art zusammengefiigte geradlinige Wirbelfadenstiicke von
gleicher Wirbelstirke ersetzt ist, gehen
alle unsere #lteren Untersuchungen zu-
riick. Dieses Schema ist immer zu-
lissig, wenn es sich um das Studium
eines EKinflusfes bandelt, den der Fliigel in einiger Entfernung
von dem Wirbelsystem hervorruft. Es ist mit Erfolg bei der
Untersuchung der gegenseitigen Beeinflussung benachbarter Fliigel
verwendet worden (FuBn.3—5 8. 1). Bei der Selbstbeeinflussung
des Fliigels muB es nach Obigem versagen!).

D. Anwendungen auf den Eindecker.

13. Die wichtigsten Aufgaben, die sich auf Grund der vor-
stehenden Ansidtze 16sen lassen, sind die folgenden drei:

1) Gegeben sei die Verteilung des Auftriebes iiber die Spann-
weite, ferner ¢ und V; gesucht ist die Fliigelgestalt, die diese Auf-
triebsverteilung hervorbringt, auflerdem der Widerstand.

2) Gegeben sei die Fliigelgestalt, gesucht die Auftriebsver-
teilung und der Widerstand.

3) Gegeben ist der Gesamtauftrieb und die Fliigelspannweite,
auBerdem ¢ und V; gesucht ist diejenige Verteilung des Auftriebes
iiber die Spannweite, bei der der Widerstand cin Minimum wird.

Uber die letztere Aufgabe wird noch zu sprechen sein; be-
ziiglich der ersteren beiden sei hier noch folgendes bemerkt: Bei
der ersten Aufgabe lassen sich die GroBen w(z) und W durch
reine Quadraturen ermitteln; mit der Kenntnis von w 148t sich
auch die Frage nach der Fliigelgestalt, allerdings nicht in eindeu-
tiger Weise, beantworten. Wenn die Gestalt des Fliigelprofils
und dessen aerodynamische Eigenschaften gegeben sind, dann kann
zu einer gegebenen Fliigeltiefe der Anstellwinkel und umgekehrt
zu einem gegebenen Anstellwinkel die Fliigeltiefe berechnet werden.
Die Durchfithrung dieser Aufgabe hat die folgende Annahme zur
Voraussetzung, die mindestens in dem Falle eines sehr langge-
streckten Fliigels unmittelbar einleuchtet: ein Fliigelelement, das

1) Ein unvollkommener Versuch, die Schwilchung des Auftriebes durch die
Randwirbel bei gegebenem Anstellwinkel zu berechnen, hat zu der bei sehr ling-
lichen Fliigeln immerbin Drauchbaren Formsl im Jahrbuch der Motorlnftschiff-
Studiengesellschaft 1910/11 (Springer, Berlin 1911) S.87 gefihrt, die allerdings
-~ wegen der nicht niher bekannten Zustinde an den Fliigelenden — noch eine
empirische Konstante enthiilt,
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unter dem Winkel arctgw/v zur Wagerechten angestrémt wird,
muf} unter dem Winkel

a« = arctg w/V+ o @an
angestellt werden, um denselben Auftrieb zu ergeben, wie ein
gleiches Element eines unendlich breiten Tragfliigels von konstantem
Profil, der unter dem Winkel o' angestellt und wagerecht ange-
stromt wird. Die Abhéngigkeit zwischen dem ,wirksamen Anstell-
winkel* o' und dem zugehtrigen Auftrieb kann aus Rechnungen
nach Art der Kutta'schen oder aus entsprechenden Versuchen ent-
nommen werden.

Ist ¢ die ,Fligeltiefe“, d.h. die Abmessung des Fliigels in
der Richtung von V, so kann I' = V¢ - f(a') gesetzt werden. Fiir
praktische Zwecke reicht es immer aus, f(a’) als lineare Funktion
von o anzusetzen: f(¢) = ¢,&' +¢, (nach den Kutta'schen Rech-
nungen erhilt man fir flache kreisbogenformig gewdlbte Fliigel,
wenn § den Zentriwinkel des Kreisbogens bedeutet,

fo) = mx’+§-ﬂ;

nach v, Mises!) hat die untere Grenze von ¢,, die bei den ge-
bréinchlichen Fliigelprofilen auch nicht viel iiberschritten wird, den
Wert x).

Die zweite Aufgabe ist die Umkehrung der ersten. Sie ist
im allgemeinen viel schwieriger zu behandeln als diese, da sie
nicht auf Quadraturen, sondern auf eine Integralgleichung fiihrt.
Schreibt man w/V statt arctgw/V, so fithrt unser Ansatz

w/V+e = a(x) = gegebene Funktion von z
unter Beriicksichtigung von Gl (14) zu der Gleichung:

1 sqr da' r 6 .
7 ), W o= T e, T 4O (18)

Im folgenden seien zwei Beispiele fiir die Durchfiihrung dieser
Aufgaben des Néberen ausgefiibrt.

14. Bei einem unendlich langen Tragfliigel sei der Auftrieb
eine periodische Funktion des Ortes. Durch eine Fourier - Zer-
legung gelangt man hier zu einzelnen Gliedern von der Form
I = Icospzr. Die zugehorige Geschwindigkeit w wird gemi8

I T ®ginua' de'
GL.(14) w=4- f snprdy,

—_00

1) v. Mises, ,Zur Theorie des Tragflichenauftriebs®, Zeitschr. f. Flugt. u.
M. 8 (1917) 8. 157.
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mit u (@ —z) = u wird

4w . + oo + 00 i
F = smy.‘vf ___cos“udu +cosy:z:f L L .

w —_00 —0oQ u

Das erstere dieser beiden Integrale ist = 0, das zweite = =),
so daB also

uI’

w = . = ——
COS U 7

b

wird. Es werde nun I' = V{c, o' gesetzt, was ohne weiteres zu-
lissig ist, wenn man die Anstellwinkel von derjenigen Richtung
zum Profil aus rechnet, in der man das Profil anblasen muf, um
den Auftrieb Null zu erhalten; dann ist der von dieser Richtung
aus gerechnete Anstellwinkel

s L1 ey _ o
e=aty = V(c,t+?)‘“(1+1‘”)'

Fiihrt man die Wellenlinge 4 = —2‘—;— ein, so wird

xe,t
217

el = 1+ (19)

da nach v. Miges?) ¢, immer ungefdhr = = wird, ergibt sich die
Néherungsformel

a/e’ ™14+ b4,

Der Widerstand fiir die Lénge !/, die eine ganze Anzahl von
Halbperioden betragen mag, wird gemiéf Gl. (16)

- ) -
W = F;Lcos’yx dz = gl_g_"_“_. (20)

Handelt es sich uam eine beliebige periodische Auftriebsverteilung,
so ergeben in dem Ausdruck fiir den Widerstand die gemischten
Glieder in der Fourier-Entwicklung fiir die Periode den Wert
Null; der Widerstand erhilt damit den Wert

W= Q—SZ-Z;L_I—"- (208)

Die zweite Aufgabe ist bei diesem Beispiel nicht schwieriger

1) Vergl. etwa Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 8. 19.
2) 8. Note 1 auf vorhergehender Seite.
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zu losen als die erste. Man braucht nur den als Funktion von z
gegebenen Anstellwinkel & in eine Fourier-Reihe zu zerlegen und
zu jedem Glied den zugehdrigen Wert von «' bezw. von I' zu er-
mitteln und diese Werte wieder zusammenzusetzen. Es mag da-
rauf hingewiesen werden, daf nach dem oben angegebenen Zu-
sammenhang zwischen « und &’ bei abnehmender Wellenlinge bezw.
zunehmender Flichentiefe der Betrag der Auftriebsschwankung
immer mehr gegen den Betrag der Winkelschwankung zuriickbleibt.
Dieses Verhalten findet darin seine Begriindung, da8 bei kurz-
welligen Schwankungen des Anstellwinkels der Ausgleich der Strs-
mung nach der Seite immer stdrkeren Anteil erhélt. Irgendwelche
Unstetigkeiten im Verlauf des Anstellwinkels spiegeln sich daher
in der Auftriebsverteilung nur sehr abgeschwicht wieder.

15. Wichtiger als dieses Beispiel ist das folgende, das sich
auf den endlichen Fliigel (Eindecker) bezieht. Es hat lange Zeit
Schwierigkeiten gemacht, geeignete Funktionen fiir die Auftriebs-
verteilung zu finden, Dei denen nicht an den Fliigelenden praktisch
unwahrscheinliche Singularititen auftreten. Die Lidsang brachte
danau (November 1913) der Ansatz:

= \I-F@,+0LE+LE+: )

mit § = 2:5/2, wo b die Spannweite ist. Fiir die Behandlung
der hier entstehenden Integrale mag zunidchst angemerkt werden,
daB?)

+1 1 g m=n
f —L =2 p b
-1 V1-=-7®n-¥) m=0

und

+1
[ e VIZPdt = mg,

ist, worin p, = ;2 3:_1 und ¢, = p,/2n+2 ist, also

po=1 g =1}

n=1 7, = %
p, =4 %, = 1%
2= Ts % = 18z

Hiermit erhdilt man gemif Gl. (14) bis (16)

1) Die Form der Darstellung stammt von A. Betz (1917).



32 L. Prandtl,

x
4 = ”ggbyzanm (21)
forner, mit p_, = 0,

1 m=n - _ .
w= gy S|l S e @n+Dpa—2nn )l @)

m=

m=k

24 /
W = —4'9* zz {Fn' r,k 2 Gism (k2k+ l)p"—m—gkpbm—x)}' (23)
1k m=0

Die Ausrechnung der Zahlwerte fiir die ersten Glieder der Reihen-
entwicklungen ergibt:

A=ZebV(L 4+ + 4T+ ) @1a)

{[,+T,BE -+, (BE — 38— fg) +--]  (229)

W =

20
W=+ 0L+ D0+ -

+30 +H LT+ (23a)
+ate it |
Mit Hilfe dieses Ansatzes konnte die Frage nach derjenigen
Anuftriebsverteilung, die fiir gegebenen Gesamtauftrieb den kleinsten
Widerstand liefert, in Angriff genommen werden. Die Ausrech-
nung') ergab das sehr bemerkenswerte Resultat, daf das Minimum
dann eintritt, wenn alle I',, mit Ausnahme von I', gleich Null
sind, also der Auftrieb nach einer halben Ellipse iiber die Spann-
weite verteilt ist. Dies Ergebnis hingt damit zusammen, daB" die
Zahlenkoeffizienten der Glieder I', I',, in der Formel fiir den Wider-
stand mit denen der Glieder I,, in der Formel fiir den Auftrieb
iibereinstimmen, wiihrend der Faktor von I'} die Hilfte des Fak-
tors von I', ist. Die Geschwindigkeit w ergibt sich fiir diese Li-
spng als iiber die Spannweite konstant! Eliminiert man I, aus
den Gleichungen, so wird

24
Y= eV (24)
W A, .

1) Von E. Pohlhausen Ende 1918 durchgefiibrt.
2) Erste Verdflentlichung in einem Aufsatz von Betz, Zeitschr. f. Flugt. u.

M. 5 (1914) 8. 239.
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Die Form eines Tragfliigels dieser Art ergibt sich, wenn festge-
setzt wird, daB die Profilform und der wirksame Anstellwinkel o'
konstant sein soll, als durch zwei Halbellipsen begrenzt, vergl.
Fig. 6; da w konstant ist, wird auch der geometrische Anstell-
winkel « ilber die ganze Spannweite
konstant.

Fir derartige Tragfliigel 1li6t sich
nun, wie man sieht, an Hand der obigen
Formeln die Abhingigkeit der Luftkrifte
vom Seitenverhéltnis studieren. Die di-
mensionslose (rgBe ¢, = i%” wo F der
Flidcheninhalt des Fliigels und g =4¢ V*
der Staundruck ist, ist nach unseren bis-
herigen Annahmen (vergl. Nr. 13) bei
gegebener Profilform eine reine Funktion
des wirksamen Anstellwinkels o (aém-
lich ¢, = 2f(¢')); der zugehdrige geo- L ~
metrische Anstellwinkel ergibt sich aus —_
der Beziehung

« = a'+ﬂV = o+ ;fl (26)

Uber den Widerstand in einer wirk- A 1
lichen Fliissigkeit, wie er sich aus den i
Versuchen ergibt, wird die Annahme ge- Fig. 5.
macht, daf er aus zwei Teilen bestzht, némlich aus dem hier be-
trachteten Widerstand und einem aus Luftreibung und schédlicher
Wirbelbildung bestehenden Widerstand, der bei gegebener Profil-
form nur von « abhiingt (Fiir diese beiden Anteile des Wider-
standes haben sich die Namen ,induzierter Widerstand® und ,Profil-
widerstand“ eingebiirgert. Der erstere Name soll darauf hinweisen,
daB dieser Widerstand durch die gegenseitige Beeinflussung
der einzelnen Tragfliigelteile zustande kommt, der letztere, daB
es sich um eine Eigenschaft des ,Profils handelt) Wird
W= W,+ W, geschrieben und werden die dimensionslosen Grofen
w W

€y = —=, €, = — und ¢ W
'w—qu w; qF Wy qF

eingefiihrt, so wird anter Beriicksichtigung von Gl. (25)



34 I. Prandtl,

I '
cwi - Ry zl
und damit also
aF
cw == zbi + cqgo (a ) (27)

Man kann also, wenn man ¢’ oder, was praktisch auf dasselbe
hinauskommt, ¢, als unabhéingige Veridnderliche nimmt, von einem
Fall auf irgendeinen anderen Fall mit anderem Seitenverhiltnis
umrechnen; denn es gilt fiir je zwei entsprechende Zustéinde, fiir
fir die ¢, = ¢, ist,

o (Fy _F

o -, = c?('é*‘"?‘) 264)
¢, (F, F,

0101 hand cu,2 = —; <b—£ - b—:') . (27 au)

Es ist das Verdienst meiner Mitarbeiter A. Betz und M. Munk?),
nachgewiesen zu haben, daf diese Formeln mit gutem Erfolg auch
auf Tragfliigel von anderem als elliptischem UmriB angewendet
werden diirfen. In der Tat zeigt sich, daf sie eine fiir die prak-
tischen Bediirfnisse ausreichende Darstellung der Abhiéngigkeit der
Luftkrifte vom Seitenverhéltnis ergeben und gestatten, aus den
mit einem Seitenverhdltnis gemachten Beobachtungen auf irgend-
welche Anwendungsfille mit anderem Seitenverhiltnis umznrechnen.
Daf die Formeln auch bei anderen Umrissen einigermaBen stimmen,
diirfte seine Begriindung darin haben, da8 die Auftriebverteilung
auch z. B. im Falle eines rechtcckig umrandeten Fliigels nicht
allzu stark von der elliptischen abweicht?). Beim Widerstand,
fir den die Formeln genauer stimmen als beim Anstellwinkel,
liegt eine Erklirung auch darin, da8 der Widerstand der ellipti-
schen Verteilung ein Minimum ist und die Verdnderlichkeit einer
Grole in der Nachbarschaft des Minimums nur gering ist®).

1) s. die Literaturangabe im Anhang, S. 95.

2) Die Durchrechnung von Beispielen zeigt, da8 der in den Gleichungen
(21) und (22) zum Ausdruck kommende Mechanismus bei verhaltnismiSig geringen
Anderungen der Auftriebsverteilung sehr erhebliche Anderungen in der Verteilung
der Geschwindigkeit 0 liefert, oder anders ausgedriickt, daB bei Abweichung der
Flugelgestalt von der Abb. 5 die dabei auftretende Vertikalgeschwindigkeit w eine
ausgleichende Wirkung von der Art hat, daB die Anderung der Auftriebsvertei-
lung erheblich hinter derjenigen Anderung zuriickbleibt, die auf elementarem
Woge aus der Anderung der Fliigelgestalt gefolgert werden wiirde. Fiir kleine
Seitenverhiiltnisse b/t gilt dies in hiherem Mafe wie fiirr groBe.

3) Eine Nachrechnung der in, Teddington (Technical Report of the Adv.
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Der soeben geschilderte Erfolg der Theorie veranlaBte uns,
auch fiir zusammengesetzte Fliigelsysteme entsprechende Bezie-
hungen zu suchen, Uber die Ergebnisse dieser Untersuchungen,
sowie iiber andere Aufgaben und Fragen der Tragfliigeltheorie
gsoll in einer zweiten Mitteilung berichtet werden.

Comm. f. Aeron. 1912/13. London 1914 8.97 u.{f)) auf Grund von Druckyertei-
lungsmessungen ermittelten Auftriebsverteilung filr einen rechteckigen Fliigel vom
Seitenverhéltnis 6:1 nach Formel (21) und (28) ergab gegeniiber der Ellipse
einen um rd. 39, gréSeren Widerstand.




Aus den Nackrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gbttingen.
Mathematisch-physikalische Klasse, 1919, 8. 107 bis 187.

Tragfliigeltheorie.
II. Mitteilung.
Von
L. Prandtl.

Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Februar 1919.

A. Mehrdeckertheorie.

1. Als Vorarbeit fiir die Durchbildung der Theorie des Mehr-
deckers anf der Grundlage der in der ersten Mitteilung gegebenen
Ansiitze fiir die Fliigeltheorie der ersten Ordnung sei zunichst
die Aufgabe behandelt, von der Storungsgeschwindigkeit, die von
einer ,tragenden Linie* mit gegebener Auftriebsverteilung her-
rithrt, an einem Aufpunkt A die Komponente nach einer gege-
benen Richtung zu ermitteln (in den Anwendungen wird es sich
hauptsiichlich um die Richtung senkrecht zu einer anderen den
Aufpunkt enthaltenden tragenden Linie und senkrecht zur Flug-
richtung handeln).

Die Aufgabe werde zunidchst auf Grand der in Nr. 12 der
I. Mitteilung angegebenen Beziehungen fiir den Fall geldst, daB
sowohl die tragende Linie wie auch der Aufpunkt und die vor-
gegebene Richtung in ein und derselben Ebene senkrecht zur Flug-
richtung (einer ,Querebene“) enthalten seien. Dann ist die Wir-
kung der Querwirbel gleich Null, und die Lingswirbel ergeben
fiir die Geschwindigkeitskomponente in der Z-Richtung (vergl. Abb. 1)

bar
— mfd Smﬂd 28)

Da an den Fliigelenden I' = 0 ist, 1iBt sich durch partielle In-
tegration hierfiir schreiben:
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1 m d (ginp
lu o —— .
45 L Fd_s ( a )ds.

Wihlt man den Aufpunkt zum Koordinatenursprung und die vor-
gegebene Richtung zur Z- Achse, so wird sinf/a = z[a’, ferner

Abb. 1.

—— == (08§ ei—sine—?—; biermit ergibt sich nach kurzer Rech-
ds oz Os

d (sinfy _ 1 _
nung d_s( ) = v ¢os (28 —¢) und also

a
1 rircos(28—
°= 74;jo. = Ez’ﬁ ) gs. 29

Mit Hilfe dieser Gleichung 148t sich sofort der Widerstand an-
schreiben, der dadurch entsteht, daB ein Fliigel 1 unter dem Ein-
flud der Storung steht, die von einem in derselben ,Querebene
befindlichen Fliigel 2 ausgeht. Die Storungsgeschwindigkeit senk-
recht zu einem Element des Fliigels 1 heifle w,; der Widerstand
wird dann gemidf den Darlegungen in Nr. 12 der I. Mitteilung :

W;i = OIFLdsx‘wu

oder wenn w,, nach Gl (29) eingesetzt wird, wobei gemd8 Abb.1
p, anstelle von g —¢, ferner g, anstelle von § geschrieben wird:

W, — szlflz I, T, cos (ﬁ,’+ B,)ds, dsJ_. (30)
4n o Yo a

Das Doppelintegral ist in den GroBen von Fliigel 1 und 2 voll-
stindig symmetrisch gebaut; wir schlieBen daraus, daf der Wider-
stand, der am Fliigel 2 durch die Gegenwart des Fliigels 1 ent-
steht, von derselben Grofe sein muB, wie der hier berechnete,
daB also



38 L. Prandtl,
Wu = W’n

ist. Diese Gegenseitigkeitsbeziehung ist fiir die Folge von groBer
Wichtigkeit. Sie ist von meinem Mitarbeiter Dr. M..Munk auf
einem andern Wege gefunden worden. Da es offenbar nicht daraunf
ankommt, daf die zusammengefaSten tragenden Elemente jeweils
zu einem einzigen Fliigel gehéren, 148t sich der Satz aunch so aus-
sprechen:

»Qreift man aus einem tragenden System, dessen Elemente
simtlich in einer ,Querebene“ enthalten sind, zwei Gruppen
beliebig heraus, so ist derjenige Widerstandsanteil, den die
Gruppe 1 durch das Geschwindigkeitsfeld der Gruppe 2 erfihrt,
ebenso grofl, wie derjenige von Gruppe 2 im Feld von Gruppe 1¢.

Anmerkungen: 1) Der gegenseitige Widerstand zweier unter-
einander befindlichen Fliigel ist positiv, der von zwei nebenein-
ander befindlichen Fliigeln dagegen negativ; durch erstere Anord-
nung wird also der Gesamtwiderstand gegeniiber dem Zustand
weit voneinander entfernter Fliigel vermehrt, durch letztere ver-
mindert.

2) Die bei der Ableitung von Gl (29) benutzte partielle Inte-
gration 1d8t eine anschaumliche Deutung zu: die Geschwindigkeit
w erscheint hierin aufgebaut aus den Beitridgen von lauter infini-
tesimalen Fliigeln von der Liénge ds und der Zirkulation I. Der
Integrand von Gl.(29) stimmt in der Tat, wie man schon aus der
Ableitung entnehmen kann, iiberein mit der Gteschwindigkeit, die
von zwei im Abstande ds befindlichen Wirbellinien von entgegen-
gesetzt gleicher Wirbelstirke = I' hervorgebracht wird. Das
Doppelintegral in G1. (30) darf in diesem Sinn aufgefaBt werden
als die Summe der Wirkungen der Wirbelschweife aller tragenden
Elemente ds, auf alle tragenden Elemente ds,.

3) Die GHleichungen (29) und (30) verlieren ihre Anwendbarkeit,
wenn der Wert a = 0 vorkommt, da sie in diesem Fall die Form
00 — 0o gnnehmen. Sie sind deshalb auch ungeeignet zur Be-
rechnung der Gteschwindigkeit w, anf dem Fliigel selbst und zu
der des Eigenwiderstandes eines Fliigels. Fiir diese Grofien steht
jedoch die auch sonst verwendbare GI. (28) zur Verfiigung, wobei
hier von dem Integral der Hauptwert zu nehmen ist. Grundsétz-
lich ist allerdings auch eine Ermittlung mit Gl. (29) und (30) auf
dem Wege denkbar, daf die gegenseitige Einwirkung von zwei
sehr benachbarten Fliigeln gleicher Art berechnet und im Endre-
sultat zom Grenzfall des Zusammenfallens der beiden Fliigel iiber-
gegangen wird. Aus einer entsprechenden Uberlegung folgt u. a., da8
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die Beziehung W, = W,, auch fiir den Grenzfall zweier riumlich
zusammenfallender, im iibrigen aber beliebiger tragender Systeme
gilt. Hiervon wird in Nr. 5 Gebrauch gemacht werden.

2. Zur Untersuchung des allgemeinen Falls werde zuniichst
das Feld berechnet, das ein tragendes Element von der Liinge ds
mitsamt dem abgehenden Wirbelpaar in irgendeinem Raumpunkt
hervorbringt. Der Koordinatenursprung werde in das tragende
Element gelegt, die Richtung des Elements werde zur X-Achse
gemacht; dann ist zundchst die von einem einzigen abgehenden
Wirbel erzeugte Geschwindigkeit, mit ¢’ = 2'+2', ' = o'+ 4"
und rll o al+(y_y')l .

kN °°dysmq>___1l ®dy.a _ I 1 y)
f 4n J, " —4za(+—’

also ihre Komponenten :

=0 = 1% ¥
% 4ara (1+ ) v—-O,w-——W(1+—r—).
Das abgehende Wirbelpaar gibt:
du, = ~§5ds, o, = 0; dw, = — 2% gs,
oz

Hierzu kommt noch die Wirkung des Querwirbels:

Ids « ' Ids
du, = 0; dv, = ~dr 7 dw, = s —3'/7
Nach einer kurzen Zwischenrechnung ergibt sich, wenn die aus
Abb. 2 ersichtlichen Winkel eingefiihrt werden:

du = Fds {(1+ ina) sin 2ﬂ sin a;lgn 2/3}
)y
Fds cosacosﬂ
I =~ @
dw = Fds {(1+ sin o) c02’2ﬂ + sin ar(:os ﬂ}

Zur Berechnung des Anstellwinkels und des Widerstandes
braucht man die Geschwindigkeitskomponente w, senkrecht zur
Flugrichtung und senkrecht zur Richtung des beeinflaften tra-
genden Elementes. Ist dieses (1 in Abb. 3) gegen die X-Achse
unter dem Winkel ¢ geneigt, so ist
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Abb. 2. Abb. 8.
dw, = dw cos &+ du sin &
Ids . cos(2f—¢&) , sinecos fcos(f—
— o {2y Bos @ 2. @1
Der Widerstand, der an einem tragenden Element 1 durchk das
Feld des tragenden Elementes 2 entsteht, ist nun
aW, = eIds,.duw,.

Die Ausrechnung ergibt, wenn wieder 8, fiir §—¢ und B, fiir 8
eingefiihrt wird,

oW, = 2Ll T ds {(1 toin S8t Br) | sinccos f, coaf } (32)

Der Widerstand, den das Element 1 an dem Element 2 ver-
ursacht, wird, wie leicht ersichtlich, erhalten, wenn fiir «, 8, und
B, «~m=m B,+= und §, += gesetzt wird. Hiermit wird

d W“ . el dsi;‘Fl fdi{(l — gin «) cos (fz:,"' ﬁl) — sine cojfa cos ﬂl }. (32&)

Die beiden Widerstandsanteile sind also nur dann gleich,
wenn beide Elemente in derselben Querebene liegen. Sebr bemer-
kenswert ist, daB die Summe d'W,, +d' W, auch im allgemeinen
Fall unabhiingig von « ist. Durch Integration iiber zwei Gruppen
von tragenden Klementen ergibt sich demnach die Summe der
beiden gegenseitigen Widerstédnde zu

W"-i- I’Vu — %ffrlpl dsxdsl('l.cos(ﬁl +ﬁs) , (33)

also unabhéingig von «,d.h. von den y-Werten der einzelnen tra-
genden Elemente. Diese Summe bleibt daher ungeéndert, wenn
die beiden tragenden Gruppen in der Flugrichtung gegeneinander
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verschoben werden. Da der Gesamtwiderstand eines tragenden
‘Systems aufier solchen gegenseitigen Widerstdnden noch die Eigen-
widerstdnde enthilt, die von einer Verschiebung des zugehirigen
Fliigels in der Flugrichtung natiirlich ebenfalls unabhingig sind,
148t sich der Satz aussprechen:
nDer Gesamtwiderstand eines beliebigen Tragwerks %) bleibt
ungeéindert, wenn die tragenden Elemente, ohne ihre Auf-
triebskriifte zu déndern, in der Flugrichtung gegeneinander ver-
schoben werden (oder wenn, wie man sagt, ihre ,Staffelung
geindert wird).

Dieser Satz ist ebenfalls von Munk gefunden und in seiner
Gottinger Dissertation ?) auf andere Art bewiesen worden. Zaur
Vermeidung von MiBverstdndnissen sei betont, daB die Anstell-
winkel der einzelnen tragenden Elemente bei der Verschiebung
entsprechend den Anderungen der normalen Geschwindigkeitskom-
ponenten w«, so zu #ndern sind, daB die wirksamen Anstellwinkel
(vergl. Nr. 13) und daher auch die Auftriebskrédfte unverindert
bleiben.

Der innere Grund fiir die Unabhingigkeit des Gesamtwider-
standes von der Staffelung ist der, daf die Widerstandsarbeit
gleich der in der Wirbelbewegung hinter dem Tragwerk zuriick-
gelassenen kinetischen Energie ist; es kommt also nur auf dieses
Wirbelsystem selbst an, nicht auf die genaueren Umstdnde, unter
‘denen es erzeugt worden ist.

Die tragenden Elemente sind bisher immer senkrecht zur Flug-
richtung angenommen worden. Eine tragende Linie, die schrig
zur Flugrichtung verlduft, kann fiir die Berechnung von gegen-
seitigen Widerstinden, wenn der Wert a = O ausgeschlossen bleibt,
unbedenklich durch eine aus Elementen der hier betrachteten Art
zusammengesetzte Treppenlinie ersetzt werden. Fiir die Berechnung
des Eigenwiderstandes von solchen Fliigeln bestehen die in Fufnote
S. 17 der I. Mitteilung bereits erwiihnten Schwierigkeiten, die eine
Daurchfithrung der Integration in endlichen Ausdriicken nur zu-
lassen, wenn von dem Bilde der tragenden Linie abgegangen und
und die Verteilung des Auftriebes nach der Tiefe beriicksichtigt
wird. Nach der vorangegangenen Uberlegung iiber die Wirbel-

1) Mit dem Wort ,Tragwerk“ werde im folgenden die allgemeinste Form
eines tragenden Fliigelsystems bezeichnet, im Gegensatz zu den speziellen Formen
des Eindeckers, Zweideckers usw.

2) Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges, Gottingen, 1918;
z. Z. im Druck.
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energie ist es jedoch ersichtlich, daf nicht nur die in diesem Ab-
schnitt abgeleiteten Sidtze auch fiir derartige Fliigel gelten, son-
dern auch deren Eigenwiderstand mit dem der ihnen entsprechenden
ganz in der Querebene liegenden tragenden Linie tibereinstimmen.

8. Fiir ein Fliigelsystem, bei dem die relative Verteilung des
Auftriebs innerhalb jedes einzelnen Fliigels festgelegt ist, ergibt
sich durch Anwendung von GIl. (16) und (33) der Gesamtwider-
stand als eine (definite) quadratische Form der Fliigelauftriebe
A,, A, ... 4,. Mankann daher nach Ermittlung der Koeffizienten
der Form leicht die Aufgabe 16sen, bei gegebenem Gesamtauftrieb
34 A4, bis 4, so zu bestimmen, daf der Gesamtwiderstand ein
Minimum wird. Die Koeffizienten fiir Tragwerke, die aus geraden
Eindeckern bestehen, deren Mittelpunkte sdmtlich in einer die
Flugrichtung enthaltenden Lotebene liegen, habe ich unter der
Annahme berechnen lassen, daB der Auftrieb iiber jeden einzelnen
Fliigel nach einer halben Ellipse verteilt ist, und habe die prak-
tischen Folgerungen aus diesen Ergebnissen in einem Aufsatz in
den ,Technischen Berichten der Flugzeugmeisterei* gezogen?).
Hier mag aus den Ergebnissen das Folgende kurz erwihnt werden :
Der gegenseitige Widerstand von zwei Fliigeln mit den Spann-
weiten &, und b, und dem senkrecht zur Flugrichtung gemessenen
Abstand % kann geschrieben werden

64, A,
Wu = W, = mqb, b, ’ (34)
. . . b, +b,
wobei der Zahlenfaktor ¢ eine Funktion von A/ —5 und p =

b,/b, ist. Die Ausrechnung ergab folgende Tabelle :

Tabelle 1. Werte von 6.

2h/(b, +b) = 0 |0,06 |01 015 (02 (08 |04 |03

b,/b, = 1,0(1,000 {0,780 | 0,655 | 0,661 | 0,485 |0,370 | 0,290 |0,230
0,8]0,800 {0,690 |0,600 | 0,523 | 0,459 | 0,355 | 0,282 | 0,225
0,6[0,600 {0,540 | 0435 | 0,437 0,394 0,315 0,255 | 0,210

Fiir den wichtigsten Fall, b, = b,, kann folgende Niiherungs-
formel fiir ¢ angewandt werden:

1) ,Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern®. T.B. Bd. III, 5. 309.
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1—0,66 k/b

= 1058 +37h5 (35)

Als Beispiel mtgen die Ergebnisse fiir einen Doppeldecker mit
den Fliigelspannweiten b, und b, (= 5,) und der Hthe % niher an-
gegeben werden. Der induzierte Widerstand wird

1
g by

dieser wird ein Minimum fiir
1
4,:4, = (p—o :(—-—6);
bB=a): {3
der Wert dieses Minimums ergibt sich zu

_ A4y 1-g
e A T

W =

(A3+20p 4, 4, +p* 4 (36)

(37)

Der erste Faktor dieser Formel ist der Widerstand eines
Eindeckers von der Spannweite 6, mit dem Auftrieb 4, + 4,. Da
fiir A > 0 immer 6 < p ist, wird der zweite Faktor immer kleiner
als 1.

Wird die groBere Spannweite b, vorgeschrieben, die kleinere
aber freigelassen, so ergibt sich der kleinste Widerstand fiir 5, = b,
und 4, = A4,. Der zweite Faktor von Gl. (37) wird hier }(1+o).

Das Verhéltnis des induzierten Widerstandes eines Tragwerks
zu dem des Eindeckers mit gleicher Spannweite und gleichem Ge-
samtauftrieb werde allgemein mit » bezeichnet. Dann besteht fiir
ein Tragwerk, sobald der zugehirige Zahlwert von » bekannt ist,
die Moglichkeit der Umrechnung von einem Eindecker, fiir den
Versuchsergebnisse vorliegen migen, in derselben Weise, wie dies
in Nr. 15 der I. Mitteilung fiir die Umrechnung von Eindeckern
untereinander dargetan ist. Gleiches gilt auch von Fliigelsystemen
untereinander. Fiir den Widerstand von zwei Tragwerken gilt
also bei gleichem ¢, entsprechend Gl. (27a):

9
= L (BB, @9

Cop. — € =
w T = P\ %

Dabei ist vorausgesetzt, daB entweder, was in der Regel zutrifft,
die Widerstandsziffer ¢,, des Profilwiderstandes sich mit dem An-

1) Dieser Gedanke stammt von Munk, vergl. dessen Abhandlung: ,Beitrag
zur Aerodynamik der Flugzeugtragorgare, Techn. Berichte der Flugzeugmeisterei
Bd. II, 8. 187,
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stellwinkel nicht stark éndert, oder aber; daB die Flichenbelastung
aller Fliigel dieselbe ist.

4, Bei der Aufgabe, fiir eine gegebene Auftriebsverteilung
eines Mehrdeckers die zugehidrige Fliigelform zn berechnen, tritt
bei den iiblichen Mafiverhéltnissen (Abstand zweier Fliigel von der
GroBenordnung der Fliigeltiefe) ein Einflufl sehr fiihlbar auf, der
bisher noch nicht erwéhnt worden ist, der ,KriimmungseinfluB“:
Die Stromlinien erfahren am Ort eines Fliigels durch die Einwir-
kung der anderen Fliigel eine Kriimmung. Man darf auf Grund
des Superpositionsprinzips, das innerhalb der Theorie der ersten
Ordnung als giiltig erkannt ist, annehmen, daf ein in der ge-
kriimmten Stromung stehender Fliigel dann dieselben Krifte liefert,
wie ein in gerader Stromung stehender, wenn seine eigeme Wol-
bung um den Betrag der Stromlinienkrtimmung griBer ist als die
des Vergleichsfliigels. Eine erste Niéherung ergibt sich, wenn die
Kriimmung der Stromlinien fiir die Mitte der Tiefe unter der An-
nahme berechnet wird, daB die iibrigen Tragfligel durch tragende
Linien ersetzt werden diirfen. An einem Aufpunkt 4, an dem
die zum Fliigel und zur Flugrichtung senkrechte Geschwindigkeits-
komponente, die von den iibrigen Fliigeln herriihrt, = w, ist, ist
die Kriimmung der Stromlinie geniéihert %— = l},% In dieser
Weise ist der KriimmungseinfluB in der Arbeit von Betz iiber die
gegenseitige Beeinflussung der Tragfliigel eines Doppeldeckers!)
beriicksichtigt worden. Genauere Werte wird man erhalten,
wenn einerseits bei den beeinflussenden Fliigeln auf die Verteilung
des Avuftriebes nach der Tiefe Riicksicht genommen wird, an-
dererseits auch bei dem beeinflufiten Fliigel statt der Kriim-
mung an einer Stelle in der Mitte der Tiefe der Verlauf von w,
iiber die ganze Tiefe passend bewertet wird. Derartige Unter-
suchungen sind zur Zeit in Vorbereitaung.

B. Tragwerke kleinsten Widerstandes.

5. Die Bedingungen, unter demen flir ein Tragwerk von ge-
gebener Form der Fliigelmittellinien ein gegebener Gesamtaunftrieb
mit einem Minimum von induziertem Widerstand verkniipft ist,
hat mein Mitarbeiter M. Munk in seiner bereits erwihnten ver-
dienstvollen Dissertation in voller Allgemeinheit angegeben. Die

1) vergl. FuBnote 4, 8. 1 der 1. Mitteilung.
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im folgenden mitgeteilte Ableitung, die unter Benutzung der Er-
gebnisse der Abschnitte 1 und 2 auf kiirzestem Wege zum Ziel
kommt, unterscheidet sich allerdings formal stark von der Munk-
schen Ableitung, die anf der Anwendung der Mittel der klassi-
schen Variationsrechnung beruht.

Fiir das uns vorgegebene Tragwerk diirfen wir, da der Ge-
samtwiderstand dadurch nicht gedindert wird, das durch Verschie-
bung aller tragenden Elemente in eine Querebene entstandene
oungestaffelte Tragwerk® setzen, fiir das die Gegenseitigkeitsbe-
ziehung W, = W, besteht. Wir wenden diese Beziehung in der
Art an, daB das Tragwerk als Ganzes die eine Gruppe von tra-
genden Elementen bildet, wihrend die andere Gruppe die ihm
iiberlagerte Variation ist. Diese Einteilung ist zuldssig, da der
Satz W,, = W,, nach der Bemerkung am Ende von Anmerkang
3) zu Nr. 1 auch fiir riumlich zusammenfallende Tragwerke gilt.

Wird der Auftriebsverteilung eine iiber eine kurze Strecke
ds verteilte zusitzliche Luftkraft 6 normal zu der gegebenen
Richtung des Fliigelelements iiberlagert, und ist die von dem
Tragwerk herriihrende Stérungsgeschwindigkeit normal zum Fliigel-
element = w,, dann ist der Widerstand W,,, den die Geschwindig-
keit w, an der iiberlagerten Luftkraft hervorbringt, = oN.w,/V,
der gesamte gegenseitige Widerstand also doppelt so gro8.

Zur Erfiillung der Nebenbedingung, daf die Variation des
Auftriebes gleich Null ist, seien zwei Zusatzkrifte N, und dN,
auf zwei tragenden Elementen ds, und ds, angenommen, die mit
der X-Achse die Winkel &, und & bilden. Dann ist wegen des
Verschwindens der ersten Variation des Widerstandes

ON,. wy, + 0N, .w, = 0;
die Nebenbedingung ergibt
0N, cos &, + 8N, cos g, = 0.
Beides ist nur vertrédglich, wenn
Wy

[ DWy, = COS & I COS &,

oder allgemein fiir alle tragenden Elemente des ungestaffelten
Tragwerks

W, == W, COS & (39)
ist. Sind alle tragenden Elemente parallel, dann ist coss = 1
und daher w, = w = const. fiir alle tragenden Stellen?).

1) Fir den geraden Eindecker war dieses Ergebnis durch eine Sonderbe-
trachtung bereits frither (in Nr. 15 der I. Mitteilung) gewonnen worden.
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Im allgemeinen Fall von beliebig im Raum verteilten tra-
genden Elementen fiihrt nach dem Friiheren diejenige Auftriebs-
verteilung zum Widerstandsminimum, die an dem entsprechenden
ungestaffelten Tragwerk der Bedingung (39) geniigt. DaB es sich
hier immer um ein echtes Minimum bandelt, ist daraus zu ent-
nehmen, daf die ,zweite Variation“ den Eigenwiderstand der zu-
sitzlichen Luftkridfte darstellt, also wesentlich positiv ist.

6. Fiir die Losung der Aufgabe, die Auftriebsverteilung zu
finden, die zum Widerstandsminimum fiihrt, ergibt sich nach Munk
ein Weg durch die folgende Betrachtung: Die Geschwindigkeit,
die von einem abgehenden Wirbel in der Querebene durch seinen
Anfangspunkt hervorgerufen wird, ist gerade die Hélfte derjenigen,
die ein nach beiden Seiten unendlich langer Wirbelfaden von
gleicher Stirke hervorbringen wiirde. Bei einem ungestaffelten
Tragwerk stimmt daher das Feld der « und t in der Querebene
bis anf einen Faktor 2 iiberein mit demjenigen eines Systems von
nach beiden Seiten unendlich langen Wirbeln, das in Anordnung
und Stédrke dem der abgehenden Wirbel des Tragwerks entspricht.
Dieses Feld ist aber eine ebene Strdmung, die quellenfrei und
auBerhalb der durch die tragenden Stellen gezogenen Parallelen
zur Flugrichtung anch wirbelfrei ist. Die in der vorigen Nummer
abgeleitete Bedingung fiir das Eintreten des Widerstandsminimums
bedeutet fiir diese ebene Strémung nichts anderes, als die Grenz-
bedingung fiir eine aus den Wirbelflichen gebildete starre Zy-
linderschale, die sich mit der Geschwindigkeit 24, in der Rich-
tung des gegebenen Auftriebs bewegt'); die Fliissigkeit ist dabei
im Unendlicken in Ruhe.

Die Behandlung von Beispielen ist dadurch zuriickgefiihrt auf
eine bekannte Aufgabe des ebenen Problems der Hydrodynamik.
Die Wirbelstirke in der Wirbelfliche (d. h. der Greschwindigkeits-
sprung) fiir die der Geschwindigkeit 2w, entsprechende Bewegung
ist nach Fritherem = -‘%1—1; hierauns ergibt sich durch Integration
I' (das an der Fliigelspitze = 0 ist) gleich dem Potentialsprung
[#]%). Die Normalkraft auf die Léngeneinheit des Fliigels N ist
oI'V; somit ist der Auftrieb

A = [N cos eds = [Ndz = oV [[®)] dz; (40)

1) Entsprechend den fritheren Festsetzungen werden die Flagelkrifte hier
immer in der Richtung gerechnet, in der sie auf die Flussigkeit wirken.
2) Eckige Klammern als Differenzzeichen!
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eine etwaige Seitenkraft ist
S = [Nsineds = — [Nds = — oV [[@]de?).  (408)

Man kann die Stromung in eine stationire verwandeln, indem man
der Fliissigkeit eine der Greschwindigkeit des starren Gebildes ent-
gegengesetzt gleiche Geschwindigkeit erteilt, durch die das starre
Gebilde zur Ruhe gebracht wird, und im Unendlichen die Ge-
schwindigkeit — 2w, entsteht. Die Gleichung (40) wird hierdurch
nicht gedndert. —

Fiir mehrfach zusammenhdngende tragende Ge-
bilde erhdlt man bei diesem letzteren Bilde in dem abgeschlos-
senen Inneren ruhende Fliissigkeit. Der Potentialsprung wird da-
durch, daf fiir das Potential im Innern ein beliebiger konstanter
Wert angenommen werden kann, unbestimmt. Dem entspricht in
unserer Anwendung die Tatsache, daf bei einem ringférmig ge-
schlossenen Tragwerk eine konstante Normalkraft N, die ja
auch keine, von Null verschiedene Resultante ergibt, keinen Wider-
stand hervorruft und daher auch zu einer bestehenden Verteilung
von Auftrieb willkiirlich hinzugefiigt werden darf, obne den Wider-
stand zu éndern. Man kann auch das Innere des Ringes durch
tragende Linien, die von einem Punkt der Berandung zu einem
anderen fiihren, in Felder teilen und in jedem Feld ein anderes
Potential annehmen. Die durch die jetzt vorhandenen Potential-
spriinge definierten Normalkriifte dandern den Widerstand ebenfalls
nicht. Der innere Grund dieses Verhaltens ist der, da8 von den
inneren Fliigeln, bei denen auf der ganzen Lidnge die Normalkraft,
also auch I’ konstan} ist, keine Wirbel abgehen.

Fiir die praktische Rechnung wird man die Geschwindigkeit
im Unendlichen (nach der zweiten Auffassung), die = 24, ist, auf
1 normieren, d. h. man berechnet statt @ das reduzierte Potential
@ = ®/2w,, das die Dimension einer Linge hat. f [@]dz ist also
eine Fliche, die im folgenden F' heifien moge. Hiermit wird

4 = oV. 2w F',

also
w, = A/2oVF',; (41)

1) Setzt man dz 4 idz = df, @ +i¥ = Z und beachtet, daB der Sprung
der Stromfunktion ¥ aus Griinden der Kontinuitit = 0 ist, so kann man auch

O .
schreiben 4 — ¢S = oV f Zdg, wobei der Integrationsweg das starre Gebilde

— oder anders gesprochen, das Tragwerk — von auBen umschlingt. Fiir das
Integral kann auch das Residuum im Unendlichen genommen werden.
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andererseits ist

W= f s Nas cose. Nds = u;ﬂA
{gemidf GI. 39 und 40); also mit (41)
W = A2 V' F' = A'|4qF". (42)

Werden wieder die dimensionslosen GréBen ¢, = A4/¢F und ¢,
W/qF eingefithrt, so wird

O, = GG F/4F". (43)

7. Das Tragwerk erteilt, withrend es seine Bahn entlang be-
wegt wird, einer Luftpartie nach der anderen die, wie wir an-
nehmen, kleinen Geschwindigkeiten, die wir als das Ergebnis der
abgehenden Wirbel kennen gelernt haben. Gemédf der vorange-
gangenen Uberlegung — oder auch gemdf den Gleichungen (31)
mit sin @ = 1 — sind diese hinreichend weit hinter dem Trag-
werk, wenn wir von den bis dahin eingetretenen Deformationen
der Wirbelfliche im Sinne der Theorie der I. Ordnung absehen,
= 2u bezw. 2w, wobei gem#f unserer bisherigen Bezeichnung «
und w die Geschwindigkeiten beim ungestaffelten Tragwerk in
der Querebene sind. Statt diese Geschwindigkeiten in zeitlicher
Reihenfolge immer neuen Luftpartien zu erteilen, kann man sich
vorstellen, daB sie durch einen Stof auf der ganzen Bahn des
Tragwerks gleichzeitig erzeugt werden. Zur Ausfithrung dieses Stofes
bedarf man eines festen zylindrischen Gebildes von der Gestalt
des vom Tragwerk iiberstrichenen geometrischen Ortes. Fiir den
Fall, daf es sich um ein Tragwerk kleinsten Widerstandes handelt,
ist dieses Gebilde starr, andernfalls wird es bei dem Stof eine
Forméinderungsbewegung ausfiihren. Man kann nun leicht von
dem StoBvorgang auf den Vorgang am Tragwerk umrechnen und

4
wird dabei wieder auf Gl. (40) gefiihrt. Die StoB8driicke f pdz
0

{(p = Fliissigkeitsdruck, r = Stofdauner), die nach einem bekannten
Satz der Hydrodynamik = ¢® sind, wo @ das Strémungspotential
ist, ergeben ndmlich durch den Drucksprung [p] an den festen
Flichen eine Strof8kraft normal zur Fldche, die fiir die Fldchen-

T

einheit = [ [p)dt = o[@] ist. Diese entapricht der Wirkung
0

der Normalkraft N fiir die Zeit, in der das Tragwerk die Liingen-
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einheit zuriicklegt, es ist somit N/V = ¢[®] in Ubereinstimmung
mit dem Friiheren.

Fiir die Fliche F'' 148t sich noch eine einfache mechanische
Bedeutung angeben. Schreibt man die Geschwindigkeit des zy-
lindrischen Gebildes nach dem StoB, also die Geschwindigkeit der
Wirbelfliche weit hinter dem Tragwerk, 21w, = w,, dann ist nach
G1l. (41) und (42)

A = oF Vuw,
und W.V = Aw, = gF'V—;)—’-.

oF'V ist die sekundlich durch den Querschnitt F’ hindurch-
tretende Luftmasse. Die Gleichungen zeigen, da8 man den Auf-
trieb und die Widerstandsarbeit richtig erhilt, wenn man an-
nimmt, daf die Luft innerhalb des Querschnittes F’ die Abwirts-
geschwindigkeit w, erhalten hat, auerhalb aber unabgelenkt bleibt.

8. Der vergleichenden Beurteilung von verschiedenen Trag-
werkformen dient die nachfolgende Betrachtung:

Zundchst gilt der Satz: ,Bei unveriindertem Gesamtauftrieb
wird durch Hinzufiigen von Tragwerkteilen das Minimum des in-
duzierten Widerstandes verkleinert, durch Wegnahme von Trag-
werkteilen dagegen vergréfiert. In Ausnahmefiillen kann es un-
verdndert bleiben“. Der Beweis ergibt sich durch folgende Uber-
legung: das Weglassen eines Tragwerkteiles ist gleichbedeutend
damit, daf fiir das vollstindige Tragwerk eine Auftriebsverteilung
gewdhlt wird, bei der die Auftriebsdichte in dem fortzulassenden
Teil Null ist. Diese Verteilung wird im allgemeinen von der Mi-
nimalverteilung des vollstindigen Tragwerks abweichen, ihr Wider-
stand also groBer sein als der Minimalwiderstand des vollstdndigen
Tragwerks, Nur in dem Ausnahmefall, da8 eine znm Widerstands-
minimum fiihrende Auftriebsverteilung mit Auftrieb Null in den
wegzulassenden Teilen méglich ist, bleibt der Widerstand unver-
#ndert.

Nach dem in Nr. 6 iiber mehrfach zusammenhingende Trag-
werke Gresagten diirfen im Innern von ringférmigen Tragwerken
Fliigel, die von einem Randpunkt zu einem anderen verlanfen, nach
Belieben eingefiigt werden, ohne daf der Minimalwiderstand ge-
dndert wird. Durch solche Zufligungen und nachheriges Fortlassen
des Uberfliissigen kann man aber aus einem ringférmigen Tragwerk
alle beliebigen Tragwerke herstellen, die ganz in seinem Innern
liegen, oder wenigstens seine Grenzen nirgends iiberschreiten. Der
induzierte Widerstand kann bei dieser Umwandlung nie abnehmen,
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im allgemeinen wird er beim Fortlassen der in Wegfall kommenden
Teile zunehmen. Hijeraus entnimmt man den fiir Abschitzungen
wertvollen Satz: ,Ein ringférmiges Tragwerk besitzt von allen
Tragwerken, die seine Grenzen nirgends tiberschreiten, den kleinsten
Minimalwert des induzierten Widerstandes®.

9. Die Fliche F’ 148t sich nach den aus der Hydrodynamik
bekannten Methoden fiir eine Reihe von Tragwerksformen be-
rechnen. Fiir den geraden Eindecker von der Spannweite b, ent-
entsprechend der Stromung um eine ebene Platte, ergibt sich F’

gleich der Kreisfliiche mit & als Durchmesser: F' = %b’. Durch

Einsetzen dieses Wertes in Gl. (42) ergibt sich die friiher ge-
wonnene Beziehung (25). Weiter konnte F’ fiir ein Tragwerk mit
einem lotrechten Kreis als Mittellinie leicht berechnet werden. Ist

der Durchmesser = 3, so wird hier F' = %b’.

Die Ermittlung von F' fiir einige verwickeltere Fille, bei
denen elliptische Integrale auftreten, hat Herr R. Grammel auf
meine Veranlassung durchgefithrt. Im folgenden mégen die Er-
gebnisse ohne Beweis kurz angegeben werden. Dabei bedeuten K
und E die Normalintegrale erster und zweiter Gattung zum Modul
k, K und E die zugehdrigen vollstindigen Normalintegrale; K' E’,
K’ und E’ sind die entsprechenden Integrale zum Modul k= yI—Z'.

1) Fiir einen aus zwei geraden Eindeckern von gleicher Spann-
weite zusammengesetzten Doppeldecker ergibt sich folgende Rechen-
vorschrift: fiir einen Modul %, der nahe an Null angenommen wird,
ermittle man die Hilfsgréfen

&= EK; ¢ = l/%:—;, and 1) = E (- K’ (¥);
dann ergibt sich das Verhiltnis der H¢he zur Spannweite des
Doppeldeckers za

hib = d=/2K
und die Flidche F’ zu

F o= %b'a*a + =28

2) Fiir ein rechteckformiges ringartig geschlossenes Tragwerk
(das also aus einem Doppeldecker durch Einfiigen von abschlie-
Benden Seitenwiinden entsteht, und das nach dem in Nr. 8 Ge-
sagten einen kleineren induzierten Widerstand hat als alle in
seinem Rahmen eingeschlossenen Mehrdecker) fand Grammel die
Beziehungen
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E—X"K
h/b = m und
. mbke
F=zg—rey

3) Fiir einen Eindecker von der Spannweite » mit einem
Spalt von der Breite d in der Mitte wird zundchst zu der vom
Mittelpunkt aus gerechneten Abszisse 2 die Hilfsvariable

v—d . , -
{ = —b—,“‘;~dT' geblldet, dann mit k¥ = \/1 —(d/b)
b(E
> = 5(? K(t)—E(t))
berechnet, worauf F' durch Quadratur aus
b/2
Fr=4 D dx
da/2

ermittelt werden kann.

Die Durchfithrang der Zahlenrechnung fiir diese drei Fille,
die ich Herrn K. Pohlhausen verdanke, hat die folgenden nicht
uninteressanten Zahlenwerte ergeben. Es ist iiberall das Verhiltnis
» des Widerstandes der untersuchten Anordnung zu dem Wider-
stand des Eindeckers von gleicher Spannweite angegeben:

Tabelle 2. Werte von » = —Z—b’:F’.

hlb = 0 005 (0,10 |05 (02 (03 (04 |08

Doppel-
decker 1,000 | 0,890 | 0,825 |0,776 | 0,739 {0,684 | 0,645 | 0,615

Rechteck {1,000 | 0,865 |0,787 0,728 | 0,680 ;0,601 | 0,545 |0,500

Der Doppeldecker ist also bei gleicher Spannweite und gleichem
Auftrieb dem Eindecker, das Rechteck beiden iiberlegen, wie das
allgemeine Gesetz es verlangt. Fiir den praktischen Gebrauch
dienen folgende Niherungsformeln: fiir den Doppeldecker :

o L+ LE3 M
= 1,027 + 3,84 1/t

(44)
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fiir das Rechteck
140,45 h/b

* = 08B +28 b (45)

12

Bei dem Tragfliigel mit Spalt liegt der Vergleich mit dem-
jenigen KEindecker nahe, der durch SchlieBen des Spaltes anter
Zusammenschieben der beiden Teile entsteht, der also die Spann-
weite b —d hat. Uber das Verhiiltnis des Widerstandes mit Spalt
zu dem ohne Spalt gibt die Tabelle 3 Auskunft.

Tabelle 3. Werte von x = i;—(b—d)’:F’.

dfb — 0,000 }0,001

0,01 |0,0316 !0,1 f0,25 05 |[1,0

x = 1,000 |1,312 11,480 1,612 ‘1,763 ]1,896 1,975 | 2,000

Diese Werte werden durch die Formel angenihert:

1

1/x =1~ .
2 V140,35 (*log b/d)!

(46)

C. Einfluss von Winden und von frelen Grenzen.

10. Das Studiam des Einflusses einer seitlichen Begrenzung
des von der Fliissigkeit erfiillten Raumes auf einen darin befind-
lichen Tragfliigel ist vor allem von Bedeutung fiir die Beurteilung
von Versuchsergebnissen, die im kiinstlichen Luftstrom gewonnen
sind. Die Versuchsanstalten verwenden teils Kandle mit festen
Wiinden, téils freie Luftstrahlen, die mit angenihert zylindrischer
Begrenzung den sie umgebenden Luftraum durchstrémen. Hs ent-
steht so die Aufgabe, das Verbalten eines Tragfliigels oder Trag-
werks bei festen oder freien Grenzen parallel der Richtung von
¥ zu untersuchen.

Bei festen Winden ist die exakte Bedingung das Verschwinden
der Normalkomponente w, der Geschwindigkeit an den festen
Winden, bei freien Grenzen dagegen die Unverdnderlichkeit des
Druckes auf diesen. Die letztere Bedingung kann im Bereich
der Theorie der I. Ordnung wie folgt umgeformt werden: Nach
dem Bernoulli'schen Satz ist an den freien Grenzen

(V4o + 1 +w* = const, = V*
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oder
2Vv+u' +v'+uw' = 0;

innerhalb der I. Ordnung gilt also » = O auf den freien Grenzem,
oder auch v = 0 auf demjenigen Zylinder parallel zur Y-Achse?),
der bei Abwesenheit der Stérung durch den Tragfliigel die Strahl-
grenze darstellen wiirde.

Die beiden Aufgaben lassen sich in der Weise losen, daB zu-
néchst der Tragfliigel mit dem aus den fritheren Abschnitten be-
kannten Geschwindigkeitsfeld fiir die unendlich ausgedehnte Fliissig-
keit betrachtet wird, und nun (im Innern singularititenfreie) Po-
tentialstrémungen zugefiigt werden, bei denen an den Grenzen w,
bezw. v entgegengesetzt gleiche Werte haben, wie die Fliigelstrs-
mung. Die Geschwindigkeitskomponenten, die von der Zusatzstrs-
mung am Fliigel verursacht werden, &ndern dort den Anstellwinkel
und den Widerstand in gleicher Weise, wie dies frither von den
Stérangsgeschwindigkeiten dargelegt worden ist, die von andern
Fliigeln herstammen.

Fiir den freien Strahl, der uns wegen der Géttinger Versuchs-
anlage besonders naheliegt, ergibt sich bei beliebiger Form des
Strahlquerschnittes das Folgende: Die Randwerte der Y-Kompo-
nente der Fliigelstrémung auf der zylindrisch angenommenen Strahl-
oberfliche seien %; die Y-Geschwindigkeit der zusitzlichen Poten-
0P
oy
tential wird also lings jeder Erzeugenden des Strahlrandes inte-
grierbar: es ist

tialbewegung auf dem Strahlrand ist daher = —v; das Po-

D(y) = — f_:oﬁdy-

(Die untere Grenze des Integrals ergibt sich daraus, daf hinrei-
chend weit stromaufwirts das zusitzliche Feld verschwinden muBf).
Das zusitzliche Feld im Innern des Strahles ergibt sich hieraus
durch Liosung der ,ersten Randwertaufgabe“.

Soweit es sich lediglich um die Berechnung des Gesamtwider-
standes handelt, geniigt es wieder, den Zustand weit hinter dem
Tragwerk, also fiir ¥ = o zu kennen. Die Randwerte

) =-—f+ooﬁdy

1
— 0

1) Das Koordinatensystem moge entsprechend dem bisher gebrauchten so
gelegt sein, da8 die Y-Achse mit der Richtnng des ankommenden Luftstrahles
tibereinstimmt und die Z-Achse parallel zum resultierenden Auftrieb ist.
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sind, wie leicht zu sehen, unabhidngig von etwaiger Staffelung der
tragenden Elemente, aus deren Wirkungen sich ¢ additiv zu-
sammensetzt. Diese vereinfachte Aufgabe fiihrt also wieder aaf
ein ebenes Problem, nimlich anf die Ermittlung des Geschwindig-

keitsfeldes w, w, fiir die Randwerte @, des Potentials.
Fiir ein ungestaffeltes Tragwerk ist v, und daher auch ¥, eine

Y
gerade Funktion von y, damit wird — f vdy eine ungerade Funk-
0

tion von y. Das zusitzliche Randpotential wird damit

0
o =—/ 15dy-—f0y6dy = @,+ @, wo @ ungerade.
— 00
Entsprechendes gilt fiir das Potential im Innern; die Geschwindig-
keiten  und w zerlegen sich dadurch in einen von y unabhingigen
' 4
%%, w, = aad;° und in einen Teil u' = 6—6%, W = aal;,
der in y ungerade ist. In der Querebene des Tragwerks ver-
schwinden die ungeraden Teile, und es bleibt somit wieder das
ebene Problem iibrig. Wie leicht zu sehen, ist genan entsprechend
dem Fritheren @, = 2@, und %, = 2u,, w, = 2w,

Wegen ¥ = 0 am Rande fiir die fertige Strémung ist dort
iiberall ® = const., also setzen die Stromlinien der zu der Pa-
rallelbewegung mit der Geschwindigkeit ¥ hinzukommenden Strs-
mung senkrecht auf der Strahloberfliche auf. Bei der Betrach-
tungsweise von Nr. 7, die hier ebenfalls anwendbar ist, findet man
aus der Forderung, daB der Druck auf der Strahloberfliche wih-

Teil u, =

T
rend des StoBvorganges sich nicht &ndert, wegen @ = f pdt wieder
0

@ = const. fiir die Strahloberfliche.

Die Bedingungen fiir den Kanal lassen sich ebenso durch-
filhren. Nur wird man hier wegen w, = O auf die ,zweite Rand-
wertanfgabe“ gefilhrt. « und w bestehen auch hier aus einer ebenen
Strémung plus einem in y ungeraden Anteil, wenn das Tragwerk
ungestaffelt ist.

Fiir die Ermittlung der ebenen Strémung w,w, liBt sich mit
Vorteil die Methode der Spiegelbilder einwenden. Bei einem Strahl
oder Kanal von XKreisquerschnitt hat man dabei in bekannter
Weise zu jedem abgehenden Wirbel einen ebenso starken von
gleichem (bezw. entgegengesetztem) Vorzeichen in dem Punkte hin-
zuzunehmen, der dem anderen nach reziproken Radien entspricht.
Einem Streifen des abgehenden Wirbelbandes von der Stirke
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dr . W ar
o entspricht somit ein gleich starker vom Betrage = 95"

Durch Integration zwischen je zwei entsprechenden Punkten er-
gibt sich hieraus, daB fiir die gespiegelten tragenden Wirbel I' = = I
ist (Minuszeichen fiir den Strahl, Plaszeichen fiir den Kanal).

11. Die zahlenméfiigen Verhdltnisse fiir den Kreisstrahl habe
ich fiir den einfachsten Fall, einen geraden Eindecker in der Mitte
des Struhles, ndher untersucht und zwar unter der Annahme, da8
der Auftrieb nach einer halben Ellipse verteilt ist. Ist & die
Spannweite des Eindeckers und D der Strahldurchmesser, so wird
die von den Strahlgrenzen verursachte Stdrungsgeschwindigkeit
w' in der Entfernung 2 aus der Mitte, mit der Abkiirzang
E= 2zb/D°

'___A_ _Ei* 24 _35 o
—4nR*gV(1+4§+85+1285+”') (48)

w

Hierdurch ergibt sich ein Zusatzwiderstand

, A’ 3 (b\ b (bY
W= W(H"W(ﬁ) +41 (5) Fo) @)
Eine Vergleichsrechnung mit rechteckiger Aunftriebsverteilung ergab
das erste Glied in der Widerstandsformel identisch mit dem obigen;
der SchluB liegt nahe, daf dies auch bei irgend einem anderen
Tragwerk der Fall ist. Wenn man sich auf dieses erste Glied
beschridnkt, was praktisch in den meisten Fillen ausreicht, so 145t
sich der gesamte induzierte Widerstand unter Einfiihrung des
Querschnitts ¥, des Luftstromes schreiben:

A1, 14\Y .
W= (z—+2“1‘) : (80)

Bei einem Kanal von Kreisquerschnitt erhidlt man die glei-
chen Stérungsbeitrige, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen.
Das erste Glied der Reibe bringt eine recht merkliche Korrektar,
bei /D = 1/2 z. B. wird sie bereits 1/8 des induzierten Wider-
standes. Der vollstindige Ausdruck liefert anstelle von 0,125 bei der
elliptischen Verteilung 0,1262 und bei der Rechteckverteilung 0,127.

12, Der durch den Kreisstrahl hindurchgesteckte Fliigel hat
ebenfalls ein gewisses praktisches Interesse, da er eine besonders

1) Der Faktor 2 bei F, 1aBt sich so deuten, daB der Strahl nur die Hilfte
des Auftriebes als Impuls durch Ablenkung ven der urspriinglichen Richtung auf-
nimmt, da dic andere Halfte — einer einfachen Rechnung zufolge — darch den
Impuls des zum Fliigel gehorigen Wirbelsystems aufgenommen wird.
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bequeme Versuchsanordnung ergibt. Man kann seine Theorie er-
halten, wenn man beachtet, daB da, wo der Fligel durch die
Strahloberfliche hindarchtritt, wegen der Druckgleichheit iiber und
unter dem Fliigel der Auftrieb Null werden mufl. Fiir eine Reihen-
———zg :Z* und ihre ungeraden Po-
tenzen geeignet, da die Reihe fiir z = * R verschwindet und
auferdem der Bedingung fiir den Kreisstrahl f(R*/z) = —f (2)
geniigt. Die ziemlich umstindliche Durchrechnung fiir die zwei
ersten Glieder, der sich Herr K. Pohlhausen in dankenswerter
Weise unterzog, ergibt fiir

entwicklung ist hier die Funktion

R — gt R:—z%\3
= VR{CI B+ +C|(Rs+xs)}
A =oV'R c,(x—2)+¢, (3 —4)] (61)
o gy B =2’ [ 3  R-6R'2+a .
iw = R V@"—;x“), {?+Zc’~ (R’ +x')° } (02)
W= ZoVR | +406+idl]. (63)
Das Minimum von W bei gegebenem A wird erhalten fiir
¢, = 1,218 4/ V*R* und ¢, = — 0,541 4/ V' R?
und wird
W, = 0277 A*/oV’ R' = 1,74 A’|4¢ F,. (54)

Dieses ist das 1,74fache des Widerstandes eines Eindeckers von
der Spannweite 2R in der unendlich ausgedehnten Fliissigkeit (die
einfache Nadherungsformel (50) gibt das 1,5 fache, was fiir diesen
extremen Fall immerhin noch recht annehmbar ist).

13. Bei Tragwerken von solcher Tiefenentwicklung, daf es
nicht mehr erlaubt ist, die Verdnderlichkeit der Storungsgeschwin-
digkeit mit der Tiefe zu vernachlissigen, muf der W¢lbungsein-
fluf beachtet werden. Ein Fall, fiir den dieser ermittelt worden
ist, der aber auch sonst praktische Bedeutung hat, mag hier noch
kurz behandelt werden. TUm das ebene Problem im Versuch an-
gendhert zu verwirklichen, haben wir einen Tragfligel seitlich
darch zwei parallele Wénde abgeschlossen, die den Strahl in seiner
ganzen Hohe auf eine griBere Strecke begleiten. Die Ober- und
Unterseite des Strahles war dabei frei. Die Bewegung ist eine
ebene Strémung mit zwei freien Grenzen iiber und unter dem
Fliigel. Dieser befand sich in der Strahlmitte. Darch unendlich
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oft wiederholte Spiegelung an der oberen und unteren Grenze er-
gibt sich hier eine unendliche Reihe senkrecht iibereinander be-
findlicher gleicher und gleichsinniger tragender Wirbel von der
Stirke I in Abstédnden gleich der Strahlhghe 2. Die Zusatzge-
schwindigkeit im Unendlichen hinter dem Tragfligel wird

w, = 2w, = AlpVih = Afp VT, (55)
der Widerstand also
W= Ad.w/V =A2V'F, = A24qF.,. (56)

Zur Ermittlung des Wilbungseinflusses werde die Geschwindiglkeit
w fiir die Strahlmittellinie (jj ¥) berechnet. Es wird durch die
Wirkung der gespiegelten Wirbel fiir » = 0

ey Ty R 1 .
20—’&00——1:—% n2h2+yTv (07)
fiir kleine y ist demnach
ry 1 _=ly
w-—-wog_—]--,«? n? - 6 JF°
also die Kriimmung
a (w xl’ xAd me,t
VE = a_y(7> = BVF T 6oVl T 12A (38)

Um diesen praktisch allerdings meist geringen Betrag?!) mufi die
Wolbung des Versuchsfliigels grofer sein als die des unendlich
langen Fliigels in unbegrenzter Fliissigkeit, dessen Eigenschaften
ermittelt werden sollen.

Beim ebenen Probleme im Kanal erhdlt man mit unendlich
vielen gespiegelten Wirbeln von abwecbselnden Vorzeichen w, = 0,
also keinen induzierten Widerstand, ferner entsprechend

oy =
"= YTy (59)
fiir # = 0, was eine Wilbungskorrektur von entgegengesetztem

Sinn und vom halben Betrage wie beim Strahl ergibt.

1) Fiir zahlenmiBige Abschitzungen sei bemerkt, daf die ttugtechnisch inter-
essierenden Werte von ¢, zwischen 0,2 und 1,2 liegen.
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D. Die Zustiinde in grossem Abstand vom Fliigel.

14. Fiir die Ermittlung des Geschwindigkeitsfeldes eines Trag-
werks in grofiler Entfernung von diesem geniigt es, wenn die Um-
gebung des Wirbelschweifes zundchst aufler Acht bleiben darf, die
Formeln (31) unter der Niéherungsannahme zu integrieren, daB die
Fahrstrahlen vom Aufpunkt nach den einzelnen tragenden Ele-
menten parallel sind. Sind die Auftriebsrichtungen der einzelnen
tragenden Elemente um Winkel ¢ gegen die Z-Achse geneigt (vgl.
Fig. 8), so ist iiberall anstelle von # zu setzen §—¢ und ferner
zu beachten, daB die in GL (31) angegebenen Betrige nach ihrem
tragenden Element orientiert sind. Die Integration ergibt, wenn
man das neue Koordinatensystem so wihlt, daf die Seitenkraft
8= [I'dssin ¢ verschwindet, Formeln, die sich von den Gl (31)

nur dadurch unterscheiden, daf f I'ds cos & = f I'dz = A/pV an-
stelle von I'ds tritt.

Der Druck in grofier Entfernung vom Tragwerk wird — ab-
gesehen von dem Gebiete des Wirbelschweifes — p = p,—o Vv,
da die Quadrate der Storungsgeschwindigkeiten hier vernachlissigt
werden diirfen, also gemidB Gl (31)

p—p = G [ras.omeiel _ Lo )
Unter dem Tragwerk herrscht Uberdruck, iiber ihm Unterdruck.
Das Integral des Druckunterschieds iiber eine unendlich aus-
gedebnte Ebene senkrecht zur Z-Achse (wagerechte Ebene) wird
unabhéngig vom Abstand der Ebene =— * } 4, je nachdem die
Ebene unter oder iiber dem Tragwerk liegt. Zwei Ebenen dieser
Art, die das Tragwerk zwischen sich schliefen, nehmen also zu-
sammen den ganzen Auftrieb in Form von Druck auf. Dies gilt
so fiir ein nach allen Richtungen unendlich ausgedehntes Luftmeer.
Ist in endlicher Entfernung ein wagerechter Erdboden vorhanden,
dann muf, um der Grenzbedingung dort zu gentigen, ein ,gespie-
geltes Tragwerk“ im Bildpunkt des wirklichen angenommen werden.
Dieses erzeugt in jeder wagerechten Ebene iiber dem Boden einen
Uberdruck mit einer Resultierenden, die gleichfalls § 4 ist. Mit
dem Druckfeld des wirklichen Tragwerks zusammen liefert dem-
nach jede Ebene zwischen dem Tragwerk und dem Erdboden, also
auch dieser selbst, den Betrag 4, jede Ebene iiber dem Tragwerk
dagegen, wo die Uberdruckwirkung des gespiegelten Tragwerks
die Unterdruckwirkung des wirklichen im Gesamtbetrag aufhebt,
den Betrag Null.
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15. Vonden Zustinden im Wirbelschweif, die mit dem Wider-
stand in Beziehung stehen, soll spidter die Rede sein. Was den
Auftrieb betrifft, so interessiert noch die Rolle des in der Fliissig-
keit vorhandenen Impulses. Dieser ist durchaus nicht eindeutig
bestimmbar, sondern, wie schon das Verhalten der Druckresultie-
renden andeutete, von den Verhdltnissen im Unendlichen abhiéngig.
Umgibt man das in einem allseitig unbegrenzten Medium befind-
liche Tragwerk mit einer parallelepipedischen Kontrollfliche, so
ergibt die Anwendung des Impulssatzes fiir stationéire Bewegung?),
wenn man zuerst die Grenzflichen senkrecht zur Y- und Z-Achse
und dann erst die senkrecht zur X-Achse ins Unendliche riickt,
einen Impuls gleich dem Auftrieb, der aus dem Wirbelschweif
stammt; geht man zuerst in der X- und Z-Achse, dann erst in
der Y-Achse ins Unendliche, so liefert der Wirbelschweif nichts,
dafiir aber der tragende Wirbel einen Impuls = 4; wenn endlich
zuerst in der X- und Y-Achse ins Unendliche gegangen wird, und
erst alsdann in der Z-Achse, so wird der Impuls Null und es er-
geben sich nur Druckkrifte mit der Resultante A. In anderen
Fillen wird Druck und Impuls zusammen erhalten. Von der Art
des Grenziiberganges unabhéngig wird das Ergebnis im Falle eines
Bodens in endlicher Entfernung und in dem Fall, daf der Flug
in einer allseitig unendlich ausgedehnten Fliissigkeit erst eine end-
liche Wegstrecke hindurch andauert. Im ersteren Fall ergibt sich
ein Bodendruck = A und kein Impuls, im zweiten Fall nur Im-
puls im Betrage 4.

Dieses letztere Ergebnis ist am besten mittelst eines bekannten
Satzes iiber die BewegungsgriBe, die zu einer geschlossenen Wirbel-
linie von der Stidrke I' gehort, einzusehen. Diese Bewegungsgriofie
ist, wenn F die als Vektor genommene von der Wirbellinie be-
randete Fldche ist, fiir eine nach allen Seiten unendlich ausge-
dehnte Fliissigkeit = oI'F. Wenn der Flug mitten in einer all-
seitig unbegrenzten Fliissigkeit begonnen worden ist, so ist der

1) Vgl. etwa meinen Artikel ,Flissigkeitshewegung® im ,Handwbrterbuch
der Naturwissenschaften®, S.112. — Die dort (S. 114) gemachte Bemerkung, da8
der Auftrieb von der Luft zunichst in Form von Impuls aufgenommen und erst
spater, wenn die abwarts bewegten Luftmassen den Boden erreichen, in Form
von Druck auf diesen iibertragen wird, war irrig. Der Irrtum hing mit der oben
dargelegten Mehrdeutigkeit des Impulses zusammen, die mir damals noch nicht
bekannt war. — Analoge Betrachtungen fir die Hubschraube zeigen iibrigens,
daB auch hier der Auftrieb momentan — oder wenn die Kompressibilitit beriick-
sichtigt wird, mit Schallgeschwindigkeit — als Druck auf den Boden iibertragen
wird.
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Wirbelschweif jedes Fliigels hinten durch einen ,Anfahrwirbel¥,
vorne aber durch den ,tragenden Wirbel“ geschlossen. Dies gilt
auch von jeder einzelnen Wirbellinie von der Stirke dI" Ist I der
Abstand der beiden zusammengehdrigen Wirbellinien — oder falls
dieser Schwankungen unterworfen ist, der Mittelwert dieses Ab-
standes —, so hat man, da der Fliigel in der Sekunde um die
Strecke V vorriickt, einen sekundlichen, Zuwachs an Bewegungs-
gréBe von oV f larI' (das Integral genommen iiber die Wirbelfiden

eines Vorzeichens), der gleich dem Auftrieb des Fliigels zu setzen
ist. Es muf also im Wirbelschweif iiberall das f ldI" konstant
und gleich dem iiber den Tragfliigel genommenen Integral f I'dz
sein.

16. Fiir die Beurteilung der Zustinde im Wirbelschweif weit
ab vom Tragwerk darf die Eigenbewegung der Wirbellinien, die
fiir die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes am Tragwerk selbst
vernachldssigt wurde, nicht mehr unbeachtet bleiben. Diese Be-
wegung besteht einerseits in einem Aufrollen des oder der Wirbel-
bénder von den Fliigelspitzen aus und — bei Mehrdeckern — in
einem seilartigen Umeinanderschlingen der durch das Aufrollen
erzeugten Wirbelstringe, andererseits in einer gemeinsamen fort-
schreitenden Bewegung des ganzen Wirbelsystems senkrecht zu
seiner Lingserstreckung. Die Wirbelstirke wird durch weitere
Andauer der Aufrollbewegung in jedem kleinen Volumteil immer
mehr vergleichmifigt und strebt einer stetigen riumlichen Wirbel-
verteilung als Grenzwert zu. Die gesamte Wirbelstirke der einen
Seite stimmt in normalen Fillen mit der Zirkulation in der Mitte
des Tragwerks iiberein. Der in Nr. 6 der I. Mitteilung abgeleitete
Satz, daB fiir die Bewegung relativ zu dem Tragwerk in dem
Wirbelsystem die Bernoulli’sche Gleichung mit einer universellen
Konstanten gilt und daf deshalb die Wirbellinien mit den Strom-
linien relativ zum Tragwerk identisch sind, bleibt auch fiir diesen
Grenzzustand in Kraft.

Im Fall des Eindeckers erhilt man zwei gerade Wirbelfiden,
bei denen allerdings, wenn nicht eben die Auftriebsdichte iiber den
grofiten Teil des Fliigels konstant ist, auch auBierhalb der eigent-
lichen Wirbelkerne schwache Rotation vorhanden ist. Nimmt man
zur Vereinfachung an, daB alle Rotation in zwei Wirbelkernen
von kleinem Durchmesser vereinigt ist, so erhdlt man auBerhalb
der Wirbelkerne eine ebene Bewegung. Inmerhalb der Wirbel-
kerne ist wegen der schraubenférmigen Gestalt der Wirbellinien
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auch eine axiale Komponente v in der Richtung von dem Fliigel
weg vorhanden?).

Fiir die nachfolgende Betrachtung iiber den Widerstand in-
teressiert der mit dieser Bewegung verkniipfte Unterdrauck. Tiir
einen Punkt auflerhalb der Wirbelkerne, der von den Wirbelachsen
die Entfernungen », und », aufweist, ist dieser, wie eine leichte
Rechnung lehrt, durch die Gleichung gegeben:

e+w) eIy I 7) (61)

bo—P = 2 T Ba' iy

wobei ! den Abstand der beiden Wirbelfiden und I', deren Zirku-
lation bedeutet. Fiir das Innere der Wirbelkerne wird, wenn der
Einfachheit halber die iibliche Annahme gemacht wird, daf die
Rotation im Innern jedes Wirbelkernes konstant ist, der Unter-
2

druck = gu" (1-»:12—(;,—)), wobei r' der Kernradius und «' =
I/2z7r" die Umfangsgeschwindigkeit im Radius # ist. Der Stei-
gungswinkel der schraubenformigen Wirbellinien auf der Mantel-
fliche der Kurve ist gegeben durch tge = V «/, die lineare Stei-
gung der Schraubenlinien ist daher

H = 2x/'V/W = 42+ V/T,. (62)

Die Axialgeschwindigkeit ¢’ ergibt sich aus der Schraubengestalt
der Wirbellinien oder auch aus der Bernoulli’schen Gleichung ge-

nihert zu
, u’? r\?
v =5 (- (7) (63)
Das ganze Wirbelsystem bewegt sich mit der Geschwindigkeit
w = I,2xl (64)
abwiirts.

Bei einem Doppeldecker ergeben sich vier Wirbelfiden, die
zu zweien je als Rechtsschraube (rechts) und Linksschraube (links)
verschlungen sind. Wird angenommen, daf die Entfernung der
zwei Wirbel einer Schraube gleich der Doppeldeckerhéhe / ist,
und daB beide die gleiche Stéirke I', haben, so ergibt sich die Ge-
schwindigkeit, mit der die beiden Wirbel umeinander umlaufen,
angendhert zu u, = I'/2xh. Damit wird die Schraubensteigung

1) Die Komponente der Gesamtgeschwindigkeit ist demnach V4 v+ +', wo
v die der Gl. (31) entsprechende Komponente ist. Diese ist in der Gegend der
y-Achse sehr klein und nimmt dberdies mit der Entfernung vom Tragwerk De-
liebig ab. kann deshalb hier aufler Acht bleiben.

2) Vergl. die Berichtigung.S. 66.
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H= 27:—3-- V/u, = 22°1* VI, (62a)

Die Geschwindigkeit ¢’ ist in der Mitte der Schraube gendhert
! 2F 1 Uy r :

TSRV ARV (632)

17. Der Widerstand hidngt nach Fritherem eng mit der kine-
tischen Energie des Wirbelsystems zusammen. Diese bleibt unter
der Voraussetzung der Reibungslosigkeit bei der Umformung des
Wirbelsystems unveriindert. [hr Betrag fiir die Léngeneinheit,
der mit dem des Widerstandes iibereinstimmt, ist — unter Ver-
nachldssigung des von htherer Ordnung kleinen o' —

= % f f (w* +w)dF. (65)

In einem Schnitt, der senkrecht zur Achse des Wirbelsystems ge-
fithrt wird, finden sich die in voriger Nummer beschriebenen Unter-
driicke, die als Resultante eine Saugkraft ergeben. Diese stimmt
nun mit dem obigen Wert fiir den Widerstand nicht iiberein, son-
dern ist griBer als dieser!), Diese Differenz wird durch den Im-
puls der Geschwindigkeit ¢’ ausgeglichen, der der Saugkraft ent-
gegenwirkt. Um dies klar zu stellen, wenden wir den Impulssatz
fir die stationidre Bewegung auf die Komponenten parallel der
Achse des Wirbelsystems an und beniitzen hierfiir eine Kontroll-
fliche, die aus einer Ebene senkrecht zu dem Wirbelsystem weitab
vom Fliigel und einer zu ibr parallelen Fldche weit vor dem Fliigel
besteht, mit einem im iibrigen beliebigen Abschluf nach den Seiten
und nach oben und unten, von dem nur angenommen wird, da8 er
sehr weit vom Fliigel abliegt. Dann ist fiir ein Fldchenelement
dF der hinteren Kontrollebene die Saugkraft = (p,—p)dF und
der longitudinale Impuls = dm (V—(V+1')) = —o(V+v')dF .7
Die Bernoulli’sche Gleichung liefert:

p—p = va’+%(v’2+u2+w’).

Die Gesamtwirkung von Saugkraft und Impuls auf dem Flichen-
element dF ergibt demnach

dW = dF. % (& + w? — o)), (66)

. r3 .
1) Beim Eindecker z. B. betrigt die Differenz = 9—41:—" =rd 1/, des Wider-
standes,
2) Zu derselben Formel wird man gefithrt, wenn man die Energie des se-
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Streng genommen muf noch beriicksichtigt werden, da8 wegen
der Abwirtsbhewegung des Wirbelsystems mit der Geschwindig-
keit 4’ die Achse des Wirbelsystems gegen die Flugrichtung um
einen Winkel 8 nach unten geneigt ist, fiir den gilt: sin & = «'/V
(wobei ' senkrecht zur Wirbelachse gemessen ist). Man findet
bei einer genaueren Betrachtung, daf die Resultante der aus der
obigen Uberlegung folgenden Kraft in die Richtung der Achse des
Wirbelsystems fillt, also ebenfalls unter dem Winkel & geneigt
ist. Der Widerstand ist dann die Projektion dieser Kraft auf die
Y-Achse, so daB also die Beziehung zwischen dem Widerstand
und den ZustandsgréBen im Wirbelschweif in strenger Form lautet:

W = _g_ cos & [f (w* +w? —v'*)dFY). (67)

Andererseits ergibt sich aus derselben Betrachtung der endgiiltige
Wert des Auftriebes zu

A = eV [Idz— Wtigo. (68)

Das Korrektionsglied Wtgd ist iibrigens, wenn A4 von der I. Ord-
nung klein ist, von der III. Ordnung, kann also praktisch immer
aufier acht bleiben.

18. Die Gleichung (66) erlaubt in einfachen Fillen, die Grifie
der Wirbelkerne abzuschidtzen, zu denen sich das Wirbelband des
Fliigels zusammenrollt. Fiir den Eindecker kann unter der An-
nahme, daf die Wirbel simtlich in zwei Kernen von gleichférmig
verteilter Rotation enthalten sind, das Integral von Gl. (64) ent-
sprechend den Angaben von Nr. 16 ausgewertét werden. Es liefert

gf_( .1
oo (o, +4). (69)

Nimmt man am Tragfliigel elliptische Auftriebsverteilung an, so
wird andererseits W = 24%*=zoV*}*; die Zirkulation eines Wirbel-
stranges ergibt sich gleich der Zirkulation in der Mitte des Trag-

fliigels I, = 4

W =

Vb’ hiermit wird

kundlich neu gebildeten Stitckes des Wirbelschweifes betrachtet. Dieser besteht
aus der kinetischen Energie: dF(V +¢'). % (u® 4 w® + v')) und aus der Arbeits-

leistung des Druckes d F(p— po)o', was unter Benutzung der Bernoulli’schen Glei-
chung wieder den obigen Ausdruck gibt.

1) Dies ist auch energetisch einzusehen, da das sekundlich neugebildeto
Stiick des Wirbelschweifes nicht die Linge V, sondern wegen seiner Eigenbewe-
gung nur V cos & hat.
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) = Tm-1) = 2215, slso U = 916,
Die am Schluf von Nr. 15 angefiihrte Beziehung liefert hier
l.= %b, go daf unter der Voraussetzung der obigen Annahmen

simtliche Abmessungen des Wirbelsystems bekannt sind. Die Stei-
gung der Stromlinien im Kern wird gemdf GI. (62), wenn ¢; und
b anstelle von I',, ! und +' eingefithrt werden:

H — 0,4853*/c, F. (70)

Die Geschwindigkeit in der Ebene des Wirbelpaares wird
aufierhalb der Wirbelkerne

w=2I1|x(1"—42"), (1)

innerhalb der Kerne nach unserer Annahme eine lineare Funktion.
Im Gegensatz zu der Geschwindigkeit ohne Aufrollen des Wirbel-
bandes w, = 2w, = 4 A4/mo Vb’ wird demnach die Geschwindig-
keit in der Mitte des Wirbelpaares

w, = 4w = 2I fxl = 8w, [x". (72)

Fig. 4 gibt em Bild der beiden Geschwindigkeitsverteilungen auf

l
E
l

| Wy | We
il
!
1/ ‘#\
I
Fig. 4.

den Parallelen zur X-Achse, wobei noch erwiihnt werden mag,
daB fiir das nicht aufgerollte Wirbelband auBerhalb des Trag-
fliigels w; = —w, (—‘——é:—l) ist
) Vo' = U2

Die Entfernung vom Fliigel, in welcher sich das Aufrollen
der Hauptsache nach vollzieht, ist umso gréBer, je kleiner die Ge-
schwindigkeit w, ist; denn sie ist offenbar von der GréBenordnung
$!V/w. Die genanere Aufklirung des Aufrollvorgangs hat —
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wegen der Verschiedenheit von %, und w, — eine gewisse Bedeu-
tung fiir die Berechnung der Zustéinde an einem verhéltnismiBig
weit hinter dem Tragfliigel befindlichen Hohenleitwerk (Steuer-
fldche).

Die in den beiden Mitteilungen dargelegte Fliigeltheorie ist
nach verschiedenen Richtungen hin der Ergénzung und Erweiterung
fahig. FEinerseits 1iBt sich durch Ubergang von der tragenden
Linie zur tragenden Fliche eine Verfeinerung gewinnen, die nicht
nur die Einfliisse der Profilgestalt auf den Auftrieb und das Mo-
ment zu untersuchen gestattet, sondern auch den bei Doppeldeckern
usw. sehr bemerkbaren Wilbungseinfluf besser als bisher zu be-
rechnen erlaubt; ferner lassen sich auch die Verhiltnisse bei schrig-
gestellten und in der Flugrichtung gekriimmten Fliigeln mit sol-
chen Ansitzen kliren. Eine gendherte Ermittlung der Wirkungen
der zeitlichen Anderung des Auftriebs, z. B. beim Fliigelschlag,
ist mit ihnen ebenfalls moglich. Andererseits lassen sich die An-
siitze der Fliigeltheorie auch auf den Kurvenflug, sowie auf die
Vorgiinge an Luftschrauben fibertragen, wobei im Hintergrunde
noch die Anwendung auf Geblédserdder und Turbinen steht. Neben
den obengenannten Problemen harren auch auf den in den beiden
Mitteilungen behandelten Gebieten noch zahlreiche Aufgaben der
Durchfiihrung.

Mit der Bearbeitung verschiedener dieser Aufgaben ist bereits
begonnen worden. Uber ihre Ergebnisse hoffe ich spiter an dieser
Stelle zu berichten. Im iibrigen liegt es mir fern, mit den obigen
Bemerkungen das ganze Arbeitsgebiet fiir Gottingen reservieren
zu wollen; im Gegenteil werde ich die Mitarbeit der Fachgenossen
jederzeit gerne begriifen. Nur wiirde in diesem Fall zur Vermei-
dung von Doppelarbeit eine vorherige gegenseitige Bezugnahme
zweckmiBig sein.

Zusammenfassung. I Mitteilung: Die Hydrodynamik der
reibungslosen Fliissigkeit wird durch Hinzufiigung von Sétzen iiber
die Entstehung von Wirbeln am festen Korper ergéinzt, und eine
Tragfliigeltheorie entwickelt, bei der die Fliigel durch geeignete
Wirbelgebilde ersetzt werden. Es wird eine ,Theorie der I. Ord-
nung® aufgestellt, in der unter Annahme kleiner StSrungsge-
schwindigkeiten bei jeder ZustandsgroBe nur die jeweils niedrigste
Ordnung beriicksichtigt wird. Durch diese Theorie werden die
Zusammenhiéinge zwischen der Verteilung des Auftriebes iiber die
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Spannweite und dem Anstellwinkel und dem Widerstande aufge-
klirt; im besondern werden die auf den geraden Eindecker beziig-
lichen Formeln aufgestellt.

1I. Mitteilung: Die Theorie der I. Ordnung wird auf beliebige
Fliigelsysteme (,Tragwerke“) erweitert, und u. a. ein neuer Be-
weis des Munk’schen Satzes gebracht, daf auf den Gesamtwider-
stand eines Tragwerks eine Anderung der ,Staffelung ohne Ein-
fluf bleibt, wenn die Auftriebsverteilung der einzelnen Teile dabei
ungeéindert bleibt. Die Ergebnisse der Munk’schen Dissertation
iber die Tragwerke kleinsten Widerstandes werden auf anderem
Wege hergeleitet und durch eigene Betrachtungen ergiinzt. Die
bei den Kanidlen und freien Luftstrablen der Versuchsanstalten
durch die Begrenzung des Luftstromes auftretenden Fehlereinfliisse
werden dargelegt und berechnet. Die Zustinde in grofier Ent-
fernung vom Tragwerk und im Wirbelschweif werden erdrtert und
ihr Zusammenhang mit dem Auftrieb und dem Widerstand klar-
gelegt. — Ein Ausblick auf die weiteren Aufgaben der Theorie
wird angefiigt.

Berichtigung (1927).

Bei der Ableitung von Formel (61) S. 61 ist iibersehen worden,
dafl das Geschwindigkeitsfeld w,w wegen der Abwirtsbewegung
des ganzen Wirbelgebildes mit der Geeschwindigkeit w' = I',/2x1 in
dem Bezugssystem, relativ zu dem die Luft im Unendlichen ruht,
nicht stationdr ist; das Geschwindigkeitsfeld ist stationir fiir ein
mit der Geschwindigkeit »’ abwirts bewegtes Bezugssystem. Auf
der rechten Seite von Gl. (61) muf daher hinzugefiigt werden:

l l
st S5-—=z
r 2
—owtt = :n’l<2 T+ — ) (61a)

" L

Gl. (65) bezw. die genauere GI. (67) bleibt aber trotzdem richtig,
wie sich nach dem Energiesatz erwarten 148t, und wie sich aus
einer sorgfdltizgen Anwendung des Impulssatzes auch ergibt. Be-
achtet man, daB dic Wirbelachsen unter dem Winkel & abwiirts
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geneigt sind, so sind die Geschwindigkeiten w und «', so wie sie
bisher gerechnet wurden, senkrecht zu den Wirbelachsen anzunehmen,
nicht senkrecht zur Flugrichtung, wie das bisher der Einfachheit
halber vorausgesetzt worden war. Fiir die Anwendung des Impuls-
satzes werden die Verhdltnisse jetzt am einfachsten, wenn man eine
Kontrollebene betrachtet, die die Wirbelachsen senkrecht schneidet.
Das Zusatzglied von Gl. (61a), das die Saugkraft gegeniiber der
bisherigen Rechnung zu verkleinern scheint, liefert jetzt einen
Beitrag, der = A-sin & gefunden wird, und gibt mit dem Impals
parallel der Kontrollebene, der = A-cos d wird, zusammen gerade
das volle A senkrecht zur Flugrichtung. Der tibrigbleibende Be-
trag parallel den Wirbelachsen ist dann wie bisher der Widerstand
parallel den Wirbelachsen gemidfl G (69). Es braucht deshalb an
dem Text von S. 63 u. 64 nichts geindert zu werden.



Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen.
Mathematisch-physikalische Klasse, 1919, S. 193 bis 217.

Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust.
Yon
Albert Betz.
Mit einem Zusatz von L. Prandtl.

Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Marz 1919 durch L. Prandtl

Wenn man mit einem Tragfliigel eines Flugzeuges Auftrieb
(senkrecht zur Bewegungsrichtung) erzeugen will, so ist dies nur
unter gleichzeitiger Entstehung von Widerstand (entgegengesetzt
der Bewegungsrichtung) zu erreichen!). Dieser riihrt daher, daB
zur Erzeugung des Auftriebes der Luft eine nach abwirts ge-
richtete Geschwindigkeit erteilt werden muf, deren kinetische
Energie darch Arbeitsleistung, also durch Uberwindung eines
Widerstandes aufgebracht werden mul. Die GroBe dieses Wider-
standes hingt aufler von Auftrieb, Spannweite, Fahrgeschwindig-
keit und Luftdichte auch von der Verteilung des Auftriebes iiber
die Spannweite ab. Nach einem Satz von Munk?) ist sie unter
Beibehaltung der iibrigen maBgebenden Grifien dann ein Minimum,
wenn die der Luft erteilte Vertikalgesechwindigkeit an den von
der Tragfliche durchlaufenen Stellen konstant ist®).

Die Stromung hinter einer Tragfliche mit glinstigster Auf-
triebsverteilung ist demmnach so, wie wenn der von der Trag-
fliche durchlaufere Raum zu einem festen Korper (Brett) erstarrt

1) Vergl. Prandtl, Tragfligeltheorie I. Mitt, Abschn. 10. Gottinger Nach-
richten 1918, S. 451.
2) Munk, Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Disser-
tation Gottingen 1919.
8) Vergl. Prandt], Tragfligeltheorie II. Mitt., Abschn. 5, Gbdttinger Nach-
richten 1919, S. 107.
1
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wiire, der sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit nach abwiirts
bewegt.

Bei einem Schraubenpropeller, der dazu dient, ein Drehmoment
in Schub umzusetzen, liegen nun sehr verwandte Verhiltnisse vor.
Zur Erzeugung des Schubes muB Fliissigkeit axial nach hinten be-
schleunigt werden (Schraubenstrahl) and durch Ausiibung des Dreh-
momentes wird ihr auch eine Drehbewegung erteilt, Es muf
deshalb bei der Umsetzung von Drehmoment in Schub auBer der
Schubarbeit auch noch die kinetische Energie der Fliissigkeit im
Schraubenstrahl von der Antriebsmaschine aunfgebracht werden.
Diese nicht nutzbar zu verwertende Arbeit driickt sich in einem
maximalen theoretischen Wirkungsgrad aus, der von den GriBen:
Schub, Schraubendurchmesser, Fahr- und Drebgeschwindigkeit und
Dichte der Fliissigkeit abhéingt. Sieht man von der Drehenergie
ab, die meist unbedeutend ist, so wird das Maximum des Wirkangs-
grades erreicht, wenn die Axialgeschwindigkeit iiber den ganzen
Strablquerschnitt konstant ist (gewghnliche Schraubenstrahltheorie).
Um dies zu erreichen, muf der Schub iiber die ganze Schratiben-
kreisfliche gleichm#fig verteilt sein, was aber wiederum eine
gleichmiflige Verteilang der Schraubenfliigel oder mit anderen
Worten unendlich viele Schraubenfliigel voraussetzt.

Bei wirklichen Schrauben ist nur eine endliche Anzahl von
Fliigeln méglich und deshalb der Schub auf diese Stellen konzen-
triert. Bei der geringen Fliigelbreite kann man sich den Schub
eines Schraubenfliigels auf eine Linie konzentriert denken (ent-
sprechend der tragenden Linie, welche den Fliigel eines Flugzeuges
in der Theorie ersetzt!) Will man aber die endliche Fliigelbreite
beriicksichtigen, so kann man verhéltnismiBig leicht von den un-
endlich schmalen Fliigeln dazu fibergehen, indem man darch Inte-
gration eine Schar von Linien zu einem Kborper zusammenfaft.
Wenn man so den Schub auf einzelne Linien konzentriert und
auBerdem die Drehenergie des Strahles in Betracht zieht, so erhélt
man wesentlich weniger einfache Verhédltnisse. Immerhin gibt es
auch hierbei eine verhéltnismiBig einfache Darstellung fiir jene
hinter einer Schranbe erzeugte Bewegung, welche den geringsten
Energieverlust, also den groSten Wirkungsgrad bei gegebenen
#uBeren Bedingangen mit sich bringt:

DieStrémung hinter einer Schraube mit gering-
stem Energieverlust ist so, wie wenn die von jedem
Schraubenfliigel durchlaufene Bahn (Schrauben-

1) Vergl. Prandtl, Tragfligeltheorie I, 12, a.a.0.



70 A. Betz,

tfliche) erstarrt wire und sich mit einer bestimmten
Geschwindigkeit nach hinten verschiebt oder sich
mit einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit um
die Schraubenachse dreht?),

Der Satz wurde zuniichst als Analogie zu dem entsprechenden
oben fiir die Tragfliche angefiihrten aufgestellt und hatte eine ge-
wisse Wahrscheinlichkeit fiir sich. Der Beweis fiir seine Richtig-
keit soll im folgenden gebracht werden®). Der Satz gilt fiir be-
liebig geformte Schrauben. Im. Interesse einer leichteren Ver-
stdndlichkeit der Beweisfithrung soll jedoch zunéchst vorausgesetzt
werden, daB die Schranbenfligel geradlinig von der Achse nach
auBen hin verlaufen, also je mit einem Radius zusammenfallen.
Nachtriglich wird dann der Beweis auch auf beliebige kramm-
linige Fliigel ausgedehnt werden.

Wie bei der Tragfliche sind auch bei der Schraube die auf
einen Fliigel ausgeiibten Kriifte pro Lingeneinheit (abgesehen von
reinen Widerstandskriften) gleich dem Produkt I'.c.¢ aus der
Zirkulation I" um das Fliigelprofil, der Geschwindigkeit ¢ desselben
und der Flissigkeitsdichte ¢ und sind senkrecht zur Geschwindig-
keit ¢ gerichtet®). Von der Hinterkante eines Fliigels gehen

1) Da man eine Schraubenfliche in sich selbst verschieben kann und dies
offenbar keinen EintluB auf die Flissigkeitsbewegung hat, so kann man diese Be-
wegung der Schraubenfliche, die sich aus einer Drehung um die Achse und einer
Verschiebung in axialer Richtung zusammensetzt, jeder anderen Bewegung der
Flache itberlagern. Dadurch kann man eine reine Axialbewegung in eine reine
Drehbewegung iberfilhren und umgekehrt, ohne da8 dadurch an der Btrémung
der umgebenden Fliissigkeit etwas. geiindert wird. KEs ist deshalb auch gleich-
giiltig, ob man eine axiale Verschiebung der Schraubenfliche, oder eine Drehung
um die Achse betrachtet.

2) Ebenso wie bei den entsprechenden Problemen der Tragfliigeltheorie
werden auch hier die von den Fligeln verursachten S*Grungsgeschwindigkeiten
als klein gegeniiber der Eigengeschwindigkeit der Fliigel vorausgesetzt. Der Be-
weis gilt also streng nur fir Schrauben mit kleinem Schub (bezw. kleinem Be-

Dixn

lastungsgrad , Wo S = Schub, ¢ = Luftdichte, F = 5 = Schrauben-

S
e Fo?
krefsflache, » = Fahrgeschwindigkeit). Wahrend bei Tragfliigeln diese Voraus-
setzung stets mit hinreichender praktischer @enaunigkeit zutrifft, kommen bei
Schraubenpropellern, insbesondere fir Schiffe, ziemlich hohe Belastungsgrade vor,
so daB hierbei schon merkliche Abweichungen von der hier gegebenen Theorie
zu erwarten sind, Weiter bleiben hier ebensc wie bei der Tragfliigeltheorie die
Reibungsverluste unberiicksichtigt, sie sind im #brigen auch praktisch nur von
geringer Bedeutung gegeniiber den theoretisch erfaBbaren Verlusten.

8) Vergl. Prandtl, Tragfliigeltheorie 1, 6, a.a.O.

1*
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Wirbel aus, pro Léngeneinheit so viele, da8 ihre Zirkulation -g—g

ist (z = Abstand von der Schraubenachse). Sie verlaufen im
wesentlichen in der vom Fliigel zuriickgelegten Bahn (wenn man
von ihrer geringen Eigenbewegung absieht'), also in Schrauben-
linien. In ihrer Gesamtheit bilden sie eine Schraubenfliche. Ihr
Geschwindigkeitsfeld ist die durch die Bewegung des Fliigels
verursachte Strémung.

Het ein Teil eines Fliigels (im Abstand z von der Achse) die
Geschwindigkeit ¢ = Vo'+ (zw)* (Fig. 1; v = Fahrgeschwindigkeit,
o = Winkelgeschwindigkeit der Schraube), so wiirde bei ruhender
Fliissigkeit die Relativgeschwindigkeit derselben gegen das Fliigel-
profil die Grife und Richtung — ¢ haben. Diese erzengt an dem
Fliigelelement, dessen Linge dz sein mbge, in Verbindung mit der
dort herrschenden Zirkulation I" eine Kraft dP = ¢-I".¢.dz, die
senkrecht zor Geschwindigkeit ¢ und zum Radius 2 steht (Fig.1).

w
Figur 1.

Tritt nun infolge des Wirbelfeldes noch eine Stérungsgeschwindig-
keit w hinzn, die in dem betrachteten Punkte senkrecht zur Be-
wegungsrichtung ¢ und zum Radius (Fliigel), also senkrecht zu der
vom Fliigel durchlaufenen Schraubenfliche steht, so ergibt dies
eine Kraft dQ = ¢-I'-w-dz, die entgegengesetzt zur Bewegungs-
richtung ¢ liegt. Zur Uberwindung dieser Kraft dQ muB bei der
Geschwindigkeit ¢ eine sekandliche Arbeit ¢.d@ geleistet werden.
Eine Sttrungsgeschwindigkeit, welche in die Schraubenfliche fiillt,
wiirde eine Kraft senkrecht zu ¢ mit sich bringen, welche also
keine zusiitzliche Arbeit verursacht; wir brauchen deshalb bei
der Beurteilung der Energieverhiltnisse anch nur die Storungs-
geschwindigkeit, welche senkrecht zur Schraubenfliche steht, in
Betracht zu ziehen.

1) 8. Anm. 2 voriger Seite
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Wenn ftir gegebene Werte von Schub S, Darchmesser 2R, Ge-
schwindigkeit v, Winkelgeschwindigkeit o und Fliissigkeitsdichte .
bei einer bestimmten Verteilung der Zirkulation lings der Fliigel
(léngs x) der zusidtzliche Energieverbrauch f ¢-dQ ein Minimum
sein soll, so muf jede kleine Anderung in der Verteilung, welche
den gleichen Schub ergibt, in erster Nidherung den Enengie-
verbrauch unveréindert lassen (3c.d@ = O fiir S = konst.).

Nach Einfilhren des Wertes fiir dQ lautet die Minimums-
bedingung :

n R v ‘1
a;j; o T w ——.dz = 09, (1)
. v . . v .
wobei noch ¢ = Y gesetzt ist, mit tge = e (e = Steigungs-

winkel der Schraube).

Von der Kraft dP, welche durch die ungestérte Geschwindig-
keit ¢ am Fliigelelement mit der Zirkulation I' erzeugt wird, dient
die in die Achsrichtung fallende Komponente (Fig. 1)

dP.“T‘” =e¢-Iz.0.dz

zur Schuberzeugung. Die Anteile, welche von den Sttrungs-
geschwindigkeiten bezw. den damit verbundenen Zusatzkriften
herrithren, kommen dagegen als kleine Griofien zweiter Ordnung
nicht in Betracht (vergl. Anm. 2,8. 3). Die Nebenbedingung, da8
der Schub konstant sein soll, nimmt demnach die Form an
" R
S = 21 ¢-I''z2.0.dz = konst.?). @)
0

Vermehbren wir an der Stelle z; (zwischen z, und z,+ dz) den
Wert I' um den Betrag -% und vermindern ihn an der Stelle z,
(zwischen z; und z,+dx; 'die Strecke dz soll in beiden Féllen
dieselbe sein) um den Betrag ;—, so wird dadurch der Schub

k
nicht geéindert, da er an der einen Stelle um &.¢.w.dx vermehrt,

an der anderen aber um den gleichen Betrag vermindert wird.

1) Das i-Zeichen soll andeuten, daB die Integration bei simtlichen Fligeln
1

(es mogen nFligel sein) auszufithren und die Summe dieser s Integrale zu
bilden ist.
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n R
Soll auch der Wert des Energieintegrales > | o-I'-w-
1 g

unveriindert bleiben, so miissen sich die durch die Anderung von I'
erzielten ZusatzgrioBen der Energie gegenseitig aufheben.

Wir miissen nun zunéichst untersuchen, wie grof die Anderung
der Verlustenergle ist, wenn wir an irgend einer Stelle lings einer
Strecke dz eine Zirkulation d I hinzufiigen. Diese Anderung zer-
fillt in zwei Teile, Einmal wird die Verlustenergie dadurch ver-
indert, daB an der Stelle, wo d I" hinzugefiigt wurde, bereits eine
Stérungsgeschwindigkeit herrscht, welche zusammen mit dem hinzu-
gefiigten Zirkulationselement eine Widerstand bildende Kraft er-
zeugt; andererseits wird aber durch das neue Zirkulationselement
und die von seinen Enden ausgehenden beiden Schraubenwirbel
auch die Storungsgeschwindigkeit an allen tibrigen Stellen geéndert
und damit auch die Verlustarbeit, welche an den iibrigen mit Zir-
kulation versehenen Fliigelteilen auftritt.

Wir konnen die Energieverhéltnisse aber auch noch von einem
anderen Standpunkte aus betrachten. Die gesamte beim Arbeiten
der Schraube verlorene Energie ist hinter der Schraube in Form
von kinetischer Energie vorhanden, welche in dem von den
Schraubenwirbeln berriihrenden Strémungsfeld steckt!). Wir
konnen deshalb die sekundliche Verlustarbeit anstatt an der
Stelle, wo sie entsteht (an den Zirkulation fiibrenden Fliigelteilen)
auch weit hinter der Schraube dadurch bestimmen, daf wir die
kinetische Energie zwischen zwei im Abstand v voneinander be-
findlichen Ebenen senkrecht zur Schraubenachse ermitteln. Da
niimlich der Schraubenstrahl infolge der Fortbewegung der Schraube
in jeder Sekunde um den Betrag v lénger wird, wird die Energie
desselben um den zwischen den beiden erwihnten Ebenen befind-
lichen Betrag grofer. Befinden sich diese Ebenen in grofier Ent-
fernung von der Schraube, so hingt die Geschwindigkeitsverteilung
pur vou der Stérke und Anordnung der von den Fliigelhinter-
kanten ausgebenden schrauvbenférmigen Wirbel ab, da deren An-
fang (die Schraubenfliigel) wegen der grofen Entfernung keinen
Eirfluf mebr hat. Es ist daher auch gleichgiiltig, an welcher
Stelle der einzelnen Schraubenwirbel deren Anfang liegt, wenn
er nur weit genug von den Kontrollebenen weg ist. Die Verlust-
energie bleibt daher auch unveriindert, wenn wir das kleine hinzu-
gefiigte Zirkulationselement dI'-dz lings der von seinen End-

gin e

1) Von Reibungsverlusten ist,wie bereits erwihnt, abgesehen. Vergl. Fus-
note 2, S. 70.
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punkten ausgehenden Schraubenwirbel, d. i. lings seiner Bahn,
verschieben. Bei einer Verschiebung nach hinten wird aber die
Verteilung der Verlustenergie auf die Entstehungsstellen geéndert.
Die von den nicht verschobenen Teilen der Fliigel herriihrende
Storungsgeschwindigkeit ist hinter dem Propeller griBer, da sich
die Schraubenwirbel von dort aus nach vorn und nach hinten er-
strecken, wihrend sie in der Fliigelebene selbst nur nach einer
Seite hin vorhanden sind; umgekehrt nimmt vor dem Propeller
der Storungseinfluf rasch mit der Entfernung ab. Es wird daher
bei der Verschiebung nach hinten der Anteil griéfer, welcher durch
Zusammenwirken der von den Fliigeln herriihrenden Storungs-
geschwindigkeit mit dem zusétzlichen Zirkulationselement entsteht,
wihrend die Stérung, welche dieses Zirkulationselement mit seinen
Wirbeln an den Fliigeln verursacht, mit zunehmender Entfernung
immer kleiner wird und damit auch die dadurch verursachte Verlust-
arbeit. Wenn wir das zuséitzliche Element geniigend weit nach
hinten verschieben, so verschwindet der letztere Anteil vollstindig,
und die ganze durch das Hinzufiigen des Elementes verursachte
Verlustdnderung ist durch das Zusammenwirken der vom ganzen
Propeller herriihrenden Stérungsgeschwindigkeit mit dem Zirku-
lationselement gegeben. Bezeichnen wir mit #’ die Komponente
der Stérungsgeschwindigkeit, welche an der Stelle des verschobenen
Zirkulationselementes (also weit hinter der Schraube) senkrecht
zu diesem und zu seiner Bahn, also senkrecht zu der von ihm be-
schriebenen Schraubenfliche steht, so ist, wie wir weiter oben sahen,
die dadurch entstehende sekundliche Verlustarbeit ¢.dI'-w’. ¢.dz,
und dies ist, wie wir eben zeigten die ganze durch das Hinzu-
fiigen von dI' verursachte Mehrarbeit.

Nun konnen wir auf unsere Minimumsbetrachtung zuriick-
kommen. Darnach durfte sich die Verlustenergie nicht &ndern,
wenn wir an der einen Stelle der Fliigel im Abstand ; von der

Achse lings einer Strecke dz Zirkulation von der Stédrke 4
hinzufiigten und an einer anderen Stelle im Abstand 2, von der
Achse ldngs einer ebenso grofen Strecke Zirkulation von der

Stérke xi wegnahmen, Die darch das Hinzufiigen und Weg-
k
nehmen dieser Zirkulation verursachte Energiednderung 1d8t sich

nach dem ohen Auseinandergesetzten durch folgenden Ausdruck

angeben, wobei wieder ¢ = s_i;—s_ gesetzt ist (¢ = Steigungswinkel
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der Schraubenfliche in dem betreffenden Radius; die Indices i
und % geben an, daB die betreffenden Werte an den Stellen z
und z, gemeint sind):

4 v 4, v
0 — W ———dT— @ — W ———dx = 0,
x, sin & 7 sin &

daraus ergibt sich

“ .1 = L .1 = Konst. = C?)
z,0 Bing z,0 6ins,
oder
w' .
e = C.sine. (3)

Diese Bedingung wird aber durch Drehen einer starren
Schraubenfliche vom Radius R und der Steigung H = 2= —g—

(Bahn des Fliigels) gleichfalls erzeugt. Durch Dreliung einer
solchen Fldche mit der Winkelgeschwindigkeit » wird némlich
ein im Abstand z von der Achse befindliches Fliissigkeitsteilchen,
abgesehen von seitlichen Verschiebungen, normal zar Schraunben-
fliche mit der Geschwindigkeit

w, = &-v-sins (4)

verschoben, wie man sofort ams Fig. 2 ablesen kann, die einen
Schnitt durch die Schraubenfliche senkrecht zum Radius in zwei

] TP
- "
i -

¥
Figur 2.

um die Zeit df aunseinanderliegenden Zeitpunkten darstellt. Dies
ist aber, wenn v = (.o gewihlt wird, gerade der Wert von «’
der Minimumsbedingung. Da auBerdem die Richtung von i/, mit
der von u' iibereinstimmt,und im iibrigen beide Bewegungen Po-
tentialbewegungen sind, so ist damit gezeigt, daB die beiden Vor-

1) Die Winkelgeschwindigkeit o ist eingefithrt, um die Konstante C dimen-
sionslos zu machen.



76 A. Betz,

génge, hervorgerufen einerseits daurch den Schraubenpropeller von
giinstigstem Wirkungsgrad, andererseits durch die sich drehende
Schraubenfliche identisch sind.

Wir hatten bisher der gréfSeren Einfachheit halber voraus-
gesetzt, daf die Propellerfligel mit Radien zusammenfallen. Der
Beweis ldBt sich aber mit ganz geringen Anderungen auch fiir
beliebig geformte Fliigel fiihren, nar werden dabei die Verhilt-
nisse etwas weniger fibersichtlich. Wir betrachten wieder an
irgend einer Stelle der Fliigel im Abstand z von der Achse lings
einer Strecke d! ein Zirkulationselement I, wobei nun d! mit dem
Radius einen "Ninkel bilden mdge. Wir kionnen diese Strecke dl
in die drei Komponenten zerlegen, dz in Richtung des Radias,
dy in Richtung der Bahngeschwindigkeit ¢ und (3¢ in Richtung
senkrecht dazu. Das Zirkulationselement von der Linge dl 1dft
sich dann durch drei Elemente von der gleichen Stdrke lings der
drei Strecken dz, dy und de ersetzen, Fiir den Schub liefert nur
das Element dz einen Beitrag, da die anderen beiden Zirkulations-
komponenten mit der Geschwindigkeit ¢ zusammen nur Krifte in
radialer Richtung ergeben. Dieser Beitrag ergibt sich demnach
genau wie bei geradlinigen Fldchen zu:

dS = o-I''z-w-dr.

Zur Verlustarbeit tragen nur die beiden senkrecht zu ¢ liegenden
Elemente dr und de bei, da das in die Bewegungsrichtung ¢
fallende Element dy nur eine Kraft senkrecht dazu ergibt, welche
mit ¢ zusammen keine Arbeit liefert. Wir fassen diese beiden
Elemente dz und dz zweckmiig zu einem besunderen Element ds
zusammen, welches also die Projektion von dl auf die zur Be-
wegungsrichtung ¢ senkrechte Ebene ist. Mit diesem Element
zusammen liefert eine Storungsgeschwindigkeit w, die senkrecht
zur Bewegungsrichtung und zum Element ds, also senkrecht zu
der bei der Bewegung beschriebenen Schraubenfliche !) steht, eine
Verlustarbeit ¢-I'-w-c-ds. Stdrungsgeschwindigkeiten, die in
diese Schraubenfliche fallen, ergeben nur Krifte senkrecht zu ¢,
also keine Verlustarbeit. Der Winkel, den ds mit dem Radius,
also mit dx bildet, ist derselbe wie der, den die von ds bezw. dl
beschriebene Schraubenfliche!) mit dem Radius bildet. Wir wollen

ihn mit j bezeichnen. Dann ist ds = cf:j und unsere Mini-

1) Die Strecken d! und ds beschreiben bei der Bewegung dieselbe Schrauben-
fliche.
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mumsbedingung nimmt jetzt die Form an (wobei wieder ¢ = h
gin &

eingefiihrt ist):

n R ? 1
a;j; oLl sl = 0 ®)
mit der Nebenbedingung
n R
S=Zf o2 -0-dz = konst. (6)
1 v

Die Nebenbedingung hat sich gegeniiber dem friiheren einfacheren
Froblem #iberhaupt nicht geéindert und in der Variationsgleichang

ist nur der Faktor colsj hinzugekommen, der bei radial stehenden

Fliigeln 1 ist.
Der weitere Gedankengang ist genau der gleiche wie vorher.
Wir fiigen an einer Stelle # wieder eine zusidtzliche Zirkulation

im Betrag - hinzu, verschieben sie so weit nach hinten, bis die

ganze durch das Element hervorgerufene Verlustenergie an dem
Element selbst entsteht und gegeben ist durch den Awusdruck:

4 4 , v 1
g.___.w.c.ds:p._.w. . . —
z x sing co0s)

dz,

wobei ' wieder die weit hinter dem Propeller senkrecht zur
Schraubenfliche herrschende Storungsgeschwindigkeit auf der durch
den Punkt z gehenden Schraubenlinie ist. In gleicher Weise wie
vorher finden wir nun fir v’ die Bedingung:
w’ . .
o = C .sin¢-cos . Q]
Dies ist aber auch wieder gerade die
Greschwindigkeit, welche man durch Drehen
der von den Schraubenfliigeln beschriebenen
- Schraubenflichen erhiilt, wie man aus Fig. 3
ersehen kann. Dort sind wieder zwei auf-
einander folgende Lagen der Schraubenfliche
gezeichnet und zwar in einem Schnitt senk-
recht zur Bewegungsrichtung ¢, der den
Radius enthélt. In ihm ist die Normale
PN zur Schranbenfliche und der Winkel j
in wahrer Gri8e vorbanden. Daraus ist ohne
weiteres zu ersehen, daB PN = PN'cosj
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ist (PN’ soll senkrecht zum Radius sein) und aus der Figur 2,
welche einen Schnitt senkrecht zum Radius darstellt, ist, wie
bereits frither geschehen, abzulesen, daB PN’ = z.v.sine.d¢
ist, wobei wieder » die Winkelgeschwindigkeit des Systems,
zvdt = PP also die Verschiebung des Punktes P in der Zeit d¢

%\l ergibt sich

ausdriickt, Die Normalgeschwindigkeit w, = !

demnach zu:
w, = xvsinéecosj, (8)

was wieder mit der Geschwindigkeit der Minimumsaufgabe nach
Grife und Richtung tibereinstimmt, wenn » = Cwo gesetzt wird.

Damit ist der am Anfang dieser Untersmchung aufgestellte
Satz iiber die mit geringstem Verlust verkniipfte Stromung hinter
einer Schraube auch fiir beliebig geformte Fliigel bewiesen. Die
gegebene Beweisfithrung ist im wesentlichen auf physikalischer
Anschanung anfgebant; es diirfte vielleicht von Interesse sein, zu
zeigen, wie man den Beweis auch auf mehr formalem Wege fiihren
kann, zumal da hierbei durch die aufgestellten mathematischen Be-
ziehungen teilweise ein tiefer gehender Einblick in die Vorginge
in der Schraube gewihrt wird. Um jedoch nicht zu weitldufig
zu werden, sollen nur Schrauben mit geradlinigen radial stehenden
Fliigeln, die auferdem in einer Ebene liegen, in Betracht gezogen
werden. Die Beweisfiibrung fiir allgemeinere Formen bietet hierbei
ebenfalls keine Schwierigkeit, sie wiirde aber merklich umstind-
licher ausfallen.

Betrachten wir zundchst die Geschwindigkeit, welche ein von
einem Punkte 2 ausgehender Schraubenwirbel von der Stirke I'(x)
an einer Stelle £ erzeugt. Der Steigungswinkel der Schrauben-

linie sei mit &(z) bezeichnet (tge(x) = '3;%) Der Winkel, den

die beiden Radien bilden, auf denmen die Punkte z und § liegen,
sei ¢ (Fig.4). Man kann diese Geschwindigkeit dadurch ermitteln,
daff man den EinflaB eines Elementes E (F'ig. 4) des Schrauben-
wirbels auf den Punkt § mittelst des Biot-Savart’schen Gesetzes )
angibt und daraus durch Integration iiber die Linge des Wirbels
(von T = 0 bis 7 = oc; 7 ist der Winkel, den die beiden darch
E und z gehenden Ebenen einschlieBen, welche sich lings der
Schraubenachse schneiden) den Einflufl des ganzen Wirbels findet.

1) Die Gesetze des Geschwindigkeitsfeldes eines Wirbels sind dieselben wie
die des magnetischen Feldes eines elektrischen Stromes.
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Figur 4.

Dabei ergibt sich jedoch die Schwierigkeit, daB dieses Integral
sich nicht in geschlossener Form auswerten ld8t; es wird desbalb
im folgenden immer in der Form eines unausgewerteten Integral-
ausdruckes verwandt werden.

Zerlegt man die Geschwindigkeit, die der vom Punkte = aus-
gehende Schraubenwirbel an der Stelle § erzeugt, in die drei Kom-
ponenten w, in axialer, w, in tangentialer und w, in radialer Rich-
tung, so sind diese drei Geschwindigkeitskomponenten gegeben
durch die Aunsdriicke:

wu=—rﬂ cz- f N’x——&cos(z+o)] C)]
w, = 545—:) . %L N_%[E-—xcos(r-i- 6) — zrsin(r 4-a))dr (10)
w, = %(xﬂnf N-’[xsm (t+06)—z-7-cos(z4+0)]dr (11)

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist
2
2 4 B — 2zt cos (v + o) +§J,— = N (12)

(VN ist der Abstand des Elementes E vom Punkte ).
Fiir unsere Betrachtungen brauchen wir nur die Komponente,
welche im Punkte & senkrecht zur Schraubenfliche steht, die vom
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Fliigel, dem der Punkt ¢ angehort, durchlaufen wird. Hierzu
liefert w, gar keinen Beitrag; w, und w, liefern die Beitriige

o w2

® " T

(dabei ist c(§) = Vo' + (Ew)’, vergl. Fig.1). Herrscht an der Stelle &
die Zirkulation I'(f),so verursacht der Wirbel die schéidliche Ar-
beit pro Léngeneinheit

0, -

ko v
0 T@ - Fi5 — - 5} e®

= g- F—@:%;Il@ OON'%{[x—&cos(t+d)]-z-§'w
0
+[zcos(z+a)-e+min(z+a)]%}dz
= o TUTE g, ¢, ) (13)

Denken wir ans nun einen Propeller von der Art, daf nur an
der Stelle zwischen z und z + dx die Zirkulation I'(z) und an der
Stelle zwischen § und & + d§ die Zirkulation I'(E) herrscht, so gehen
einerseits an den Stellen z und z+ dz Schraubenwirbel von ent-
gegengesetztem Drehsinn mit der Zirkulation — I'(z) bezw. + I'(2)
aus; andererseits gehen entsprechende Wirbel mit der Zirkulation
—~TI'(E) und +TI'(E) von den Stellen ¢ und £+ dé aus. Der schid-
liche EinfluB, den die beiden bei # und z + dz abgehernden Wirbel
an der Stelle ¢ verursachen, ist nach obiger Formel (13) gegeben
durech

I'(z)-I'§) 0¥, §0) ,
0* y Fye dz - dE. (14)

(Die Differentiation nach z riithrt daher, daf es sich um die
Differenzwirkung zweier im Abstand dz befindlicher Wirbel
handelt). Entsprechend ist die Wirkung der bei & und §+dE
abgehenden Wirbel an der Stelle z

I@) Tl 9PEa,
¢ ix oE

Mit ¥ (§ =z, — o) soll dabei jene Funktion bezeichnet werden,
in welche ¥(z, £, 6) durch Vertauschen von z und § einerseits und
von ¢ und — ¢ andererseits iibergeht. Aufierdem ruft auch das
Wirbelstiickchen I'(z)dxr an der Stelle £ eine axial gerichtete
Geschwindigkeit hervor, deren GrioBe man leicht mittels des

=9 . gy d. (15)
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Figur 5.

Biot-Savart'schen Gesetzes aus Fig. b ableiten kann. Sie be-
tragt:
I'(z)

1 sinydez = — ()

rl

Esinadz, (16)

wobei r = \z' + E'—2zEcoso der Abstand der Punkte 2 und &
ist. Die dadurch verarsachte Verlustarbeit betrdgt (vergl. oben
die darch w, verursachte Arbeit)

L
_ I'(x)I'(E). & osine
—-@- yp . e :

Entsprechend erzeugt das Wirbelstiickchen I'()dé an der Stelle x
die Verlustarbeit

dz - . 17)

[ o osin(-
— T Hosn(z0) 4.4 (18)

Der gesamte durch das Zusammenwirken der beiden Wirbel-
stiickchen I'(z)dz und I'()dE nebst den zugehtrigen Schrauben-
wirbeln verursachte Verlust betrigt

FW= o TEIOWELD o

- - Sin6+ OW(Es Z, —6)

el
— 22 sin(-0)| - do-df

—0- &”_}&ILE) [5(z, & o)+ &(E 2, —0)] - dz - dE. (19)
Dabei ist

sin g

E(x, & 0) = 0% (z, §, o) _ E,,.:D

oz
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der Anteil des Klammerausdruckes, der mit dem Faktor

o LOI® 4 g
zusammen den Teil der Verlustarbeit angibt, welcher an der
Stelle ¢ darch die Einwirkung der dort herrschenden Stérungs-
geschwindigkeit auf die Zirkulation I'(f) entsteht. Entsprechend
stellt

5 5 —0) = EBBZ) T g

el
den fiir die Stelle # in Frage kommenden Ausdruck dar.

Die beiden Ausdriicke ¥(z, §, ¢) und E(§, #, —6) gehen inein-
ander tiber, wenn man einerseits # und § und andererseits ¢ iind
— 6 vertauscht. Wir miissen nun diese Funktion § genauner unter-
suchen, wobei sich gewisse Symmetrieeigenschaften ergeben, welche
fiir unseren Beweis wesentlich sind.

Nach Gleichung (13) ist

W(z,§0) = | N Hiz—§sin(r+e)at
(= ) j:o {[ sin(r+4¢ o
+[xcos(t+ 6) —§ + zrcos(r + o)) %.} dr, (20)

wobei N wieder die in Gleichung (12) angegebene Bedeatung hat.

Da sich hieraus —Gg = 2[z—Ecos(r+ 6)] ergibt, wird

oW(z, E, o)

—
=j‘ooN_g{%Em—E’wcos(t+d)+%[cos(t+d)+1sin(t+a)]}
—3f°°N—*{[x—Ecos(r+u)]z§m+[xcos(1:+a) E+zrsin(z+0)] ’}[a:—gcos(z+a)]dr
—j‘ooN ‘{21Ea)+_[008(1+6)+18m(1+6)]}dt
—ij 1!E’mcos(r+d)df

—3[ N_*{[s—écos(1+6)][zcos(t+d)—E]i-2(¢'f'€)'0005("+6)}df
0 W

_3‘/000N—§{[x’+€'oos'(t+a)]x&m+[:c—-&cos(t+ o)zt %sin(t+a)}d1. (21)
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Nun kann man das zweite dieser vier Integrale
f°°§'mcos(t+6)d
0 nt
partiell integrieren mit cos(r + o) als integrablen Faktor, wobei
zu beachten ist, da8
%—2[x§sm(¢+a)+ ]
und daf fiir die Grenze t =0 N = r* wird.

_f°° g'mcos(t+a) e

= £2 o 3f°° 5"‘""“‘(""") [zgsm(z+a)+-—z}dc @2)

Der Integra.lausdruck rechts in der letzten Gleichung ergibt mit
dem letzten Gliede der Gleichung (21) zusammengenommen

-3 N“* 2 2 1 *sin’®
j:o {[a; + E’cos’(t+0) + E'sin (t+:3)]a:§m
+[:r'—xscos(¢+c)+E’]%—csin(t+a)}dr
=-3 N H 8]zt v_’t. T
ST e+ttt g Gt

— 282 cain (s + o)con (z + a)}dt.

Schreiben wir nan die vollsténdige Funktion ¥(z, § ¢) an, so
kommt zu den eben umgeformten Gliedern des Ausdruckes fiir

EEE noch das Glie GL (16) hinzu. Dieses

hebt sich aber mit dem bel der partlellen Integratlon (leichung (82)

fiir @ den Ausdruck:
E(z, & o)

=fN‘*{2x§w+%:[cos(r+d)+1sin(1+a)]}dt
—3£wN—*{[x—§cos(r+d)][zcos(r+6)—€]%‘—-2(»’05)’00005(7'*"’)
+l2' + E[eto + gzsin(wa)]

~zt -%:- zsin(z + 6)cos(t + 6)} dz. (23)
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Aus dieser Darstellung der Funktion 5 ist zunichst ersichtlich,
daB sie in x und & symmetrisch ist, daf sie also ihren Wert nicht
iindert, wenn man z und § miteinander vertauscht. Die Funktion
E (¢, z, — 6) unterscheidet sich demnach von ihr nur noch durch das
Vorzeichen von o,und wenn ¢ = 0 ist, d. h. wenn 2 und ¢ auf
demselben Radius liegen, so ist X(z, § 0) = 5(§, 2, 0), was wir in
folgendem Satz ausdriicken kinnen:

Liegen zwei Elemente eines Schraubenfliigels auf
einem und demselben Radius in der Entfernung z
und ¢ von der Schraubenachse, 8o ist die Verlust-
arbeit, welche an der Stelle £ durch die von der Zir-
kulation an der Stelle x herriihrende Stérungs-
geschwindigkeit verursacht wird, gleichder Ver-
lustarbeit, welche an der Stelle 2 durch die von der
Zirkulation an der Stelle £ herriihrende Geschwin-
digkeit erzeugt wird.

Weiter ist aus Gleichung(23)zu erkemnnen, daB die Funktion
E(x, £, 6) und entsprechend auch X(§, z, —¢) ihren Wert nicht
dndert, wenn man gleichzeitig die Vorzeichen von z und o ver-
tauscht, da immer nur die Verbindungen cos(r+0), z.sin(r+6)
und z* vorkommen. Es ist demnach, wenn wir noch die eben er-
wihnte Vertauschbarkeit von # und ¢ mit beniitzen und die Aus-
driicke anter dem Integralzeichen mit X’ bdzeichnen:

E(z, & o) =KE’(:¢, E r+e)de =j:oE'(§, z, —t—0)dr.

Da aber
ff(—f)df =-/;b fx)de,

so erhalten wir aus der letzten Gleichung

fooE’(x, Et+o)de =f E'(, z, t—0)dr. (24)
0 -—00

Mit Worten heiit dies:

Die Verlustarbeit, welche durch die von der Zir-
kulation an der Stelle x herrtihrende Stérungs-
geschwindigkeit an der Stelle § verursacht wird,
ist ebenso grof, wie die Verlustarbeit, welche an
der Stelle  entstehen wiirde, wenn die von § aus-
gehenden Schraubenwirbel anstatt nach hinten nach

2
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vorn in der Verlidngerung der wirklichen Wirbel
verlaufen wiirden.

Die gesamte durch die beiden Zirkulationselemente I'(z)dx
und I'(f) dt herriihrende Verlustarbeit ergibt sich nun nach Glei-
chuang (19) und (24)

d-W=9£(£i{_(§lUma'(g,x,r—a)d;+ ° E'(E,x,f—d)dt]dx.ds

0 —_00

. o0
- ow[f+ B, :v,t—a)dt]dw-dg. (25)
L —00

Dies 1d8t sich folgendermafBen ausdriicken:

Die gesamte Verlustarbeit, welche durch die
gegenseitige Einwirkung zweier Zirkulationsele-
mente an den Stellen # und ¢ dieser Elemente ver-
ursacht wird, ist ebenso groB, wie die Verlustarbeit,
welche an der einen Stelle allein entstehen wiirde,
wenn die von der anderen Stelle ausgehenden Schrau-
benwirbel sich nach beiden Seiten ins Unendliche er-
strecken wiirden.

Wenn wir Gleichung (28) tiber jeden Fliigel nach § integrieren
und die Summe iiber die » Fliigel bilden, so erbalten wir die Ver-
lustarbeit d W, welche das Element I'(z)dz in Verbindung mit
simtlichen Schraubenfliigeln verursacht. Bei der Integration und
Summation der rechts stehenden Ausdriicke ist zu beachten, da8

1 2 rBre e,
a2 [ Tffo Bk @, v —0)dedt = w(2)

14

die zur Schraubenfliche senkrechte Stérungsgeschwindigkeit im
Punkte z und

1 0 RF(E) -+ oo , ,
W?f; T"—j;oo 5t 7,7 —a)dedt = W ()

die entsprechende Stirungsgeschwindigkeit auf der durch z ge-
henden Schraubenlinie in groBer Entfernung hinter der Schraube
ist, wo die Schraubenwirbel nach beiden Seiten hin sich erstrecken.
‘Wir erhalten demnach

dW = ¢-I'(z)-w' (z)-c()-dz. (26)

Der weitere Gang der Untersuchung ist derselbe wie beim
ersten Beweis. Wir haben «'(z) zn bestimmen aus der Bedin-
gung:
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n

¥4
Verlustarbeit — W= 3 f P()-o (@)-¢(2)- dw = Minimam  (27)
T Jo

n R
Schubarbeit = S-v = gv 3 f I'(z)-z-0-de = Konst., (28)
1 vo

was auf die Gleichung fiihrt

I'@)-w(z)-¢(@)= C-v-I'2) -2 o, (29)
wobei C Lagrange’scher Faktor ist. Daraus ergibt sich
w' .
H = 0'81115, (30)

wenn wir wieder — =sins einfiihren. Dieser Ausdruck stimmt

mit der frither abgeleiteten Formel (3) iiberein, und w' bedeutet
auch hier wieder die Geschwindigkeit hinter der Schraubenfliche
und ist identisch mit der durch Drehen einer starren Schrauben-
fliche erhaltenen Geschwindigkeit.

Wir haben durch die vorhergehende Untersuchung die Lsung
des Minimalproblems der Schraubenpropeller in der Form gewonnen,
daB wir angeben kinnen, wie die Geschwindigkeitsverteilung in
grofer Entfernung hinter der Schraube sein muB. Fiir die Be-
urteilung der Vorgtinge an den Schraubenfliigeln interessiert viel-
fach die Storungsgeschwindigkeit, welche an der Stelle der Fliigel
selbst herrscht. Fiir Schrauben, deren Fliigel symmetrisch zu-
einander liegen ), was ja fast stets zutrifft, lifit sich nun folgender
einfache Satz aufstellen:

Bei symmetrischen Schrauben sind die Stérungs-
geschwindigkeiten am Fliigel halb so gro8 wie an
den entsprechenden Stellen der Schraubenfliche weit
hinter dem Propeller.

Dieser Satz ist leicht einzusehen: Die von der Zirkulation
um die einzelnen Fliigel herriihrenden Strungsgeschwindigkeiten
heben sich am Ort eines Fliigels infolge der symmetrischen Lage
der in Frage kommenden Stellen zu den iibrigen Fliigeln gerade
auf. Es ist also nur der EinfluB der von den Fliigeln ab-
gehenden Wirbelsysteme zu betrachten. Nun ist aber das Wirbel-
system von O bis +oco, wie es an den Fliigeln wirksam ist,

1) Dazu gehtrt, daB die Fliigel mit Radien zusammenfallen, welche in ein
und derselben Ebene senkrecht zur Achse (Schranbenkreisebeme) liegen und
gleichen Winkelabstand voneinander haben.
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kongruent za dem System von 0 bis —oo, welches die gedachte
Fortsetzung des ersteren bildet. Wegen der symmetrischen
Lage eines jeden Punktes der Fliigel zu den beiden Wirbel-
systemen ist anch die von den beiden Systemen verursachte
Storung dieselbe. Weit hinter der Schraube, wo ein System von
—oo bis 400, also die Summe der beiden einander kongruenten
Systeme wirksam ist, wird demnach auch die Storang doppelt so
groB wie am Fliigel selbst, wo nur das eine System in Wirksam-
keit tritt. FormelmdBig kénnen wir diesen Gedanken so aus-
driicken: Ein Fliigelelement an der Stelle z erzeugt an einer
anderen Stelle £ eines Fliigels eine Storung, welche abgesehen
von nebenséchlichen Faktoren gegeben ist durch die Funktion

o0
f B (2, &, v+ 0)dr,
1)

wenn wieder 6 den Winkel bezeichnet, den die darch z und §
gehenden Radien bilden. Wegen der symmetrischen Anordnung
ist ein dem Fliigelelement 2 entsprechendes symmetrisch zu §
gelegenes Element vorhanden, dessen Einfluf durch den Ausdruck

20
IR
¢

gegeben ist. Nehmen wir die von diesen beiden Elementen ver-
ursachten Stdrungen zusammen und beriicksichtigen, daB wir z4-0
wegen des symmetrischen Baues von %' mit —r—¢ und r—o mit
—t+0 vertauschen konnen. (Vergl. S.17), so erhalten wir:

o0
f E' (%, & v+ 6)de+ ‘ E'(z, v—o0)dr
0 0
0
=j~oozl(z’ E’—'_d)df'f‘f E’(Z, 5;—‘F+6)dr
0 0

0
=j:) E'(x,g,r—d)dr-{-f E'(z, &, t+0)ds. (31)

Hieraus ist die Gleichwertigkeit des Wirbelsystemes hinter dem
Ausgangspunkt (von O bis +©0) mit dem davor liegenden (von
— o0 bis 0) auch formelmiBig ersichtlich.

Zum SchluB mége noch etwas iiber die Analogie des hier be-
handelten Schraubenproblems mit dem in der Einleitung erwihnten
Tragfliigelproblem gesagt werden, das ja den AnstoS zu der ganzen
Untersuchung gab: Dem Eindecker wiirde eine einfliigelige Schraube
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entsprechen. Der dort auftretenden Funktion

7—E entspricht hier

die Fanktion ¥(z, £, 0). Dem ungestaffelten Mehrdecker entspricht
die Schraube mit symmetrischer Fliigelanordnang; dem gestaffelten
Mehrdecker die unsymmetrische Schraube. Der Vertikalabstand
der einzelnen Decks spielt dort etwa dieselbe Rolle wie hier der
Winkel o.

Zusataz

Die von Herrn Betz gefundene Vorschrift fiir die giinstigste
Kraftverteilung bei Luftschranben erlaubt in dem Fall, da8 es
sich um eine vielfliigelige Luftschraube handelt, auf ziemlich ein-
fache Weise Niherungsformeln fiir die Verteilung der Zirkulation
— und damit auch der Luftkridfte und der Fliigelgestalt — auf-
zustellen. Entsprechend dem Gedankengang im Abschnitt 7 der
II. Mitteilung meiner ,Tragfliigeltheorie®!) wird das System von
Schraubenflichen, das durch die Luftschraube bei ihrer Bewegung
in die Luft hineingeschnitten wird (Fig. 1), als starres Gebilde
betrachtet, und es wird diesem starren Gebilde durch einen StoB eine
(Gteschwindigkeit w in der Achsenrichtung erteilt. Die bei diesem
Stof erzeugten Luftgeschwindigkeiten stimmen im Bereich der
Theorie der I. Ordnung mit den Geschwin-
digkeiten iiberein, die die Schraube hinter
sich in der Luft zuriickléBt. In der #uBeren
Randzone treten beim Umstrémen der Kan-
ten der Schraubenflichen Radialgeschwindig-
keiten auf, die eine besondere Betrachtung
erfordern. Diese Radialgeschwindigkeiten
klingen aber, wenn die Schraubenflichen
hinreichend dicht stehen, nach dem Innern
zu sehr rasch ab, so daB es hier ausreicht,
die tangentiale Komponente w; und die
axiale Komponente w, der Luftbewegung
zu betrachten. Die Bewegung, die bei dem
Stof erzeugt wird, erfolgt im Innern, wie |
leicht zn sehen, normal zu den Schrauben-
flichen, mittelst derer der StoB aaf die

1) Nachrichten der Ges. d. Wiss. 1919, S. 107.
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Fliissigkeit ausgeiibt wird. Ist v die Geschwindigkeit, mit der
die Luftschraube gegen die Luft fortschreitet, @ deren Winkel-
geschwindigkeit, dann ist die Steigung der Schraubenflichen
H= 9T, wo T = 2x|o die Umlaufszeit ist, also
H = 2xv|on
Der Steigungswinkel ergibt sich aus
tge = H2=nr = v/ro,

wo r der Abstand des Elementes von der Drehachse ist. Der Ge-
schwindigkeit des Schraubenflichensystems nach dem Stof w ent-
spricht somit eine normal zu den Schraubenflichen gerichtete
Fliissigkeitsbewegung vom Betrage w, = wcoss; dies ergibt die
Komponenten:

vre

Wy = WCosEsing = W ———— 1
¢ v it @
2 1
"o
— * —_
Wy = WCO8 & = WW. (2)

Die Zirkulation fiir einen Schraubenfliigel im Radius r ergibt
sich bei nSchraubenfliigeln, die gleichmifig auf den Umfang ver-
teilt sein mégen, zu

2xrw, _ 2mw vrio __ H-w,

r= n  n  Ov+ro ( n

) @

Anmerkung: Die Ergebnisse dieser Betrachtung, die ebenso
wie die Betz'sche Theorie nur fiir den Grenzfall sehr schwach be-
lasteter Schrauben streng giiltig sind, lassen sich auf stark be-
lastete Schrauben erweitern, wenn man, wie Herr Betz in einer
anderen noch zu verdffentlichenden Untersuchung gezeigt hat, in
den obigen Formeln fiir v und rw die genauen Werte der Stro-
mungsgeschwindigkeiten relativ zn den Fliigelprofilen v + w,/2 und
ro— w2 setzt, wobei unter v die ZufluBgeschwindigkeit im Un-
endlichen vor der Schranbe und unter w, und w: die zusitzlichen
Geschwindigkeitskomponenten weit hinter der Schraube verstanden
werden. Eine brauchbare Niherung fiir miBig belastete Schrauben
erhiilt man iibrigens schon dadurch, daB in den obigen Formeln v
durch v +4w/2 ersetzt wird, wobei die einfache Vorstelh;xiﬁ von in
die Luft geschnittenen Schraubenflichen, die sonst hinfillig wird,
beibebalten werden kann. Von dieser letzteren Nidherung ist in
Formel (8) Gebrauch gemacht.

Fiir die Randzone gilt die folgende Sonderbetrachtung. KEs
gsei a der senkrechte Abstand von zwei benachbarten Randkurven
der Schraubenflichen, also gemdf Figur 1 :



H _ 2z2vR

a = —C08¢ == —j=———x—\
n n\v' + R
An die Stelle der Umstrémung der Rénder
der Schraubenflichen mag nun die Umstrémung
der Rinder eines dquidistanten Ebenensystems
vom Abstand a, gemidf Fig. 2,gesetzt werden,
um den Abfall der Zirkulation an den Fliigel-
spitzen zu studieren. Nach den Darlegungen
von Nr. 6 der II. Mitteilung ist die Zirkulation
gleich dem Potentialsprung der in der Fliissig-
keit zuriickgelassenen Stromung zu setzen.
Es ist also das Stromangspotential fiir die in
Fig. 2 angedeutete Strémung zu berechnen.
Die nach Fig.2 zerschnittene Ebene (2-Ebene)
1Bt sich konform auf das AuBere des Einheits-
kreises (f-Ebene) abbilden durch

@

. Qa 1 |1
2 = ;ln?(t+—t—). (8)

Die Strémung von Fig. 2 verwandelt sich dabei in zirkulatorisches
Umstromen des Einheitskreises, es ist also @+ 1% = F = icln¢;
hiermit ergibt sich nach kurzer Rechnung:

7 = Z1ncos —E (6)
n ¢
Fiir reelle Werte von F, also fiir die Stromlinien ¥ = 0, wird
z = % lncosif- oder @ = =% carccose™ /"

fir £ =0. Der f’otentialsprung wird somit, wenn, mit R = Auflen-
radius, B —r fiir — z gesetzt wird,

[®#] = 2carc cose B8, @

Der Abfall der Zirkulation an den Fliigelspitzen der Schraube
wird nun proportional dem Abfall des Potentialsprunges in Glei-
chung (7) angenommen. Bei den praktisch iiblichen Abmessungen
liegen die Funktionswerte von I" nach Gleichung (3) fiir die Gegend
der Fliigelspitzen regelmiiflig schon in der Nihe des Asymptoten-
wertes, sind also dort fast konstant. Es wird deshalb kein groBer
Fehler gegeniiber der wahren Lisung der Minimumsaufgabe ent-
stehen, wenn man an ihrer Stelle denjenigen Verlauf von I' setzt,
der sich ergibt, wenn man die Werte von I' aus Gleichung (3)
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mit dem Ausdruck der Gleichung (7) multipliziert, wobei durch
die Wahl ¢ = 1/x der Asymptotenwert dieses Ausdruckes aunf 1
normiert wird. Hiermit ergibt sich also als Endformel:

_ 4w  (v+w?2)re —x(R—r1)a
= o BrwRrire + Brecos ¢ ®

mit a nach Gleichung (4), in der ebenfalls gemif der Anmerkung
S. 89 v durch v +w/2 ersetzt werden kann. Die Gleichung gilt
um so genauer, je mehr Schraubenfliigel vorhanden sind, es ist aber
zu erwarten, daf sie auch bei wenigen, ja selbst bei zwei Fliigeln,
immer noch brauchbare Resunltate ergibt. Die Fig. 3 zeigt in der
stark ausgezogenen Linie den Verlauf von I' abhéingig von r fiir
vier Fliigel und fiir einen Wert

H2xR = (v+w/2)/Ro = 1:5,

was etwa dem bei Flugzeugschrauben Ublichen entspricht. Der
Verlauf von I" bei zwei Fliigeln ist zum Vergleich in Fig. 3 ge-
strichelt beigefiigt.

ﬁ)‘rml (7 f{')rm/@}
r ’__,.__.-— .k“ — a /
2 Fiigel? 4 Friged
RN
i
Z J 5
—--j'-mg//v'ﬁ)l r N
Figur 3.

Bei Vergroferung der Fliigelzahl wiirde die GréBe a verkleinert,
der Abfall an der Fliigelspitze also steiler werden; im Grenzfall
von unendlich vielen Fliigeln wiire dieser Abfall also senkrecht
anzusetzen. Der Verlust an Volligkeit in der Verteilung I" und
daher auch in der Schubverteilung, der bei endlicher Fliigelzahl
gegeniiber unendlich vielen Fliigeln eintritt, liBt sich dadurch
zum Ausdruck bringen, da8 man die Verteilung nach Gleichung (7)
flichengleich durch ein Rechteck ausgleicht. Dadurch erweist sich
irgend eine Schraube als dynamisch gleichwertig mit einer Schraube
mit unendlich vielen Fliigeln, bei der die Fliigel um einen Be-
trag o' (Figur 8) kiirzer sind als die Fliigel der gegebenen
Schraube. Der Betrag a' ergibt sich aus der Forderung, daf
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c/2
f zdd = E—-a’
0

sein maf, zu
o = %1112 = 0,2207a. )

In dem obigen Beispiel ergibt sich fiir unendlich viele Fliigel
(Verteilung in Fig. 8 durch Schraffur angedeutet) eine dquivalente
Schraubenkreisfliche, die um 13 %, kleiner ist als die gegebene
Schraubenkreisfliche der vierfliigeligen Schraube.

Die Fliigelkrifte und die erforderliche Formgebung der Fliigel
konnen, sobald I' bekannt ist, nach den in der ,Tragfliigeltheorie®
I 13 angegebenen Grundsdtzen, die sich ohne weiteres auf den
Fall der Schraube iibertragen lassen, ermittelt werden. Ein ni-
heres Eingehen hieranf kann deshalb an dieser Stelle unterbleiben.

L. Prandtl.



Anhang.

Hier mégen einige kurze Hinweise auf die Arbeiten Platz finden,
die inzwischen im Zusammenhang mit den vorstehenden Abhand-
lungen entstanden sind oder sonst in enger Beziehung zu ihnen
stehen. Bibliographische Vollstindigkeit ist dabei nicht angestrebt
worden. Die in den Abhandlungen bereits zitierten Arbeiten sind
nicht noch einmal erwihnt.

I

Die Fragen der Fliissigkeit mit kleiner Reibung sind zunichst

in drei Gottinger Dissertationen weiter verfolgt worden:
H. Blasius, Grenzschichten in Fliissigkeiten mit kleiner
Reibung, 1907, abgedruckt in der Zeitschr., f. Math. u.
Phys., Bd. 56 (1908), S. 1.
E. Boltze, Grenzschichten an Rotationskérpern in Fliissig-
keiten mit kleiner Reibung, Gottingen 1908.
K. Hiemenz, Die Grenzschicht an einem in den gleich-
formigen Fliissigkeitsstrom eingetauchten Kreiszylinder,
1911, abgedruckt in Dinglers Polytechn. Journal, Bd. 326
(1911), 8. 321.
Die erste dieser Arbeiten behandelt den zweidimensionalen Fall
eines symmetrischen Hindernisses, sowohl bei stationiirer Strémung
als auch bei Beginn aus der Ruhe heraus. Die im Heidelberger
Vortrag auf Grund einer vorldufigen Abschitzung zu 1,1 ... ange-
gebene Zahl fiir den Widerstand einer Platte wird zu 1,327 be-
rechnet, Die zweite Arbeit behandelt in analoger Weise den Ro-
tationskidrper; die dritte fiihrt fiir eine experimentell ermittelte
Druckverteilung am Kreiszylinder die numerischen Rechnungen
genauer durch und vergleicht die berechnete Abldsungsstelle mit
der beobachteten, wobei sich sehr befriedigende Ubereinstimmung
ergibt.

Spiter hat Th. v. Kdrmdn mit seinen Schiilern die Fragen
der Fliissigkeit mit kleiner Reibung aufgegriffen und eine praktische
Niherungsmethode entwickelt, welche die Schwierigkeiten der nume-
rischen Durchfiihrung der exakten Rechnung geschickt vermeidet, vgl.:
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Th. v. Kdrmdn, Uber laminare und turbulente Reibung.
ZAMM?Y 1921, 8.233 (s. auch Innsbrucker Vortriige,
S. 146); ferner:

K. Pohlhausen, Zur ndherungsweisen Integration der
Differentialgleichung der laminaren Grenzschicht (Aus-
zug aus der Gttinger handschriftlichen Dissertation?)).
ZAMM 1921, S. 252.

In der letzteren Arbeit wird die Kérménsche Methode fiir das
Beispiel von Hiemenz numerisch durchgefiihrt. Erwéhnt sei noch
die handschriftliche Dissertation von

W. Tollmien, Zeitliche Entwicklung der laminaren Grenz-
schichten am rotierenden Zylinder, 19242).

Eine Weiterfilhrung dieser Arbeit ist in Aussicht genommen.

Von experimentellen Untersuchungen iiber das Verhalten der
Grenzschichten sind hier vor allem die Arbeiten von Professor
J. M. Burgers und seinem Schiiler B. J. van der Hegge Zynen
iiber die Strémung in unmittelbarer Néhe von glatten ebenen, lings-
bestromten Platten zu erw#hnen, vgl.:

Burgers und v.d. Hegge Zynen, Verhandl. d. Akad. v.
Wetensch. Amsterdam, 1. sect. Deel XIII No. 3, 1924;

Burgers, Proc. of the I. Internat. Congr. f. applied me-
chanics, Delft 1924, S. 113;

v. d. Hegge Zynen, Thesis, Delft 1924.

Beziiglich der experimentellen Feststellungen iiber die Beein-
flussung der Grenzschichten durch Mitbewegung der Wand mit der
Stromung (rotierende Zylinder) und durch Absaugung von Fliissig-
keit nach dem Korperinnern entsprechend Abb. 11 und 12 der hier
beigefiigten Tafel sei auf folgende neuere Arbeiten verwiesen:

J.Ackeret, Neuere Untersuchungen der Aerodvnamischen
Versuchsanstalt. ZFM 1925, S, 44.

1) Abkiirzungen:

T.B. = Technische Berichte, herausgegeben von der Flugzeugmeisterei der In-
spektion der Fliegertruppen, Charlottenburg.

ZFM = Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt.

ZAMM = Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik.

Z.d.V.D). = Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure.

nErgebnisse* — Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt, herausgegeben
von L. Prandtl, Miinchen, bei Oldenbourg.

nInnsbrucker Vortrige* = Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik,
Innsbruck 1922, herausgegeben von Th. v. Kérmdn und T. Levi-Civita, Berlin
1924, bei Springer.
2) Von der Gottinger Universitits - Bibliothek und der Staatsbibliothek zu

Berlin leihbar,
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A. Betz, Der Magnuseffekt, die Grundlage der Flettner-
walze. Z.d.V.D.I. 1925 S. 9.

J. Ackerct. Grenzschichtabsaugung. Z.d.V.D.1.1926,S.1153.

O. Schrenk, Versuche an einer Kugel mit Grenzschicht-
absaugung. ZFM 1926, S. 366.

11.

Was die Tragfliigeltheorie betrifft, so sind zuniichst in Er-
gidnzung der in den Abhandlungen selbst angegebenen Literatur
noch einige Arbeiten zu erwihnen, die im Kriege von der Flugzeug-
meisterel als geheim erkldrt worden sind. Hierher gehdren die S. 34
der I. Mitteilung erwidhnten Arbeiten von Betz und Munk, die
in den Technischen Berichten, herausgegeben von der Flugzeug-
meisterei (T.B.), abgedruckt sind. Es sind dies:

A.Betz, Einfluf der Spannweite und Flidchenbelastung aunf
die Luftkrifte von Tragflichen. T.B. I, S. 98.
M. Munk, Spannweite und Luftwiderstand. T.B. I, S. 199,
M. Munk, Modellmessung an drei Tragflichen verschiedener
Spannweite. T.B. I, S.203.
Die erste bringt die Umrechnungsformeln fiir Eindecker, die zweite
erliutert die Bedeutung der Umrechnungsformeln, die dritte bringt
den experimentellen Beweis dazu.-

Auf die Theorie der Doppeldecker beziehen sich die Arbeiten:

A. Betz, Berechnung der Luftkrifte auf eine Doppeldecker-
zelle aus den entsprechenden Werten fiir Eindecker-
tragflichen. T.B. I, S. 103. (Zusammenstellung der For-
meln auf Grund des ,Hufeisenwirbels“.)

M. Munk, Beitrag zur Aerodynamik der Flugzeugtragorgane.
T.B. 11, S. 187. (Vergleich mit Versuchsergebnissen.)

L. Prandtl, Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern.
T.B. Il 8.309, abgedruckt in ,Ergebnisse I1. Lief,, S. 9.
(Formeln auf Grund der elliptischen Auftriebsverteilung.)

Eine Zusammenfassung der damaligen Kenntnisse stellt der Vor-
trag -auf der Hamburger Versaminlung der Wissenschaftlichen Ge-
sellschaft fiir Luftfahrt (April 1918) dar:

L. Prandtl, Tragflichenauftrieb und -widerstand in der
Theorie, abgedruckt im Jahrbuch VI der Wiss. Ges. f.
Luftfahrt, Berlin 1920, bei Springer.

Hier mag auch erwihnt werden, dafl, wie uns erst 1926 be-
kannt wurde, von Lianchester in England wihrend des Krieges
ein Fortschritt, der parallel mit dem unsrigen ging, erzielt wurde.
In seinem Buche:
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The Flying Machine. Two Papers: The Aerofoil and the

Screw Propeller, London 1915 (Sonderdruck aus den Pro-

ceedings of the institution of antomobile engineers Bd. IX),

findet er fiir den induzierten Widerstand des Eindeckers eine mit

Gl. (2b), 8. 32 identische Beziehung; unsere Umrechnungsformeln
finden sich aber nicht bei ihm.

Die Weiterfithrung der Tragfliigeltheorie iiber den Stand der
hier wiedergegebenen beiden Abhandlungen hinaus betraf zundchst
die in Nr. 13 der I. Mitteilung erwidhnte ,Zweite Aufgabe“ (Be-
rechnung der Auftriebsverteilung fiir gegebene Gestalt des Fliigels).
Mit ihr befafit sich die Gottinger Dissertation von

A. Betz, Beitrdge zur Tragfliigeltheorie, mit besonderer
Beriicksichtigung des einfachen rechteckigen Fliigels,
Miinchen 1919 (Auszug in Beiheft 2 der ZFM 1920, S. 1);
ferner die Abhandlungen von
R. Fuchs, Beitrdge zur Prandtlschen Tragfliigeltheorie.
ZAMM 1921, S. 106;
E. Trefftz, Zur Prandtlschen Tragfliigeltheorie. Math. Ann.
82 (1921), Heft 3/4.
Vgl. auch die zusammenfassenden Darstellungen von E. Trefftz
in der ZAMM 1921, S. 206, und in den ,Innsbrucker Vortrigen®,
S. 84. Mit den Verhiltnissen im Kurvenflug befaft sich die Disser-
tation von
C. Wieselsberger, Zur Theorie des Tragfliigels bei ge-
kriimmter Flugbahn, 1922 1) (Auszug in der ZAMM 1922,
S. 825).
Der Eindecker mit Scheiben an den Fliigelenden ist von F. Nagel
berechnet, vgl. ,Ergebnisse“ III. Lieferung, S.17; Experimente dazu
ebenda S. 95.

Die Ausfithrungen iiber Berichtigung von Versuchsergebnissen
wegen des endlichen Luftstromquerschnitts (Nr. 10 u. 11 der IT. Mitt.)
sind durch Berechnung der Verhéltnisse im rechteckigen Kanal
erginzt von

H. Glauert: The Interference of Wind Channel Walls on
the Aerodynamic Characteristics of an Aerofoil. Reports
and Memoranda of The Aeronautical Research Committee,
Nr. 867, London 1923.

Beziiglich der weiteren experimentellen Priifung der Theorie sei
verwiesen auf:

»Ergebnisse®, I. Lief. (1920), S. 50, und II Lief. (1923), S. 17,
35 u. 41 (Sdmtliche Beitrdge von C. Wieselsberger);

1) Vgl. Fubnote 2, S. 94,
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»Innsbrucker Vortrige 1922¢, 8. 47 (C. Wieselsberger);

H. Glauert, Experimental tests of the vortex theory of
aerofoils. Technical Report of the Aeronautical Re-
search Committee 1923/24, Vol. 1, S.169 (Reports u. Me-
moranda, Nr. 889);

A. Fage u. H. L. Nixon, The prediction on the Prandtl
theory of the lift and drag for infinite span from mea-
surements on aerofoils of finite span. Ebenda S. 183
(Reports u. Memoranda, Nr. 903).

Die am Schlufi der 1I. Mitteilung angekiindigte Verfeinerung
der Theorie durch Ubergang von der tragenden Linie zur tragenden
Flidche ist in der Zwischenzeit ebenfalls im wesentlichen durch-
gefiihrt; es sei hier auf folgende Arbeiten verwiesen:

W.Birnbaum %, Das ebene Problem des schlagenden Fliigels.
Handsehriftl. Diss. 19221), Auszug in zwei Aufsidtzen in
der ZAMM 1923, S. 290 und 1924, S. 277;

H. Blenck, Der Eindecker als tragende Wirbelfliche. Hand-
schriftl. Diss. 19231), Auszug in der ZAMM 1925, S. 36;

N. K. Bose, Uber das Doppeldeckerproblem. Handschriftl.
Diss. 1923 1), Auszug in der ZAMM 1927, S. 1.

Die Birnbaumsche Arbeit enthilt zuniichst eine Formulierung
fiir die Auftriebsverteilungen, denen in erster Nidherung Profilformen
mit einer Funktion 1., 2. und 3. Grades als Gleichung entsprechen
(gerade Platte, flach gewdlbte und flach S-férmige Platte), durch
deren Superposition beliebige Profile angenihert werden kénnen,
und macht davon Anwendung auf langsam mit kleiner Amplitude
schlagende unendlich lange Fliigel; Blenk berechnet neben dem
geraden Eindecker den mit Pfeilform und den seitlich schiebenden
Eindecker; Bose behandelt vor allem die Wolbungseinfliisse bei
der gegenseitigen Einwirkung der beiden Fliigel eines Doppel-
deckers; beziiglich des ersteren Aufgabenkreises sei noch auf den
Vortrag von Prandtl: Uber die Entstehung von Wirbeln in der
idealen Fliissigkeit, ,Innsbrucker Vortrige®, S. 18, verwiesen, be-
ziiglich der experimentellen Priifung der letzteren Arbeit auf
»Ergebnisse¢ TII. Lief, S.9.

Als weitere Arbeit auf diesem Gebiet muB noch die folgende
unabhingig von den soeben genannten Gottinger Arbeiten ent-
standene Dissertation der Technischen Hochschule Berlin erwihnt
werden :

H. Wagner, Uber die Entstehung des dynamischen Auftriebs

1) Vgl. FuBnote 2, S. 94.
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von Tragfliigeln, 1924 (Auszug in der ZAMM 1925,
S. 17),
in der die nichtstationdren Vorginge beim Bewegungsbeginn aus
der Ruhe heraus behandelt werden.
Das Doppeldeckerproblem wird in einer anderen Art be-
handelt von
B. Eck, Neuartige Berechnung der aecrodynmamischen Eigen-
schaften eines Doppeldeckers. ZFM 1925, S. 183.

I1L

Im Zusammenhang mit der hier abgedruckten Doppelabhandlung
iiber Schraubenpropeller seien zundchst zwei Arbeiten angetiihrt,
deren Entstehung zwar zeitlich frither liegt (wenn auch die zweite
davon erst spidter vertffentlicht wurde), die aber sehr &hnliche
Probleme wie die hier wiedergegebenen behandeln :

H. Fottinger, Neue Grundlagen fiir die theoretische und
experimentelle Behandlung des Propellerproblemes. Jahrh.
d. schiffbautechn. Ges. Bd. 19 (1918), S. 385;
A. Betz, Eine Erweiterung der Schraubenstrahltheorie. ZFM
1920, 8. 105.
Féttinger untersucht das Stromungsfeld in der Umgebung eines
Propellers. Er nimmt dabei die Zirkulation lings der Propeller-
fliigel als konstant an, so dafi von den Fliigelspitzen und von der
Nabe konzentrierte Wirbel ausgehen. Betz bhehandelt in seiner
Arbeit den Propeller mit unendlich dicht stehenden Fliigeln bei
vernachldssigbar kleiner Kontraktion.

lm iibrigen ist der Inhalt der hier abgedruckten Arbeit in der
Zwischenzeit nach verschiedenen Richtungen hin erweitert worden.
Einerseits wurde der Hauptgedanke, welcher zu einer Aussage iiber
die Stréomung im Schraubenstrahl fiihrt, auch auf Propeller mit
endlicher Belastung (merklicher Kontraktion) ausgedehnt. Kine
Darstellung in dieser allgemeineren Form ist in dem Artikel von

A. Betz, Tragfliigel und hydraulische Maschinen. Handbuch
der Physik Bd. V1I, 8. 257 u.f.
gegeben. Andererseits wurden von verschiedenen Verfassern die
Vorginge beim Propeller teils von etwas anderem Standpunkte
aus behandelt, teils die Ergebnisse in eine fiir diec praktische Ver-
wendung bequemere Form gebracht und teils durch Kinbeziehung
der Verluste am Fliigelblatt (Profilwiderstand) erginzt. Es sind
dies hauptsiichlich folgende Arbeiten:
H. B. Helmbold, Zur Aerodynamik der Treibschraube,
ZFM 1924, S. 150;
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H. B. Helmbold, Die Betz-Prandtische Wirbeltheorie der
Treibschraube und ihre Ausgestaltung zum technischen
Berechnungsverfabren. Werft, Reederei, Hafen 1926,
S. 565 u. 588;

H. B. Helmbold, Eine Niherungslésung des Problems der
wirtschaftlichen Luftschraube. ZFM 1927, S. 13;

E.Moeller, Im offenen Fliissigkeitsstrom arbeitende Fliigel-
rider. Z.d.V.D.I. 1924, S. 675;

E. Pistolesi, Neue Ansétze und Ausfiihrungen zur Theorie
der Luftschrauben. ,Innsbrucker Vortrige®, 8. 67;

Th. Bienen und Th. v. Kdrmdn, Zur Theorie der Luft-
schrauben. Z.d.V.D.I. 1924, 8. 1237;

Th. Bienen, Die giinstigste Schubverteilung fiir die Luft-
schraube bei Berlicksichtigung des Profilwiderstandes.
ZFM 1923, S. 209 u. 221 und 1926, S. 4;

Th. Bienen, Die rechnerische Ermittlung der Schubver-
teilung und des Wirkungsgrades fiir ansgefiihrte Luft-
schrauben bei beliebigen Betriebszustinden. ZFM 1926,
S. 485.

Die Arbeiten von Helmbold und von Moeller bringen in
der Hauptsache Umformungen der hier wiedergegebenen Ergebuisse
fiir den praktischen Gebrauch. Dabei wird auch der Verlust an
den Fliigeln (der Profilwiderstand) mit in Rechnung gezogen. In
der zweiten Helmboldschen Arbeit (in Werft, Reederei, Hafen)
wird auBerdem fiir stark belastete Schrauben der mit der Strahl-
drehung verbundene Unterdruck im Strahlinnern beriicksichtigt.

Pistolesi berechnet dic Anderungen von Schub und Dreh-
moment unter dem Einflufl der Stérungsgeschwindigkeiten und ge-
langt unter Vernachlidssigung von Gliedern htherer Ordnung zu
ganz dhnlichen einfachen Formeln, wie sie in der Tragfliigeltheorie
den EinfluB des Seitenverhiltnisses zum Ausdruck bringen. An-
stelle des Seitenverhiltnisses tritt dabei das Verhéltnis von Blatt-
breite zu Radius.

Bienen und v. Kédrmdn beriicksichtigen in ihrer Arbeit
néherungsweise sowohl den Kinfluf der Drehung wie auch den des
Profilwiderstandes. Sie ermitteln eine giinstigste Schubverteilung
und die dazu erforderliche Fliigelform. Die daran anschlicfenden
Arbeiten von Bienen allein befassen sich noch ausfiihrlicher mit
der giinstigsten Schubverteilung bei Beriicksichtigung des Profil-
widerstandes.

Uber die praktische Anwendung und experimentelle Priifang
der Theorie ist hauptsiichlich in dem Vortrag von
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F. Horn, Versuche mit Tragfliigel-Schiffschrauben. Jahrb.
d. schiffbautechn. Ges. Bd. 28 (1927), S. 342,
Material enthalten.

IV.

An zusammenfassenden Darstellungen mogen noch erwidhnt
werden :

L. Prandtl, Applications of modern Hydrodynamies to
Aeronautics. Report 116, National Advisory Committee
for Aeronautics, Washington 1921;

R. Fuchs und L. Hopf, Aerodynamik (Bd.II des Hand-
buchs der Flugzeugbankunde, herausgeg. von F. Wagen-
fiihr), Berlin 1922 bei R. C. Schmidt u. Co.;

Maurice Roy, Theorie des surfaces portantes. Scientia,
Phys. Math. No. 39, Paris 1922;

R. Glauert, The Elements of Aerofoil and Airscrew theory.
Cambridge 1926.

Ferner Beitrige von
L. Hopf, ,Zdhe Fliissigkeiten“ (besond. 8. 121 u.f.) und
A. Betz, ,Tragfliigel und hydraulische Maschinen®
in Bd. VIT des Handbuchs der Physik, herausgeg. von Geiger und
Scheel, Berlin 1927 bei Springer.
Auf die folgenden mehr oder weniger populiren Darstellungen
mag ebenfalls hingewiesen werden:

A. Betz, Einfilhrung in die Theorie der Flugzeugtragfliigel.
Die Naturwissenschaften 1918, S. 557;

L. Prandtl, Die neueren Fortschritte der flugtechnischen
Stromungslehre. Z.d.V.D.I. 1921, §. 959;

A. Betz, Die Vorginge beim Schraubenpropeller. Die Natur-
wissenschaften 1921, S, 309;

L. Prandtl, Magnuseffekt und Windkraftschiff. Die Natur-
wissenschaften 1925, S. 93;

J.Ackeret, Das Rotorschiff und seine physikalischen Grund-
lagen. Géttingen 1925, bei Vandenhoeck und Ruprecht;

J. Ackeret, Grenzschichtabsaugung. Z.d.V.D.1.1926,5.1153;

A.Betz, Wirbelschichten und ihre Bedeutung fiir die Stré-
mungsvorgédnge. Die Naturwissenschaften 1926, S.1228;

I. Prandtl, Beitrag ,Stromende Bewegung der Fliissig-
keiten und Gase“ in Miiller-Pouillets Lehrbuch der Physik,
Bd. I, 11. Aufl. (in Vorbereitung).
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