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- Zur Prandtlschen Tragflichentheorie.
Von

E. Trefftz in Aachen.

Durch die Arbeiten von Prandtl und die anschlieBenden Untersuchungen
von ihm und seinen Mitarbeitern?) sind die Fragen nach dem Zusammen-
hang zwischen Auftrieb und Widerstand einer Tragfliche der Rechnung zu-
ganglich gemacht worden. Wenn ich im folgenden eine Darstellung der
Theorie gebe, so tue ich es nicht, weil ich glaube, der physikalischen Er-
kenntnis wesentlich Neues hinzufiigen zu konnen, sondern nur, weil es mir
gelungen ist, die mathematische Seite der Probleme zu vereinfachen. Ich
hoffe damit einerseits dem praktischen Rechner die numerische Durch-
filhrung zu erleichtern und andererseits fiir den, der von der mathematischen
Seite her an diese Fragen herantritt, die Eleganz und Einfachheit der
Prandtlschen Ansitze in das rechte Licht zu setzen.

§ 1.
Die Grundlagen der Theorie?).

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet der zweidimensionale
Fall einer Tragfliche von iiberall gleichem Profil, die sich nach beiden
Seiten ins Unendliche erstreckt. Fiir eine solche erhdlt man einen Auf-
trieb, wenn man in die Fliche einen Wirbelfaden legt, der eine Zirkulation

1) Siehe Prandtl, Tragfliigeltheorie I u. II. Nachr. v. d. K. Ges. d. Wissensch. zn
Gottingen, Mathematisch-physikalische Klasse 1918 u. 1919; Betz, Schraunbenpropeller
mit geringstem Energieverlust, ebenda 1919; Betz, Beitriige zur Tragfliigeltheorie,
Diss. Gottingen 1919; Munk, Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges,
Digs. Gbttingen 1919. ~

%) Die Grundlagen ‘der Theorie (§ 1, § 2 1. Abschnitt und § 8) sind im engen
Anschiug an Prandtl und Betz dargestellt. Neu ist in der folgenden Arbeit die Zu-
riickfihrung der Auftriebs- und Widerstandsberechnung auf die Randwertaufgaben
der Potentialtheorie,
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um den Fliigel hervorruft — oder mathematisch gesprochen, wenn man
eine Mehrdeutigkeit des Potentials in dem die Tragfliche umgebenden
zweifach zusammenhingenden Raume zulaBt. Ist I" die Zirkulationsstirke
dieses Wirbelfadens — gemessen durch das um die Tragfliche zu nehmende
Integral [v,ds —, ferner V die Geschwindigkeit der Luft, relativ zur Trag-
fliche und o die Luftdichte, so erfidhrt ein Flichenstreifen von der Breite
dz einen Auftrieb:

(1) dA=olV-de.

Die Wirbelstidrke I’ bestimmt sich nach der Kutta-Joukowskischen Theorie
aus der Bedingung, daB an der (scharfen) Hinterkante die Geschwindigkeit
endlich bleiben muB (glattes Abstromen) zu:

(2) I'=aVisine* ~ aVia*,

Dabei ist ¢* der sogenannte wirksame Anstellwinkel, d. h. die Ver-
drehung der Tragfliche aus derjenigen Lage, fiir die der Auftrieb ver- °
schwindet; # ist fiir ebene Platten gleich der Tiefe, fiir gewdlbte Fliigel
eie fiir das Profil charakteristische, der Fliigeltiefe proportionale Linge,
die fiir normale Profile nur wenig von der Fliigeltiefe abweicht. — Die
Formeln (1) und (2) bilden die Grundlage der Auftriebs- und Widerstands-
rechnung auch in dem allgemeinen Falle einer Tragfliche von endlicher
Spannweite, dem wir uns jetzt zuwenden wollen.

Wir legen ein mit der Fliche mitbewegtes Koordinatensystem so, daf
die z-Achse in die Hinterkante der Tragfliche fillt, die z-Achse in die
Richtung der Luftgeschwindigkeit und die y-Achse senkrecht dazu nach
oben, d. h. positiv in der Richtung positiven Auftriebs. Schneiden wir
jetzt die unendlich breite Tragfliche an den Stellen z= —1/2 und
x=-+1/2 ab, so kénnen wir den in der Tragfliche liegenden Wirbel-
faden nicht mit abschneiden, da nur geséhlossenen oder beiderseits ins
Unendliche laufenden Wirbelfaden eine physikalische Bedeutung zukommt. —
Die nichstliegende Vorstellung wire nun die, daB dieser Wirbelfaden an
den Enden der Tragfliche nach hinten abgebogen wiirde. Das entspricht
aber noch nicht ganz den Tatsachen. In Wirklichkeit gehen nicht nur von
den Enden, sondern von jedem Punkte der Hinterkante Wirbelfiden nach
rickwarts ab. Infolgedessen haben wir nicht mehr eine iiber die ganze
Spannweite konstante Zirkulation um den Fligel, sondern die Zirkulation
(und damit der Auftrieb pro Flicheneinheit) ist in der Mitte am griSten,

% Vgl. Jahrbuch der Wissensch. Ges. f. Luftfabhrt 5 (1920), S.37 u. f.; Prandtl,
Tragfiachenauftrieb und Widerstand in der Theorie,



308 E. Trefitz.

nimmt — geschwicht durch das ablaufende Wirbelband -— nach den Seiten
zu ab und fillt an den Enden auf Null

Die exakte Berechnung von Auftrieb und Widerstand einer Tragfliche
wiirde zur Voraussetzung haben, daB die Lage bzw. die Bewegung dieses
von der Hinterkante ausgehenden Wirbelbandes nach den Helmholtzschen
Wirbelsitzen bestimmt wiirde. Zur eindeutigen Festlegung der Zirkulations-
verteilung wiirden wir dabei wie im ebenen Problem die Bedingung glatten
Abstromens an der Hinterkante den iibrigen Daten hinzufiigen. Die
Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes wire darauf eine gewé&hnliche
Randwertaufgabe der Potentialtheorie, deren Losung die direkte Be-
rechnung von Auftrieb und Widerstand durch eine Integration ermdig-
lichen wiirde.

Um den mathematischen Schwierigkeiten dieser Aufgabe durch Zuhilfe-
nahme einer erfahrungsmiBig gewonnenen Hilfshypothese zu begegnen, geht
Prandtl von der Tatsache aus, daf wir es bei den Tragflichen zunschst
mit den Fillen schwacher Belastung zu tun haben, d. h. mit solchen
Stromungsvorgingen, wo die von der Tragfliche hervorgerufenen Storungs-
geschwindigkeiten relativ klein sind gegen die Geschwindigkeit V' der ,,Grund-
stromung®, Der Grundgedanke der Losung besteht demgemif darin, daB
von der Eigenbewegung der von der Fliche sich loslosenden Wirbelfiden
abgesehen wird. Es wird angenommen, daf die Wirbelelemente von der
geradlinigen Grundstromung einfach geradlinig nach riickwirts fortgetragen
werden. Damit ist die Lage der Wirbelfdden bekannt, und man kann
bei gegebener Wirbelverteilung das Geschwindigkeitsfeld nach bekannten
Methoden ermitteln. — Fiir die weitere Aufgabe der Ermittelung der
Wirbelverteilung wird ferner angenommen, daf Tiefe und Dicke der
Tragfliche klein sind gegen die Spannweite; dann kann in jedem Quer-
schnitt 2 = const die Stromung in der Umgebung der Tragfliche soweit
als eben angesehen werden, daB die fiir die ebene Bewegung geltenden
Formeln

(1) dA=pI'Vdx fir den Auitrieb und
(2) I—aVi-a* 4ir die Wirbelstirke

angewendet werden konnen.

Auf Grund unserer Annahmen konnen wir uns ein Bild der Strémungs-
vorginge machen. In geniigender Entfernung vor der Tragfliche haben
wir nur die Grundstromung V. In der Nahe der Tragfliche und hinter ihr
iiberlagert sich iiber die Grundstromung die von dem Wirbelbande erzeugte
Stromung. Da nach der ersten Annahme die Wirbelfiden geradlinig nach
hinten (also in der z-Richtung) verlaufen, so ist im Unendlichen hinter
der Tragfliche die von dem Wirbelbande erzeugte Stromung einfach eine



Prandtlsche Tragfiichentheorie. 309

ebene Potentialbewegung in den Ebenen (z = const) senkrecht zur Grund-
stromung?*).

Betrachten wir noch die Ebene z=0, d. h. die Stromung in der Néhe
der Tragfliche, so finden wir, daB die Geschwindigkeitskomponenten in
dieser Ebene gerade halb so groB sind, wie die Geschwindigkeiten der
ebenen Potentialstromung im Unendlichen. Fiigen wir nimlich zu der
Stromung des Wirbelbandes die Stromung seines Spiegelbildes an der
Ebene z= 0, so verdoppeln sich die Komponenten der Geschwindigkeit
in dieser Ebene. Andererseits erhalten wir nach der Spiegelung durch die
von — oo bis 4 co laufenden Wirbelfiiden im ganzen Raum die ebene
Potentialstromung, die vorher nur im Unendlichen hinter der Tragfliche
herrschte, woraus das Behauptete folgt). Diese letate Bemerkung wird
uns gestatten, die Bestimmung des Auftriebs und Widerstands einer Trag-
fliche auf eine Randwertaufgabe der ebenen Potentialtheorie zuriickzufiihren.

§ 2
Die Berechnung der Auftriehsverteilung bei gegebener Tragfliche.

Die Bestimmung der Verteilung der Wirbelstirke iiber das Wirbelband,
d. h. die Bestimmung von I' als Funktion von z ist die Grundauigabe,
der wir uns jetzt zuwenden. Ist diese gelost, so ist nach (1) die Anftriebs-
verteilung iiber die Tragfliche, und wie wir unten sehen werden, aach die

4) Bezeichnet r die Entfernung des Punktes zyz von einem Punkte £7{ des
Wirbelbandes, so ist das vom Wirbelbande im Punkte zyz erzeugte Potential

w I
¢ (zyz) =f Jf(a) %é‘?dadz,
=0 =0
wo do das Bogenelement des Schnittes = const mit dem Wirbelband und » die Normale
an das Wirbelband ist. Setzen wir £ —z=7{", so wird

+® 7
lim ¢ (2y2) = f f I(s) "a’,”dadc* (r=V(E—o)+ (@ -9)°+*")
2=
—0 0

unabhingig von z, also das Potential einer ebenen Bewegung in den Ebenen z = const.
5 Fir z2=0 wird

oljr

¢(zy0)=ffr(a)—a-;—d:da (r=V(E—z)+(y—2)+¢°)

also
o (x2y0)= %ﬁﬂﬂwyz} q. e. &

Mathematische Annalen. 82, 21
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Widerstandsverteilung gegeben. : Zur Ermittelung der Wirbelverteilung dient
Gleichung (2), die wir fiir kleine Winkel «* .

(2), . IF==aVia* -

schreiben.- ~ {

Hier ist «* der ,wirksame Anstellwinkel, d h. der Winkel, unter
dem das Flichenelement vom Luftstrom getroffen wird, gerechnet von der-
jenigen Anblaserichtung, fiir die der Auftrieb
verschwindet. Dieser ist nun nicht genau gleich
dem Winkel ¢, um den das Flichenelement
gegen die Horizontale geneigt ist, denn das
Wirbelband erzeugt in der Umgebung der
Tragfliche eine Abwirtsbewegung der Luft, die
sich zu der Geschwindigkeit V der Grundstro-
mung geometrisch addiert (siehe Fig.1). In-

Fig. 1. folgedessen wird das Flachenelement nicht

horizontal angehlasen, sondern unter einem

Winkel ¢, der sich aus der von dem Wirbelband hervorgerufenen Verti-
kalgeschwindigkeit % und aus ¥V zu

(3) e=w|[V

berechnet. Um diesen Winkel wird also der Anstellwinkel verkleinert,
d. h. wir haben

(4) e*=ag—e=a—w|V,
und wenn wir dies in (2) einsetzen
(5) I=aVi{e—w|V}.

Driickt man hier w durch ein iiber das Wirbelband zu nehmendes
Integral mittels I' aus, so erhdlt man die Integralgleichung, von der Betz
in seiner Gottinger Dissertation ausgegangen ist.

Eine einfachere Formulierung des Problems erhilt man, wenn man I’
und w durch die Potentialfunktion ¢ (zy) und ihre Ableitungen ausdriickt,
welche im Unendlichen hinter der Tragfliche die ebene Potentialbewegung
des Wirbelbandes beschreibt®). Zeichnen wir uns eine Ebene z = const fiir
2= -1-00, so schneidet das Wirbelband das Stiick L — B der z-Achse
von z=—1[2 bis z=-41/2 aus dieser Ebene aus. Dieser Schnitt ist
im Sinne der Potentialtheorie als Begrenzung der xzy-Ebene aufzufassen,

®) Die konsequente Verwendung dieser Potentialfunktion ¢ (xy) enthilt den
wesentlichen Gedanken dieser Arbeit und damit die in der Einleitung erwahnte Ver-
einfachung in der mathematischen Behaadlung der Auftricbs- und Widerstands-
berechnung,
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da die vom Wirbelband erzeugte Bewegung im Unendlichen .der.zy-Ebene
regulir ist. . .

Nach der oben gemachten Bemerkung ist nun die Abwirtsgeschwindig-
keit an der Tragfliche gleich der Hilfte der Abwirtsgeschwindigkeit léngs
des Schnittes L — R, d. h. es ist

109
(6) . W= '2'55-
Der Strich iiber ¢ deutet dabei an, daf die Randwerte am Schnitte
L — R zu nehmen sind.
Um auch I' durch ¢ auszudriicken, integrieren wir

F(x)zéﬂsds,

indem wir das Integral von L aus beginnend
(siehe Figur 2) an der Oberseite des Wirbel-
bandes bis zur Stelle  fithren, dann an der
Unterseite des Bandes nach L zuriickgehen.
Da

fras=piz)— 9@

ist, so erhalten wir Fig. 2.

F(.’E) zif’v&ads -if"vsuds = ¢\0 (x) - @u(x)‘)

wo die Indizes o und u die Oberseite und Unterseite des Wirbelbandes
andeuten. Bs ist also

(7) I'(z) =% (2) — Fu(@),

d. h. es ist I' gleich dem Sprung, den das Potential erleidet, wenn man
lings des Schnittes L — R von der Unterseite zur Oberseite des Wirbel-
bandes itbergeht. Setzen wir (6) und (7) in (5) ein, so erhalten wir die
Bedingung

(8) Fo— Fu=7Vi(e+ 55 52).

Das ist eine gemischte Randwertanfgabe der Theorie des logarithmischen
Potentials.

Da (7) auch dann noch gilt, wenn das Wirbelband nicht eben ist —
etwa bei V-formig stehenden Fligeln, so gilt die Gleichung (8) allgemein.
In dem speziellen Falle des ebenen Wirbelbandes vereinfacht sie sich da-
durch, daB hier aus Symmetriegriinden @, = — ¢, wird, womit:

_ 1 dp
(9) 290=Vi(«+ 57 57) o
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wird. Die Behandlung dieser Aﬁfgabe werden wir unten noch an einem
Beispiel erlautern. Wir wenden uns zunéchst der Widerstandsberechnung zu.

§ 3.
Die Berechnung des Widerstandes.

Zur Erklarung des Widersiandes verfolgen wir zunichst den von
Prandt]l eingeschlagenen Weg. Wir sahen oben, daB in der Nihe der
Tragfliche der horizontale Luftstrom durch die vom Wirbelband erzeugte
Abwirtsgeschwindigkeit w um den Winkel ¢ = w/V geneigt wird. Da nun
die Kraft, die der Luftstrom auf ein Flichenelement ausiibt, auf der An-
blaserichtung senkrecht steht, so wird der beim Fehlen des Wirbelbandes
vertikale Auftrieb dA == o I'dx ebenfalls um den Winkel ¢ nach riick-
wirts geneigt, wodurch eine Widerstandskomponente

dW =¢edA
oder, bei Beriicksichtigung von (1) und (3)
(10) dW =oTlwdx

entsteht, und fiir den Gesamtwiderstand:
R
(11) W=ofTwdz.
I

Diese letzte Formel wollen wir noch auf eine anderesWeise ableiten, die
sich spater als niitzlich erweisen wird. Wir kniipfen an den folgenden
Gedankengang von Betz an (Betz, Schraubenpropeller mit geringstem
Energieverlust, 8. 6), der den Energiesatz heranzieht: ,Die gesamte ver-
loren gehende Energie ist hinter der Tragfliche in Form von kinetischer
Energie vorhanden, welche in dem von dem Wirbelbande herriithrenden
Stromungsfeld steckt. Wir kénnen deshalb die sekundliche Verlustarbeit
anstatt an der Stelle, wo sie entsteht (an den zirkulationfiihrenden
Fliigelteilen), auch weit hinter der Tragfliche dadurch bestimmen, daf8
wir die kinetische Energie der vom Wirbelband erzeugfen Stromung zwischen
zwei im Abstand ¥V voneinander befindlichen Ebenen senkrecht zum
Wirbelband ermitteln. Da das Wirbelband infolge der Fortbewegung der
Tragfliche in jeder Sekunde um den Betrag V linger wird, wird die
Energie in jeder Sekunde um den zwischen den beiden erwihnten Ebenen
befindlichen Betrag groBer.“ In Ausfiihrung dieses fast wortlich aus Betz
zitierten Gedankenganges gelangen wir ebenfalls zur Formel (11). Be-
trachten wir fiir z=oc zwei Ebenen z=¢ und z=c¢ - ¥ (,,Betzsche
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Kontrollebenen), so ist der Energiebetrag der Wirbelstrémung zwischen
diesen beiden Ebenen

‘ E= %ngrad"rpdxdy.

Diese ist als sekundliche Verlustenergie gleich der gegen den Widerstand W
geleisteten Arbeit W-V. Es wird also

(12) W:;—’fgrad'zqodxdy.

Ia — :’/xx
NN BV £ vy

LR Sty

L 4

14
Da das Potential ¢ der Gleichung 4 ¢ = 0 geniigt, konnen wir mit
Hilfe der Formel:

div(g gradg) =@ 4 ¢ + grad®e
das Flichenintegral in ein Integral iiber die Berandung verwandeln. Be-
zeichnet n die &ufere Normale, so wird

fgrad"qydxdy:f&; :fds
Das Randintegral der rechten Seite ist um den Schnitt L— R des Wirbel-
bandes mit der Kontrollebene' zu erstrecken. An der Oberseite des

Schnittes ist nun § = §,, A 2w, ds=dz, an der Unterseite ¢ =@,,

on

'y
on
Es wird also:

= — 2w, ds=—dux.

~ R L R
f a—‘p f dx—}—f@uwdx:f(%—(pu)wdx.
# z

Das letzte Integral ist nur noch einfach von L bis R iiber den Schnitt
zu rechnen. Setzen wir es in (12) ein und berucksxchtlgen (N G— G, =T,
so erhalten wir wieder

R
(11) W—o)Twda.
Z

DO P

§ 4.
Ein Beispiel: Der einseitiz begrenzte unendlich lange Streifen.

Als Beispiel und zur niheren Erliuterung der entwickelten Me-
thede wollen wir einen Fall durchrechnen, der den von Betz benutzten
Methoden der Reihenentwicklung nicht zuganglich ist, nidmlich den ein-
seitig begrenzten unendlich langen Streifen von iiberall gleichem Profil
- und gleichem Anstellwinkel. Dieser Fall hat deswegen eine besondere
Bedeutung, weil die Verhiltnisse an dem freien Ende charakteristisch sind
auch fiir die Enden von Tragflichen endlicher Spannweite, deren Tiefe
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klein ist gegen die Spannweite. Wir legen hier natiirlich den Koordi-
natenanfang in das freie Ende des Fliigels, der sich’ in Richtung der
positiven x-Achse ins Unendliche ertrecke.

Fiir das Potential der Wirbelbewegung im Unendlichen haben wir
jetzt langs der z-Achse die Randbedingung
(8) ,¢0-¢u:nm(ac+iv%§).
Die zy-Ebene ist lings der positiven z-Achse aufgeschnitten. Da wieder
aus Symmetriegriinden @ = — ¢, ist, so erhalten wir die Randbedingungen:

am oberen Rande: y =40, 0z <0 2¢,== Vt{a—f-%%%)
(12) e
_ L1 69)
[ » Unteren ,, y=—0,0<2<{0 2, =x Vt{d-—ré*ﬁ'o%)},
deren zweite wir auch durch §,== — @, ersetzen kénnen, da —gf stetig ist.

Zur Vereinfachung der Randwertanfgabe filhren wir zundchst die
Funktion

(13) ¥ =¢glt-V-a
an Stelle von ¢ und
. z =x +iy
(14) 2*=4zlnt <z*=x*—:iy*>
ein.
Dadurch vereinfachen sich die Randbedingungen:
— 7 op*
(15) am oberen Rande: (y=-+0) @, ==:25+ ;9_:,3?
. umteren ,  (y——0) FL——7s.
7} 5 . b+
/4 ‘\{'ﬁ"”“‘ z¥-Fbene
£l (2 A y:3 %4

¥

/
N

Fig. 8. Fig. 4.
Um diese Randwertaufg;be zu losen, bilden wir zuniehst die z*-Ebene
durch die Transformation:

i/ — (1=t
(16) =gy Oder omeekebrt 27— (52)

anf den Binheitskreis der Z-Ebene ab. (Siche Fig. 3 u. 4.)



- Prandtlsche Tragflichentheorie. 315

Dabei geht der Punkt z* =0 fiber in den Punkt =1,
” . 2¥=1-+0¢ ,, ., . . =1,
. . 2F=1—0% , , ., L=—1,
” , 2¥=o00 o % . o= —1.

Fithren wir in der ¢-Ebene Polarkoordinaten ein { = ge*?, so wird
die Zuordnung der Rinder gegeben durch z*=tg®c/2. Auf die neuen
Koordinaten umgerechnet ergeben die Randbedingungen (15)

( am oberen Halbkreis ({ =1 ¢F= —% — &59:)* E;%s(:,/; ,

(15 |

— *
l ,, unteren " e .

An diesen Gleichungen erkennen wir, daB fiir { = — 1 die Funktion ¢~
vom Werte - n/2 in der oberen Halbebene auf den Wert — #/2 in der
unteren Halbebene springt. Um diese Singularitiit zu beseitigen, setzen wir

(17) qa*:arctgg—j—:—l%—w.

Die Funktion arc tg 7/(£ + 1) hat die verlangte Singularitit und die Rand-
bedingung fiir y wird

. _ 2% cos? ¢/2 T ] 1 50
am oberen Halbkreis: o 2222 =% o —-cos?,
(18) ' Do sinof2 2 2 2 2
,, unteren . P, = —- .

Diese Randwertaufgabe, fiir die die Existenz der Losung feststeht?),
habe ich einfach in der Weise gelost, daB ich fiir y die Entwicklung
(19) p=a,0sine -+ a,0%sin20+4 ... +a,0%sindo
angesetzt habe. Die Koeffizienten a, bis @, wurden in der Weise be-
stimmt, daB die Randbedingung (18), die eigentlich fiir alle Punkte gelten
sollte, fiir die Werte o= 309 60° 90°, 120° 150°, 180° erfiillt ist.
Damit erhilt man 5 lineare Gleichungen, deren Auflosung
a, = 0,3770, a,= — 0,0232, a,=0,0180, a,=0,0001, a,=0,0003

ergab. Mit der fiir den vorliegenden Fall ausreichenden Genauigkeit wird
danach:
(20) @*= 0|2+ 0,377 gsina — 0,023 0*sin 26 -+ 0,013 0®sin 3 5.

Der Gesamtauftrieb und der Gesamtwiderstand werden in dem vor-
liegenden Falle unendlich. Es hat deshalb nur einen Sinn, die Auftriebs-
dichte

d4a 2 I g
1= oI’'V==mo V“taFw 5)

7) Siehe Enz. d. Math. Wissensch. TIC, 8, 29. Ariikel Lichtenstein, Potential-
theorie, S. 282.
8 I', ==z Vi ist die Zirkulation fiir eine nach beiden Seiten ‘unbegrenzte Traghiiche.
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' und die Widerstandsdichte

aw .. . T T o
W:QFw::nQV‘ta'T;—<1_~T-_> (I'=2g,)

o

pro Lingeneinheit des Fligels zu betrachten. In Figur 5 sind des-
halb j,]; und I‘L<l —~—;—> als Funktion von % aufgetragen. Die Figuren
zeigen quantita’?iv das, “was qualitativ zu erwarten war. Die Auftriebs-

7 -

| .l
L —— Ve

|

|

dichte ist Null am Ende des Fliigels, steigt aber dann rasch an und
nihert sich dem Werte, der dem nach beiden Seiten unbegrenzten Fliigel
entspricht. Die Widerstandsdichte ist ebenfalls Null am Ende des Fliigels,

erhebt sich zu einem Maximalwert etwa bei ;:0,2, d. h. in einer Ent-

fernung vom Fliigelende, die etwa */; der Tiefe betrigt, und sinkt dann
zu Null ab und zwar von der Ordnung 1;z.

§ 5.
Tragflichen von kleinstem Widerstand.

Von besonderem Interesse ist die Bestimmung solcher Tragflachen,
die bei gegebenem Auftrieb einen mdglichst kleinen Widerstand haben.
Mathematisch handelt es sich auch hier lediglich um die Bestimmung der
Zirkulationsverteilung iiber das Wirbelband. Ist diese und damit auch
w= — %’— lings des Wirbelbandes bekannt, so kann die Gleichung

(5) :th<ce-§—»2—l—ﬁ%>

noch entweder bei gegebener Fliigeltiefe # () durch geeignete Verfligung
iiber den Anstellwinkel « der einzelnen Flichenelemente oder, wenn um-
gekehrt dieser gegeben ist, durch geeignete Bestimmung der Tiefe erfiilit
werden.

Da in diesem Falle die Beschrinkung auf einen Fliigel mit gerad-
liniger Hinterkante und somit ebenem Wirbelband keine Vereinfachung
bewirkt, wollen wir gleich den allgemeineren Fall ins Auge fassen. Es
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sel wieder L— R der Schnitt des Wirbelbandes mit einer Ebene z=¢ im
Unendlichen hinter der Tragfliche (d. h. also die Projektion der Hinter-
kante auf diese Ebene). ¢ sei wieder das Potential der vom Wirbelband
im Unendlichen erzeugten ebenen Potentialstromung. Damit ist I" genau
wie oben der Potentialsprung beim Ubergang iiber den Schnitt L — R.
Den Auftrieb erhalten wir wieder zu

(1) A=oV [T'dz=oV [Iads,

wenn wir den sekundlichen Impulsgewinn der Fliissigkeit betrachten.
Ebenso liefert nach § 3 die sekundliche Verlustenergie den Widerstand :
(12) Wz;ul,gfgrad‘-’qﬁdxdy,

wo das Flichenintegral iiber die ganze von dem Schnitt L — B begrenzte
xy-Ebene zu nehmen ist,

Wir betrachten nun neben der Potentialfunktion ¢, die die Losung
des Minimalproblems sei, eine varilerte Potentialfunktion: ¢ + d¢. Die
Variation des Widerstandes W ist daun

OW =ofgradg-graddpdady.
Dieses Integral konnen wir umformen. Es ist
divdgp grad g = dp divgrad ¢ -~ grad ¢ - grad d .
Da divgrad ¢ = 0 ist, so folgt in unserem Falle

fgradcp -grad dpdzdy :féqog—?ds,
[}]
also:

éW:Qféqog?ds.

Das Integral der rechten Seite ist iiber die Begrenzung der xy-Ebene
zu nehmen, d. h. um den Schnitt L — R. » ist die auBere Normale an
die Begrenzung, also am oberen Rande nach unten, am unteren Rande
nach oben gerichtet. In das Integral geht jedes Element der Schnitt-
kurve L — R zweimal ein; einmal als Teil des oberen, dann als Teil
des unteren Schnittrandes. Bezeichnen wir nun mit » die Normalen-
richtung am oberen Schnittrande, also die Normale, die von oben nach
09y _ 09
oy on’
- g% wegen der Stetigkeit der Normalkomponenten

unten durch das Wirbelband fithrt, so ist am oberen Rande am

09u __
ov
der Geschwindigkeit am Wirbelband. Fassen wir jetzt fiir jedes Linien-
element die von der Oberseite und der Unterseite herrithrenden Betrige
zusammen, so ergibt sich:

unteren Rande
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R
]
oW = ef(é%w 89,) 52 ds,
L
oder da I'= @, — ¢,, mithin 6I'=dg,— d¢, ist
. ’ R
(21) 6W=gf61’§—z-’ds.
L

Die Variation des Auftriebs wird
(22) 84 =oV[oéra'ds.

Bezeichnet 4 einen Lagrangeschen Faktor, so wird die Bedingung fiir
ein Minimum von W bei gegebenem A4:

(23) 08 —3i6Ad=0,

woraus in bekannter Weise die Bedingung
35 0%

(24) =

folgt. Dies ist genau die von Munk angegebene Minimalbedingung?®).
Die Bestimmung von ¢ aus (24) ist eine einfache Randwertaufgabe

der Potentialtheorie. Sie vereinfacht sich, wenn man statt ¢ das zu ¢

konjugierte Potential vy bestimmt. Fiir dieses lautet die Randbedingung

(25) D= AT
(iiberstrichene Grofen bedeuten Randwerte).

In dem Spezialfalle des ebenen Wirbelbandes kénnen wir die Losung
sofort hinschreiben. Wir haben die Potentialfunktion zu suchen, die lings
der x-Achse von = —1/2 bis = +1/2 die Werte % = 1Z annimmt
und dort einen Sprung der Normalableitung hat, im iibrigen regulédr ist.
Die Losung

(26) p+iy=iilz—y22—1"[4] )

kann man in der iiblichen Weise durch Abbilden des Schlitzes auf den

Einheitskreis gewinnen, sie ist so einfach, dafl sie ohne weiteres verifiziert

werden kann. In der Tat ist fiir reelles z2: —1/2 <2 <<+ 1/2 die Wurzel

rein imaginir, so dafl _ -
P=AX

ist. Fiir ¢ erhdlt man die Randwerte

(27) g = 1/I"[4—2*,

% In der gleichen einfachen Weise 1iBt sich die Betzsche Minimalbedingung
fiir den Propeller mit geringstem Energieverbrauch aufstellen.
%) Es ist hier wieder z=2x-1-iy; z ist also nicht die dritte Raumkoordinate.
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d. h

F=2g=24/I'/4— 2’
Damit wird der Auftrieb

: +2/2 +§f2 o L N v
(28) 4= gvfmx =20V1 f‘/ I*l4 —a2%dae = ”9? i
-~ ~{/2

und der Widerstand

(29) W=— gffffdx =+ gifmx LA )
oy i
—i/2
Durch Elimination von i ergibt sich
44°
30 T e s
(30) W

(Eingegangen am 20. 5. 1920.)
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