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durch je einen Wirbel iiber die freien Enden des Zylinders hinaus fort-
gesetzt werde (Fig. 8). Diese Vorstellung wurde auf Grund der Vor-
ginge in der Grenzschicht
.o von Prandtl®) berichtigt
(Fig. 9), welcher zeigte,
daB durch das Wirbel-
system der Auftrieb etwas
vermindert wird. Diese
Rechnungen sind noch nicht vollig abgeschlossen, doch ist zu hoffen,
daB auch hier der formale AnschluB der Wirbelung an die Zirkulation
bald gelingt.

Spiralféormige Bewegungen zéiher Fliissigkeiten.

Von Geore HAMEL in Aachen.
Einleitung.

Die Gleichungen fiir die ebene Bewegung zéher und volumbestéindiger
Fliissigkeiten ziehen sich nach Elimination des Drucks und bei Ein-
fiithrung der Stromfunktion v, durch welche sich die Geschwindigkeits-
komponenten .
‘ — 9% -
U = oy’ vy ox
ausdriicken, zu der einen Gleichung zusammen

04y 04y 0 o4y 9v
D ot Tz oy oy dw = 949V,
wobei ¢ das Verhiltnis des Zihigkeitskoeffizienten zur spezifischen
Masse w angibt und 4 den Laplaceschen Operator bedeutet.
Dieser Gleichung gentigen alle Potentialbewegungen
A = 07

aber diese Tatsache ist von geringer Bedeutung, da zihe Fliissigkeiten
an festen Winden haften und es aus bekannten funktionentheoretischen
Griinden keine Potentialbewegung geben kann, die das tut. Sonst ist
wohl eigentlich nur die Poiseuillesche Laminarbewegung als exakte
Lésung von (I) bekannt, und die zeigt nicht einmal die Bedeutung der
quadratischen Glieder, weil diese bei ihr identisch verschwinden.
Unter diesen Umstiinden erscheint es vielleicht niitzlich, von (I)
noch einige exakfe Losungen zu kennen, fiir welche die quadratischen

1) L. Prandtl, Handw. d. Naturw. Bd. 4 8. 112 u. 8. 133.
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Glieder nicht verschwinden, und solche sollen im folgenden nach zwei
Methoden angegeben werden. -
Es handelt sich in beiden Fillen um Bewegungen in spiralformigen
Stromlinien, die ja héufig beobachtet werden. :
Drittens werden wir noch die Nachbarlosungen zur reinen Radial-
strémung untersuchen.

Erster Teil.
Wir fragen:
Gibt es Losungen von (1), die keine Potentialbewegungen sind, bes
denen aber die Strombahmen die gleichen sind wie bei einer Potentiol-
bewegung, wihrend die Geschwindigkeitsverterteilung eine andere sein soll2

Wir werden solche Losungen angeben konnen, und zwar alle: die
Stromlinien sind logarithmische Spiralen (einschlieBlich konzentrischer
Kreise und reiner Radialstromung); fiir die Geschwindigkeitsverteilung
stoBen wir auf eine gewshnliche Differentialgleichung, die bei reiner
Radialstrémung auf elliptische Funktionen fiihrt. Bei der Diskussion
zeigt sich der Einfluf der quadratischen Glieder in einem wesentlichen
Unterschied zwischen Einstromen und Ausstromen (siehe §§ 7, 8, 9).

Wir fragen also nach Lésungen 3 von (I), fiir welche

v =1(9)
ist und A = 0, aber nicht 49 =0 ist. Das letztere schlieBt
f"(®)=0
aus. Wir beschrinken uns auf stationdre Bewegungen: %;E =0.
§1.

Die Rechnung wird durchsichtiger, wenn wir zundchst die Hilfs-
aufgabe 16sen: \

Gleichung (1) auf isometrische Koordinaten ou tramsformieren, d. h.
solche krummlinige Koordinaten ¢, y, daB
: ¢ +ix = w(@ + iy) = w(e)
1st. ‘
Es sei also:

c b} 0 0
w=¢(¢1X); 'a;:.=a—;—) a_;‘=—'a-:;

. . 2 2 . ’ . N .
Bezeichnen wir g—q% + Z—;f mit 4°y, so ergibt sich zundichst mit der
Abkiirzung

dw |3

iz =Qr
4= Q- 4'y.

3#
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Nun ist, das Doppelintegral iiber ein beliebiges Gebiet erstreckt,
64 oy _ 94 9y
SIG 5 -5 ) asav= [ faa-av
- ﬂ?fl_).ﬂ 2(@4) ?1‘1) .
—ff o9 0x 0y 09 dg - dy
f 2942 9w _094) 0v) (39 1 _ 09 0n) gy

Da aber

ﬂﬂ_ﬂﬂ.=‘i@
az

=@
ist, so folgt
o4 9y 04 aw_Q,{(aA oy 04’ aw)+d,(alne oy 0lngQ glp)}

7% 0y 0y ow 99 0y 0y 09 dg 0y 0y 09
Nun ist aber it

oln @ 0 dw d dw dz?
und dz 2
dm@Q 0 dw 0 dw d . dw _d;z’__.
Setzen wir die analytische Funktion von z ds

dtw
2 4y,

go wird
04 0y 04 9y |dw |t

ox dy Jy o= | dg {(%%_Q%%)+wd,(a%+b%)}'
Endlich ergibt sich

AAY=QA (QAY)=Q A’ Ay + QA Q4 ¢+2Q(agr¢wgg+a§;w%§)
—@laav+av?f 2B a0

Q
Nun ist InQ = In ‘a‘lz—?:r eine harmonische Funktlon, also
N 4'ln Q=0
mithin
4Q_ (ln@r @l@\e_ o s
¢ = (o) t (555 ) =ar+ 2

Und somit erhalten wir als Ergebnis der Umrechnung von (I) auf iso-
metrische Koordinaten g, 3, bei stationirer Bewegung:

a a;’¢¢%‘7’—3;’—71p§§+4'¢( b i) —o{aay+ Ay (@ +)
ra@gte-ig)
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dabei ist a + b¢ die analytische Funktion
&w
az*

2 G (w=o@ 417 2 =z+1y),
()

0? o?

' T gt

§ 2.

Kehren wir zu unserer Fragestellung auf Seite 35 zuriick, so muB
¥ eine bloBe Funktion von ¢ sein

und 4’ bedeutet den Operator

¥ =1(9);
und bezeichnen wir Ableitungen nach ¢ mit Strichen, so wird aus (II)
(1) FFb = 6 {F + F"(a?+ V) + 2f"a)-

f darf nur von ¢, nicht von j abhingen.

Das ist nun sicher moglich, wenn @ und b nicht von y abhéngen,
also, weil @ + b¢ eine analytische Funktion von ¢ + y¢ ist, auch nicht

von ¢ abhingen, wenn also -
w
dz?

dw\?

(az)
d. h. konstant ist. Wir werden spiter (§ 3) sehen, daB das auch die
einzige Moglichkeit ist.

a-+bi=2 = (O,

Aus der Konstanz von ¢ und b folgt
2
. w=—mln(ﬂ—zo)+wo

also nach Einfithrung der Polarkoordinaten

2 — 2y =re’
2
q)=——m—,(alnr+b&)+%.

Mithin sind die Stromlinien @ = const identisch mit den logarith-
mischen Spiralen
alnr 4 b9 = const

a= 0 bedeutet reine Radialstromung, b = O Stromen in konzentrischen
Kreisen. Die Geschwindigkeitsverteilung aber ist durch (III) gegeben,
und zwar ist die radiale Komponente ‘

oy o0 2b , 1
ros =l ras =—axwl 57
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die zirkulare Komponente

o 09 2a ,1
~o - e —axel e
mithin V—’E—FF f ’% die Grofe der Geschwindigkest. An festen Winden
a

muf also ' verschwinden.

Wir konnen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit links-
gewundene Spiralen voraussetzen, so daB » mit & wichst, mithin a
und b verschiedene Zeichen haben, ferner, da — (¢ + ¢y) ebensogut
eine analytische Funktion ist, wie ¢ + ¢y und (III) tatsichlich invariant
ist gegen einen gleichzeitigen Zeitenwechsel von ¢, a, b, so mag

a=>0

<0
vorausgesetzt werden.

Dann bedeuten positive Geschwindigkeitskomponenten —r—a—ﬁp und

P
—% also
f >0 Ausstrimen
dagegen
<o Einstromen.

Da man ¢ durch ce ersetzen darf, kann man noch den Konstanten
a und b eine Bedingung auferlegen.

§3.

Wir wollen jetst moch den Nachweis fiithren, daf3 auf Grund unserer
Forderung a und b konstant sein miissen, daf3 also die Stromungen in
logarithmischen Spiralen die einzigen sind, deren Strombild einmer Po-
tentialbewegung entsprichi, ohme selbst eine solche zu sein. .

Wiiren a und b nicht konstant, so wiirde die analytische Funktion
a + bi eine konforme Abbildung der @ + 7y-Ebene vermitteln, bei der
vermoge (III), das wir mit den Abkiirzungen

fm 1, —fI‘V
.A.=‘—*—— B=§‘Ef, 0—-—7;7“

7
(f” =0 ist ausgeschlossen) auch schreiben konnen
() a4 b — 2.4(p)a — 2B(g)b + O() = 0

den Graden @ = const die Kreise (III") entsprichen. Diese Kreise miiBten
also _eine isometrische Kurvenschar bilden.

Wenn aber die Kurvenschar

III') ‘ g(“’; b, ‘P) =0
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eine isometrische sein soll, so daB A = 0 ist, so muB die Funktion g
der Gleichung geniigen

av) 49 - 95— 29,94,092 + 9p09) + 94,4095 +95) =0

(4= ga + 539)

und diese Gleichung muB entweder identisch erfiillt oder eine Folgerung
von (III") sein.
Nun ist
9. =2(a—4), 9,b=20b—B), 49=4, g,,=—24, g,,=—2B
y‘,’ _ 2A’a, — 2B’b + Ol’ g(P(p= —_ 2A’,a _— 2B”b + C"
P +gl=4(a— 4+ 40— B>=4(4+ B*—- ().

Also ist (IV) quadratisch in @ und b, eine leichte Rechnung ergibt
daB die quadratischen Glieder von selbst wegfallen. Also miissen die

Koeffizienten der niederen Glieder null sein, woraus drei Bedingungen
folgen

g_A" _C'—244’—2BB _B” ('—244'—2BB’
A C— A*— B? B’ C—A*"— B
_C" C'—244'—2BB’
Y C—A4A*— B
Daraus folgt weiter, daB A4’, B’, C’ einander proportional und noch
. B’
C—A*—B?

konstant sein muB.
Ersteres ergibt
C=eaDB+ 8, A=y, B—9
oder mit

% o
26 % 95 g

fV = af 7+ B wnd 7= pff7+ 81,
" was integriert

Fr= 3+ B+ wd =iyt 4 Of 4
liefert. Vergleich der beiden Werte fiir /™ ergibt

prdel 6l
e

was identisch mit dem vorhergehenden Werte von f” sein muB. Der
. Vergleich fordert

y=0, ¢a=0, =0% &=20J9
also C = A* = 0* konstant und f” = of + 7.
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Die zweite Bedingung

B ==B;’——const
Afrpi—c- B~ 0

aber ergibe ;;’_2 = const und dies zusammen mit f” = 0f + % den

Widerspruch £ = const

womit der Beweis erbracht ist.

§ 4.
Wenden wir uns nun zur Bestimmung der Geschwindigkeit mach
Differentialgleichung (III), die einmal integriert werden kann und nach
Einfithrung der der Geschwindigkeit in der Entfernung 1 proportionalen

GroBe ,
u=[(9)
die Form annimmt
u” + 2au’ + u(a® + b?) — %u” + C=0.
Diese Gleichung ist nun identisch mit derjenigen einer gedémpften

Schwingung, die unter Einwirkung des Potentials
b
. ud + 1(a® + b%)u? + Cu

erfolgt.

Beginnen wir mit den Grenzfillen:
1. Die Bahnen sind konzentrische Kreise: b = 0.

Dann ist

Cc

U=—_5+e (4 + By)

14
und wegen

@ = —%lnr
u = const + 7*(4 4+ B,Inv),

womit die Geschwindigkeitsverteilung

2 u
v =——
ar

gegeben ist. Die exakte Lisung des Couetteschen Falles ist darin mit-
enthalten: die drei Konstanten bestimmen sich hier aus den beiden
Grenzwerten der Geschwindigkeit und daraus, daB der Druck bei einem
vollen Umlauf um den Kreisring zu seinem alten Werte zuriickkehren
muB. Eine leichte Rechnung ergibt B, = 0 und 'also '

(4
v=_(r"—r).

(Weiteres iiber diec Bestimmung des Druckes siehe in § 10!)
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2. Die Stromung ist rein radial: @ = 0.
Die Differentialgleichung lautet

4 b
u #b”u—%u2+0=0

und fithrt auf elliptische Funktionen

f= ——3% -V — u® + 36bu® + const - u + const

~V/- L Vi = we, = w)ie —w),
wo die drei e nur an die eine Bedingungl
e+ e+ e, =30b
gebunden sind, sonst aber noch zur Verfiigung stehen.

Da man nach der Bemerkung auf Seite 38 noch eine Beziehung
zwischen a, b frei hat, wird man zweckmifig

b=—-2
setzen, damit nach Seite 37
. o=47
wird. Dann lautet die Bedingungsgleichung fiir die e
e, e + eg=—0606
und es ist _1 P ’
, 2
w =Y/ & Vie— e, — ) (e — W),
also

u=—206+ K-’(V%’—;(’a — B); 92»93);
wobei &, g, g, die drei Integrationskonstanten sind. Fiir den Druck
(siehe § 10) ergibt sich die Gleichung ;= (2 + 4 0%) = Srf" + "
= 5% ;1—,(% 2+ 26¢f"), und seine Eindeutigkeit ist von vornherein sicher-

gestellt, bestimmt also hier keine der Konstanten.

§ 5.
Diskussion der Radialstrbmung.
Die Bedingung

¢y e, +e +e=—06¢
verlangt, daB mindestens ein e einen negativ reellen Teil habe, sei
. R(e,) = R(eg) = Ro(ey),
so ist
R(es) g -2 g,

wobei das (leichheitszeichen nur gilt, wenn alle drei e denselben reellen
Teil haben.
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Ferner muB der Realitit wegen
a) bei drei reellen e entweder
—o<ueg< ~ 26
oder
e Sue
sein,

b) bei einem reellen e
) —ou<Le
gein, wobei dieses e aber positiv sein darf.
Nun sind ferner zwes mogliche Stromungsarten zu unterscheiden:

1. entweder haben wir keine festen Winde, also eine Quelle oder
Senke in einer unbegrenzten Flissigkeit. Dann muB w eine periodische
Funktion von ¢ sein, mit einer Periode, die ein ganzzahliger Teil von

2 ist. u = — oo ist ausgeschlossen, u =0 braucht nicht vorzukommen.
Mithin kann dieser Fall nur bei drei reellen ¢ vorkommen, und zwar muB
ue

sein;

2. oder aber wir haben zwei feste Winde, etwa fiir & = 0 und fiir
# = 9, (was auch gleich 2z sein kann); dann muB an diesen Winden
% = 0 sein

a) im Falle von drei reellen ¢ muB dann noch

<0, ¢=0
sein und entweder
o) 6 <u<0
oder aber
) Osu<ye.
b) Im Falle eines reellen ¢ muB dieses positiv sein und
0u<Le

Erinnern wir uns noch, daB nach Seite 38 § 2 >0 Ausstromen, u <0
aber Kinstromen bedeutet, so daB wir im Falle 2, a), «) Einstromen,
in den Fillen 2, a), #) und b) aber Ausstromen haben. Im Falle 1 kann
beides der Fall sein.

§ 6.

Erster Fall: Die freie Stromung.

Wir konnen & = O fiir v = ¢; annehmen und haben also

8¢ du
\8 = 1/—5;‘/‘1/@l — u)(w — e,)(u—e,)'
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Mithin muB

2 J' -
@ Vi ~u)(u——e,)(u e V“ n

sein, wo % eine ganze Zahl ist.
Durch die bekannte Substitution

‘g 2 _
u=¢ey+ (e, — ) sin®y, =« = a—e

e, —é€

wird daraus

f 2 =
e, — € 1/1—|-u sin® 3¢ n

Fithren wir nun die mittlere Geschwindigkeit')
Uy, = _;-(el + ei)
und die Geschwindigkeitsschwankung®)

0=¢e —e
ein, so wird wegen (1)
3) eg— 63 =66+ 3u, — 30 >0
also \ 8
# =
66+3u_—40
und »
)
@9 2 dy _ 2V8of2u,— 43
me) Vi+wlsinty " V6o
Daraus lassen sich einige interessante Folgerungen ziehen.
Es ist
n n Z

f o b e + A dw
V14t sm’qp ; V1 + #?sin?y J]/l-{-n’cos’mp

n

4

1
f ( 1 1 )>2 ayp
VIT i ooty | Vit tom2y)) ~ o Vit

also
k4

2/2 1
Y1 -|- u" sin?yp Vl F3ex?’

0<:< 1.

WO

1) In der Entfernung r=1.
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Also lautet unsere Beziehung (2”) zwischen u,,d,n,6 wegen der Be-
deutung von x*

1 2 1
Véofsu, —3d—5o n 60
oder i
2" 66 + 3u,— $7°0 =60,
wobei 7 ein echter Bruch ist.
Da noch
n n

i 3
xd ' xdv Cinx ™
= 1 —_
V1 4 x3sin’y >,/V1+n’1p‘ arSux g
0 0

also beliebig groB wird mit wachsendem #, so ist lim & = 0, also

2=00

limy =1

Aus (27) folgt \
um>-26(1 ———"T),
was mit = 1 als Mindestwert gibt
%, >— 3.
Die mittlere Einstromungsgeschwindigkeit ist also nach oben erheblich ein-
geschrdnkt, wm so mehr, je leichter beweglich die Fliissigheit ist.

Das ist aber auch die einzige Einschrinkung: Wenn u, und die
gange Zahl n so gewdhlt sind, daf3

66 + 3u, > 60"
ist, so gibt es dazu sicher ein 0.

Denn wenn 10 von Null bis zum Werte 66 + 3u, wichst, so
bewegt sich §%®0 zwischen Null und 66 + 3, (weil fiir den zweiten
Wert %? unendlich und daher #® = 1 wird), so daB also sicher einmal }7*d
dem als positiv vorausgesetzten 66 + 3u, — 66%j gleich wird.

Man sieht noch, daB'bei gegebener Periodenzahl n die Schwankung o
mit der mittleren Geschwindigkeit u,,, und daf bei gegebener Schwankung &

die Periodencahl n mit der mittleren Geschwindigkeit u, ins Unendliche
wachsen muf.
§ 70

Zweiter Fall: Ausstromen zwischen festen Winden.

Es sind die Fille 2, ¢), §) und 2,b), die wir so zusammenfassen
konnen:

3¢ 3 du
&_V?’ Ve—w @ + 2au + B)



Spiralférmige Bewegungen ziher Fliissighkeiten. 45

e> 0 ist die maximale Geschwindigkeit (in der Entfernung r = 1);

wegen
20=—e,—e¢,=0606+e¢

und B = e,¢; > 0, sonst aber beliebig, kann bei gegebenem e
w4 2eu + B

alle Werte von %+ 2«u bis co annehmen, so da8

3¢ e‘ du
b= 21/“2}/ Vie—w @+ 2au+ p)
0

nach unten gar nicht, dagegen nach oben durch

4 /3¢ : du
1, max = 2 ‘/?./‘V(e —wu(ute46 o)
0

eingeschriinkt erscheint.
Da

ist, so ist

3

@ Pumee = 27 o0 e

wobei & einen positiv echten Bruch bedeutet.

Beim Ausstromen erscheint also die Weite der Wandiffnung gemdf
der vorstehenden Gleichung durch den Maximalwert e der Geschwindig-
keit beschrinkt. DBei Ileiner Geschwindigkeit und grofler Zihighkeit liegt
das Mazimum nahe bet =, sonst aber tiefer und sinkt mit wachsendem e
unter alle Grenzen.

Ist also die Winkeloffnung kleiner als m gegeben, so gestattet sie
nur bis zu einem gewissen Maximalwert ein Ausstromen.” Es wird also
in Wirklichkeit bei groBerer vorgeschriebener Ausflubmenge wahrschein-
lich ein Abl6sen des Strahls von den Winden stattfinden.

"~ Auch ist natiirlich bei jedem gegebenen Winkel &, eine Stromung

moglich, bei der teilweise Einstromen und teilweise Ausstromen statt-
findet.

§ 8.

Dritter Fall: Einstrémen zwischen festen Winden.
Es bleibt der Fall 2, a), ):
, 6Esux0,
alle drei Wurzeln e reell, ¢, ¢, negativ, e, positiv.
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Hier ist

0 0
30 du = dw -
b= 21/—2— V(u— &) (u—e,) (e, —u) N V66fV(“ — &) (—ut—2au—f)

wobei

20 =—(¢,+ ¢) = 66 + ¢
B=ee<0
sonst aber beliebig ist. Mithin kann bei gegebenem e, der Winkel &,
so klein gemacht werden, als man will. Andererseits kann er aber
auch so groB gemacht werden, als man will, indem man bei gegebenem ¢,

den negativen Wert e, hinreichend dicht an ¢, nimmt, sofern dem nicht
6, X 0 widerspricht. Die einzige Beziehung zwischen den e

e+ e+ ey=— 60
>0, —e—e>6a.

ergibt aber mit

Ist nun — ¢, > 36, so kann tatséichlich e, beliebig dicht an e, ge-
nommen werden:

Wenn die mazximale Einstromungsgeschwindigkeit grifer als 3¢ ist,
so ist jeder Winkel &, swischen den festen Winden maiglich.

Wenn aber — ¢, < 36, sagen wir ¢3¢ ist, wo & ein positiver echter
Bruch, so ist nur
—e=2¢6+(0—38e6=—e+e+ 6(1 —s)o
moglich und
: du

Viu—re,) -+ (6 —8e)c+ &) (e, — )

9,=V6e

€

erreicht seinen groBten Wert fiir ¢, = 0

0
5 du
) max = 6o —
b V_a;[‘/(“"— 850) (4 + (6 — 36)0) (— W)
Y66 n w

TYe—scetme Vi—geGEm 9
wobei 5 und 0 positive echte Briiche sind. Also ist das Maximum von
@, groBer als .
Auch wenn die maximale Einstromungsgeschwindigkeit kleiner als
36 ist, kann die Winkeloffnung der festen Winde jede -Grofe bis m er-
reichen.
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§9.
Stromung in Spiralen.

Wegen der Dimpfung 2au’ (siehe § 4, Seite 40) ist eine periodische
Losung auBer u = const nicht moglich:

Eine freie Bewegung in logarithmischen Spiralen ist immer eine Po-
tentialbewegung. Dagegen gibt es noch Stromungen auf logarithmischen
Spiralen zwischen festen Wanden.

Damit bei r = const die Variable ¢ mit dem Winkel & iiberein-
stimmt, kann man iiber die Konstanten a,b noch so verfiigen, daB

20
Tatfot
b=—14+)Y1—a?
a muB ein echter Bruch sein, sonst bleibt es beliebig,
Gleichung III lautet dann, einmal integriert (siehe Seite 40)

1

wird, also

u” 4+ 2au’ -i-ﬂ”u-f—‘3 w4+ C=0,

wobei 2= — 2b =2 F 2)1 — a® < 4, aber > a? ist.
Die Geschwindigkeit in der Entfernung 1 ist

2 2
e Vigysa
u ist also die Geschwindigkeit in der Entfernung
2
r=V1+V1—-a= B

L&Bt man zundchst die Dampfung weg, so hat man genau den Fall
von friiher, nur daB

5 2
Vﬁ statt 3
vor der Quadratwurzel steht (siehe Seite 41). Die Relation fiir die e
verbleibt die alte. Da f?< 4, so wird durch diesen EinfluB 9,, die
Winkeloffnung vergroBert.
Im selben Sinne wirkt aber die Dimpfung. Trotzdem bleibt das
Hauptresultat richtig: '
Beim Ausstromen wird die sulissige Winkeloffnung &, durch die

mazimale Stromumgsgeschwindigkeit der Art beschrinkt, daf3 sie gegen
Null geht, wenn diese wber alle Grensen wiichst.
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Setzen wir
u=ve %%,

80 wird aus unserer Differentialgleichung

v+ (FE—a)v + g vie~ 29 4 Cetv = Q.
Sei @ = 0 die Stelle des Maximums v, fiir v, so ergibt Multiplikation mit
2v’ und Integration

v’ 4+ (B2 — a®)(v® — o)) + % fv’e““‘l’dv 4+ 2C | e®dv=0.

Aus der entsprechenden Gleichung fiir u

U

u'? 4+ 4afu’du + B%(ud — ud) + —f‘; (ud —ud) + 2C(u — uy) =0
erkennt man, daB bei gleichem u, die u-Kurve um so steiler, #, also
um so kleiner wird, je grofer C ist. Fir Werte nahe bei u, ist das
aus der Differentialgleichung ohne weiteres klar, denn bei u'= 0 ist
u” um so kleiner, je groBer C ist, also |u’| um so griBer: aus der vor-
stehenden Gleichung aber sieht man, daB fiir groBeres C

'+ 4afu'du =u'?— 4aﬁ4’du
den groBeren Wert hat. Daraus folgt sofort fiir den aufsteigenden Ast
(" > 0), daB immer |u’| den groBeren Wert hat, wenn C das groBere
ist. Denn holte fiir die anfangs flachere Kurve (C kleiner) ' den Wert

der steileren Kurve einmal ein, so miiite dann fiir erstere f u’du den

g

kleineren, also J’;t'du den groBeren Wert haben, was bei u’ > O sofort

zum Widerspruch fiihrt, da bis dahin, d. h. zwischen » und w, %’ das
kleinere war. Ist aber u’< 0, so ist bei einer Anderung des C um 4C

u'? 1 ) ’
A%Tuﬁ-tiaa—oju Adlu'|du=24C

_oder da
A =d|u'|-2|u' |+ 4d|u'|)

Al i@|uw |+ 4d|u')) 4 ' ’
it dlwby e fa)wian+ 240
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Wiirde nun an einer Stelle 4|u’| =0 sein, so wiirde an dieser Stelle
bei festem 4 C das erste Glied mit abnehmendem u kleiner werden,
nimlich von positiven zu negativen Werten iibergehen, das zweite Glied
aber auch abnehmen, da der mit abnehmendem w hinzutretende Teil

des Integrals J ‘A[u’idu negativ wire. Das ist aber unmdglich, da die

Summe beider Glieder konstant 2.4C sein soll.

Damit ist allgemein bewiesen, daf3 mit wachsendem C die Winkel-
offrung &, abnimmi (bei festgehaltenem wu,), und da wir das groftmig-
liche @, suchen, kinnen wir fiir C den Kleinstzulissigen Wert annehmen.

Dieser Wert bestimmt sich aber aus v’? > O:

EN k23
2C | e*?dv > — (B2 — a®) (v — v*) — %.fv’e‘“¢dv,
woraus man sieht, daB der kleinstzulissige Wert von C null oder ne-
gativ ist.?)
Die vorstehende Ungleichheit muB fiir alle v zwischen v, und null
und fiir die erreichten positiven und negativen ¢ gelten. Man kann sie
schreiben:

202 — (B — a¥)(v, + v)e= % — £ (0} + vgv + vF) e (ra+03,

wo @, ¢, gewisse Mittelwerte sind. Beachten wir noch, daB fiir v = v,
|@o| und |@,| null sein miissen, wihrend diese fiir v = 0 maximale
Werte haben. Die schirfste Einschrinkung erfolgt aus dem absolut
kleinsten Wert der rechten Seite, also ist das kleinstzuldssige C ge-
geben durch

2
20 = — (ﬁ’ — a’)rvoe‘“%' — %vge-a(%'+%'),
und zwar sind @, @, positiv und die Maxima von ¢, und g, welche
fiir v = 0 eintreten.
Infolgedessen ist fiir das groBtmogliche &,

Vo

v'?=(f*— a’)[(vg — %) — voe““%'fe“‘l’dv]

v
Vo

+ 2£: [‘f/vse"‘“ﬂd»v — %vge—a(‘lfz""‘ﬂ') e‘wdv:l
= (B* — a")[(v] — v*) — v, (v, — v) e @'~ 90)]
+ LB 03— een — 03, — D)eeri-ew-w)]

1) Nach Seite 47 ist g*—a?>0.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XXV. 1. Abt. Heft 1/8. 4
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Da ¢, > ¢, und @3 > @, so ist
v’ > (v, — v)v[(ﬁ’ —a®) + f—d(v + vo)e'“‘P-’]
und da @, < 9,
]
0> (0~ 0)o[(B — @) + & (0 + vp)e==7)]

woraus
2w

< -
Ve —an+ B vt gemen

folgt. (Vgl. Formel (4) Seite 45.)

Daraus folgt, daB &, mit wachsendem v,, also auch mit wachsendem
u, unter alle Grenzen sinken muB: eine gewisse Weite der Spirale lift
nur eine begrenzte Ausstromungsgeschwindighkeit zu.

By

Zweiter Teil.
§ 10.

Da die einzige wandfrei mogliche Spiralbewegung der bisherigen
Art eine Potentialbewegung sein muBte, wollen wir exakte stationire
und nichtstationéire ebene Bewegungen in freien Spiralen nach einem
anderen Verfahren suchen

In Polarkoordinaten lautet die Differentialgleichung (I)

04 104y oy odyp oo\ _
(ar 9o 9 ar)“""d“’r

ot r

wobei
10 0 1 9
A=SarTor T rsg
Offensichtlich gestattet diese Gleichung Losungen, welche .in ¢ linear
sind
Y=u-+o-x%,

damit die Geschwindigkeit, welche die Komponenten

vr=1 und v, =% _ 0%
r
ist, eindeutig sei und also eine freie Bewegung moglich, muB » kon-
stant sein. Aus der Differentialgleichung wird durch diesen Ansatz
0du , x 0du

ot Ty oy —oddu

mit
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Hier ist es nun auch notwendig, den Druck zu untersuchen, damit
nicht etwa bei einem Umlauf um die singulire Stelle » = O eine Viel-
deutigkeit des Druckes zutage trete.

Nun kann man die Bewegungsgleichungen ohme Elimination des
Druckes in folgender Form schreiben

Vi 2
8(:;4--)1;: a(m--—)«p >
p _ ot at
A(f +40) = 4y -dv + (*‘“ar— dz — —— = —dy
oder wegen der invarianten Bedeutung des letzten Gliedes
ofo-d)e o2
=dy-dy + TR dr — —— ——rdg.

Daraus folgt

PP 1) g9 (gq— )y — —gpldv O
75 (et 300) = v Gl —r g (04— ) = mau—or 5 4
Die rechte Seite ist nun vermdge der Differentialgleichung fiir  kon-
stant; damit also der Druck bei einem Umlauf um » =0 zu seinem’
alten Werte zuriickkehre, mu8 sie null sein, so daB wir bekommen

0du r 0w %
or "?am‘“?"“"of
was durch Einfiihren von r%; = v die Form annimmt
0%v x\ 1 0v ov
) (12 er =3
§11.

' Stationéire Bewegungen.
Die von ¢ unabhiingige Ldsung ist
LI
u=0cr’ +qlnr+g,
wenn % 2 — 2, sonst, wenn 3‘6— =—2
u=c(nr)? 4 clnr + ¢.

Sehen wir von dem trivialen Fall der Potentialbewegung ab, so gibt

es dann eine spiralférmige Strémung, deren Geschwindigkeit im Un-
endlichen verschwindet, wenn

Z+1<0,

d. h. ¥ < — @ ist, also ein hinreichend starkes Einstromen stattfindet.
“
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Die Spiralen haben dann die Form
g=—ru=Cro + Glnr+ .

Ist %-}- 2 <0, so nihern sie sich im Unendlichen den logarithmischen

Spiralen, in der Nihe der Senke dagegen konvergieren sie erheblich
weniger stark gegen den Senkpunkt, und die Strudelgeschwindigkeit ist
erheblich stirker als bei der Potentialstromung in logarithmischen
Spiralen.
§12.
Nichtstationire Bewegungen.

Setzen wir an
V= e"t%n (?’),
so erhalten wir aus (V)

1 — 3 (14 D=2 g,=0 |

also mit der Abkiirzung 4 =1 + %

L= ’lJiz(V:_:?gT)v

wo die J die Besselschen Funktionen sind:

BV =%r)=eonsteri(14 5 st + o () wraemagn + )

Wenn nicht gerade 4 eine ganze Zahl ist, konnen #*J, und #*J_, als
unabhingige Losungen angesprochen werden.

§ 13.

Ahnlich wie bei der Warmeleitungsgleichung gibt es von (V) auch

Integrale, die fiir r =0 und ¢ = 0 eine Unbestimmitheitsstelle aufweisen.

Da die Differentialgleichung ,(V) ungeiindert bleibt, wenn man v

mit einem beliebigen Faktor, » mit einem ebensolchen, ¢ mit dem

Quadrat desselben multipliziert, so muB es Lisungen der Form geben
T’

v= r“&’w(m) =r*tw (2).

Setzt man ein, so bekommt man fiir w die Differentialgleichung
" Jet+1—12 o*—2a | f
(VD) w +w[ ; :|+w[ +—]——-O.

422 2

Wann gestattet diese Gleichung eine Losung der Form
w=1e" ?



\
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Eine einfache Rechnung ergibt
p=—1

«=0 pf=i-—1

und dann entweder

oder
e=21 f=—1-—1
Wir haben also zwei einfache Integrale der gesuchten Art
17
v=ti-l¢ 40

und
1~
v = y2if—1-2g 4o t,

beide gehen fiir 1 =0 in das bekannte Integral der Wirmeleitungs-
gleichung iiber.
Diskutieren wir die Differentialgleichung (V1) weiter.

Die singulidre Stelle 2 = 0 ist eine Stelle der Bestimmtheit. Die
determinierende (leichung lautet

92+9(a_l)+_°‘_2_':42_l°i.__0
und hat die Wurzeln
91“1—%» 92=_%;

so daB es im allgemeinen Entwicklungen der Form gibt

w, = zl_?(l + ez +cge + -0

und
wy=12 (14 cle+cia®+--")
also
142 : s
'vl=rzlt{] l+2 (1 +01£E‘t+cz'('4:—t)’+ “')
.und

2. % , 2 , 4
vy = t*773 (1+cl4r—“+cg(4’;_t),+...),

wobei, weil z =0 die einzige endliche singulire Stelle der Differential-
gleichung ist, die Potenzreihen stindig konvergieren.

Nimmt man B =0, d. h. sucht man von (V) Lisungen der Form

r’
x [
r w(4at)’

so st eine Integration durch bestimmte Integrale miglich.
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Die Differentialgleichung (VI) lautet nach Einfiihrung der Wur-
zeln ¢, 0
’ d*w d
(VI') 5’—(3}—,-}-2%(1——91—9,-{—z)+wg192=0.

Der Zusammenhang mit der GauBschen Gleichung fiir die hypergeome-
trische Funkiion ist leicht zu erkennen. Macht man die Eulersche

Transformation
w _—_fe“'(l - ;—) y(s) ds,

das Integral auf einem geeigneten geschlossenen Weg erstreckt, so
findet man fiir y eine Differentialgleichung, die fiir
n=—p9, durch y=s-1te
und fiir
i n=—g9, durch y=s"1*a

erfiillt werden kann. Mithin sind

w ———fe"(l— %)_le‘“f?nds
w =fe"(1 - %)‘e’s‘”@lds

Integrale von (VI’). Die Integrale erstreckt man am besten auf einem
Wege, der von R(s) =+ o0 um die Punkte s =0 und s =7 herum
zu R(s) = + oo zuriickfiihrt.

Da

und

fe“(z —s)"as~lteds

in der Umgebung von # = O analytisch regulir ist, so ist

w, = C’lfe"(l - %)_le““?sds

Wy = Csfe"(l - Z‘)-st‘”@xds.

Man kann zeigen, daB

o= 3 rlam () + (i)

die allgemeinen Losungen von (V) sind und sich ebenfalls durch be-
stimmte Integrale geschlossen darstellen. Darauf und auf den Zusammen-
hang mit der Darstellung und Entwicklung nach Besselschen Funktionen
komme ich vielleicht an anderer Stelle zuriick.

und
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Dritter Teil.
§ 14.
Nachbarlésungen zur Radialstromung.

Wir wollen zuniichst stationdre Nachbarlisungen zu unserer Radml-
stromung (S. 41f.) suchen, indem wir setzen

Y= f((P) + 9(‘?} 7‘),

wo o eine kleine GroBe sei, deren Quadrat wir vernachlissigen.
Wir erhalten dann fiir f die alte Gleichung

4 2 r pr
F4 4+ 2 =0
mit oder f' =« und einmal integriert

u" 4 4u+—i—u’+ C=0.
Fir ¢ bekommen wir

0de . w 0do 2u’ de u'de
2t Troar o oe war 9440
wo o
10 0 1 0?
. 4= ar+r’5q7’
1st.

Da die Differentialgleichung im stationdren Falle ungetindert bleibt,
wenn man  und ¢ mit je einem beliebigen Faktor multipliziert, so muf
es Losungen der Form geben:

o =r*w(p).

Man erhilt fir w die Differentialgleichung
(vi) wW+w"<2lz—4l+4+Eu—£u)+3u'w’
+ (M — 4204 220 4 2 WPyt w’)=0.
Uns interessieren besonders freie Strﬁmungen und daher periodische
Losungen in g.
Was die Eindeutigkeit des Druckes angeht (siehe § 10, Seite 51),
8o erhilt man durch eine leichte Rechnung die Bedingung

27
2w — @ —20)dp = 0.
0

Andererseits folgt aus der vorstehenden Differentialgleichung selbst
durch Integration tiber das Intervall von O bis 2z unter Annahme der

Periodizitit .

B —2)fwu—@—20)dp =0,
(1}
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so daB im allgemeinen die Eindeutigkeit des Druckes aus der Peri-
odizitst folgt, nur dann nicht, wenn 1 = 2 ist.

% ist nun bei freier Stromung selber eine periodische Funktion
von @, und zwar ist die Periode ein ganzer Teil von 2x. Es ist aber
nicht notwendig, daB w dieselbe Periode wie u habe, diese Periode muB
nur auch ein ganzer Teil von 27z sein.

Da wir

u"=——0—4u———16—u2
aber auch

u"=-—QCu——4u’-—§2—;u3+D=3—1~(61—u)(u-eg)(u——es)

durch » rational ausdriicken konnen, wird es niitzlich sein, u statt ¢
als unabhingige Variabele in (VII) einzufiihren. Wegen

r_dw ,
= u
w" = g;if w4+ 3 g;g uw'u” + % w'
w!V = Z‘Tﬂf u* 46 %’ u?u” 4+ 3 g;—'f u’ + 4 %;—1:) w'u” + g% utv

und weil

2 , 2 2
u1v=(._ 4_._u)u' — 2w = (_ 42 u)u’“,
[ [ 6

werden alle Koeffizienten der neuen Gleichun‘g ganz und rational in w;
wir schreiben sie, den Grad andeutend

d2w

4 3
(VII)  Ro @4 RO L R EY L R L Ryw=0,
wobei

Ry=u't= g%',‘: (6 —w)* (u —€)* (u — )"
ist.

Aus der Form (VII) erkennt man, daB w nur da Singularititen be-
sitzt, wo u solche hat, also jedenfalls nicht in dem in Betracht kom-
menden reellen Teil von ¢; aus (VII") erkennt man, daB als Funktion
von v unser % nur an den Verzweigungsstellen e, ¢, ¢; singulir wird.

Da Ry=6uu” durch (e, —u) (u — ¢) (u — ¢;) teilbar ist, sind
die Stellen e, 6,6, solche der Bestimmtheit, und da der Grad der Koef-
fizienten mit der Ordnung der Ableitungen stindig um 1 abnimmt, ist
auch %= oo eine Stelle der Bestimmtheit: unsere Differentialgleichung (VII")
gehort zur Fuchsschen Klasse.
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Eine bekannte Rechnung ergibt als die vier Wurzeln der deter-
minierenden Gleichung fiir die Stellen ¢ die Werte

01=0,0=1, 05=13, 0s=1-
Trotzdem also hier zwei Wurzeldifferenzen ganzzahlig sind, treten in
den Entwicklungen keine Logarithmen auf. Denn aus der Form (VII)
folgt, daB an den Stellen ¢, fiir die v = ¢ wird, also % und u’ reguliire
Funktionen von ¢ sind, auch w eine solche sein muB, wihrend In (v — e)

diesen regulidren Charakter nicht besitzt. Also haben die Ldsungen
von (VIL') an jeder Stelle e die Form

w="P,(—e) +Vu—e P, (u—e);
andere Singularititen existieren im Endlichen nicht.
Fiir v = oo ergibt sich die determinierende (leichung

@uttu—3) W+ iu+31)=0,
welche die von A unabhingigen Wurzeln

=1, gg=—3
und die von 4 abhingigen Wurzeln
bl — -t ives 20
by
hat.
§ 15.
Fortsetzung,.

Losungen mit der reellen Periode 2z (diese muB mindestens bei
freier Stromung vorhanden sein) wird es nur fiir gewisse 1 geben. In
Analogie mit dem Hermiteschen Verfahren bei der Laméschen Differen-
tialgleichung kann man so vorgehen:

Sind w,, w;, ws, w, ein Fundamentalsystem von (VII), so driicken
sich die w(p + 2x) homogen linear durch die w aus

4
w, ('P + 275) =2;a1',,u w(l, (‘P) (r=1,23,4).
”:
Es gibt nun sicher periodische Funktionen zweiter Art, d. h. es
gibt Losungen w, fir welche
w(p + 27) = aw (¢).
Dieses « ist Wurzel der Gleichung vierten Grades

Gy — & Qg 3 A4
— | % Qg — & Qgg a
D(«;2) = - —0.
31 O3 Ggs — & (g,

. Ay Ay Oy Ay— &
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Soll nun eine periodische Ldsung existieren, so muB ¢ = 1 eine Wurzel
sein, und wir erhalten fiir 4 die Gleichung
D(1,2)=0.
Die berechneten charakteristischen Ezxponenten legen nun die Ver-
suche nahe,
w = u + const, w =7V u—e und w=7V(e, — u) (u — e,)
zu setzen. Elementare Rechnung ergibt folgende Partikularlisungen:
¢ 1. die triviale Moglichkeit w = u fiir 1 = 0.
2. w=u fir =2 d. h
0 =ariy
v =1(p) + «r*f (9),
wobei « klein sein muf und daher mit gleicher Anniherung
¥ =f(p + ar?),
so daB die Stromlinien angenéhert die Spiralen
@ =@ — ar’
sind. f bleibt dieselbe elliptische Funktion, die wir friiher bei der
Radialstrémung diskutierten. Allerdings kann nun diese Stromung nicht
frei existieren, denn es liegt ja gerade der Ausnahmefall 4 =2 vor
(siehe Seite 56), und die Bedingung fiir die Eindeutigkeit des Druckes
kann fiir w = u sicher nicht erfiillt werden.

8. w=u+30¢, wenn A=1 und C=3q, woraus bei ¢, — ¢, < 6}/3
kein Widerspruch erfolgt.

4. w=)u—e, bei A=—1 und e =0. Diese Losung hat die
doppelte Periode wie u; ebenso w =)/¢, —u bei A — —1 und ¢, =0.
und ¢; = 0 oder ¢, = 0. Auch diese Losung hat die doppelte Periode
wie u.

Die grofen A lassen sich leicht angenihert aus (VII) berechnen.
Fiir solche ist in erster Anndheruug

wV+ 222w" + Aw =0
d. h. w = e* %9 (wir beschriinken uns auf die periodischen Losungen),
g0 daB E{j die Periode ist. Die grofien ausgeseichmeten i Werte sind

also angendhert ganze Zahlen.

Endlich 188t sich noch ein Fall ganz elementar berechnen, der
nimlich, daB w konstant, die Grundstromung also eine ringsum gleich-
- mafig verteille ist.
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Dieser Fall hat auch Bedeutung fiir den allgemeineren, als man
nach einem bekannten Satze von Cauchy und Boltzmann?) die Periode
von w in erster Anndherung bekommt, wenn man fiir das periodische
% den konstanten Mittelwert setzt, vorausgesetzt, daB die gréBte Schwan-
kung e, — ey klein genug ist.

Fiir konstante u folgt aus (VII), Seite 55

W' + w"(22 — lu)+w(l‘~4ls+4l2+}.’~2—:~z'u)=0

also mit dem Ansatz
W = M

pow(@r—2it a4 It b i anp a2 Ty m o,

Diese Gleichung hat vier Wurzeln

p=t k=2 — 2"

so daB alle positiven und negativen ganzen i méglich sind (Potential-
bewegungen) wie auch alle 4, die sich aus

u u\2
"=2+z;i|/(z;) + ut
mit ganzen y berechnen.
Zu dem Falle u = const, d. h.

§ 16. B
2u der ringsum gleichmdfigen Radialstromung, lassen sich auch die nichi-
stationdren Nachbarlosungen angeben.
Die Differentialgleichung lautet jetzt (siehe Seite 55)
208 4 100 4 44,.

Mlan kann sie entweder mittels des Ansatzes

e elt+nitpw(,r)
(n ganzzahlig) integrieren und kommt so auf die Differentialgleichung

%
6 dw

’,.g + _r ar -—(L:;+—1'—)w=0.

welche durch Besselsche Funktionen gelost werden kann, oder aber durch
den Ansatz (vgl. Seite 53)

2
Ag.—: enuﬁrmw(‘:_“) —_ enitp,rmw(z),

d*w

1) Boltzmann, Ges. Abh. Bd. 1. §. 43.
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wodurch man fiir w(2) die Diﬁ'erentialgleichuﬁg
” , u m?*—n?  mu
2w + 2w [m+1—-2—g+z:]+w|:--z~——~;g]=0

erhilt. Fir 2 =0 hat diese Gleichung eine Stelle der Bestimmtheit,
die determinierende Gleichung hat die reellen Wurzeln

_m 1 1 g 4 u?
R R e

Durch Einfithrung der Wurzeln ¢, und ¢, nimmt die Differentialgleichung
die Form an

Zw” + zw'[l — o — 0y + 2] + 10,0 = 0.

Das ist aber genau die Differentialgleichung (V1') von Seite 54, so daB
alles dort weiter Mitgeteilte auch hier gilt.

Uber ein Prinzip der Befreiung bei Lagrange.

Von Georc¢ HaMEL in Aachen.

Man kann in der Entwicklung der Mechanik hauptsichlich vier
Wege der Begriindung unterscheiden, die man, um Namen zu haben,
den natiirlichen oder physikalischen, den stereomechanischen, den Weg
tiber die Punktmechanik und den analytischen nennen mag.

Auf dem ersten Weg, den von den neueren Autoren hauptsichlich
Jaumann geht, den aber auch ich in meinem Lehrbuche vor allem ver-
folgt habe (in den Teilen I und III), faBt man die mechanische Welt als
ein beliebig bewegliches Kontinuum auf, das durch innere Spannungen
zusammengehalten wird und dessen Teile auch noch durch Fernkrifte
aufeinander wirken konnen. Druck, Zug und Schubkraft sind also hier
die ersten und wichtigsten Begriffe und Vorstellungen der Mechanik
sowie als Objekt ihres Wirkens das Volumelement. Grundsitze gibt
es hauptsichlich zwei: das Newtonsche Grundgesetz mit EinscliluB des
Satzes vom Parallelogramm der Krifte und das Gesetz der Symmetrie
der Spannungsdyade (von mir das Boltzmannsche genannt). Die ver-
schiedenen mechanischen Systeme unterscheiden sich dann durch die Art
der Abhiingigkeit der Spannungsdyade von ihren Ursachen, inshesondere
den Deformationen. Reaktionskrifte gibt es an sich nicht, sie ent-
stehen erst als Grenzfille durch Einfilhrung von Idealsystemen, d. h. An-
nahme von gewissen, in Wahrheit nie exakt erfiillten Bewegungsein-



	Spiralförmige Bewegungen zäher Flüssigkeiten.  

