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ANNALEN DER PHYSIK. 

VIERTE FOLGE. BAND 39. 

1. Gnwnd lagen e4mw Theorie der Materie; 
vom Gzcstav Hie.  

(Zweite Mittdung. 1)) 

Z w e i t c s  Kapi te l .  

Das Problem des Elektrons. 

Die Knotenstellen der Felder. 

11. Bekanntlich folgt aus der Natur des elektromagne- 
tischen Feldes a19 eines Sechservektors, dal3 im Ather Trans- 
vers+lwellen auftreten k6nnen. Eine oberflachliche Betrachtung 
der von mir aufgestellten Grundgleichungen der Atherdynamik (1) 
bis (4) konnte zu der Meinung verfuhren, dab in analoger 
Weise der Vierervektor (u, i p) zu Longitudinalwellen Ver- 
anlassung geben mul3te. Das wBre aber ein Irrtum. Im 
Innern eines Atoms, wo in der Hamiltonschen Fuuktion der 
Teil HI (I. p. 524) uberwiegt, mbgen vielleicht transversale 
und longitudinale Impulse ahnlichen Gesetzen folgen. Es 
konnen das aber nicht die Gesetze der Wellen sein, weil diese 
zur Voraussetzung haben, da6 die Differentialgleichungen linear 
sind, und weil das im Innern der Atome nicht der Fall iet. 
I n  grof3eren Entfernungen vom Atom, wo H, gegen (ba-Ij2)/2 
gauz zurucktritt , schliefien sich die transversalen Impulse zu 
Hohlkugelsohalen, die sich mit der konstanten Geschwindig- 
keit 1 (Lichtgeschwindigkeit) weiter nusbreiten. Aber die longi- 
tudinalen Impulse erfahren keine derartige Umwandlung, meil 
fur p und t, die Gleichungen niemals linear werden. Vielmehr 
bleibt der longitudinale Impuls im wesentlichen immer auf ein 
kleines Volumen, namlich das Volumen eines Elektrons, be- 
schrainkt, er breitet sich nicht uber eine Kugelschale aus, 
seine Geschwindigkeit kann alle miiglichen Werte haben, aber 

1) Fortsetzung des Artikels: Ann. d. Phys. 37. p. 511; zitiert als I. 
hnnalen der Physik. IV. F o b .  39. 1 
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2 G'. X i e .  

immer unter 1. Mit anderen H'orten: Die hipulse des Vierer- 
vektors (a, i 8) haben nie den Charakter von Longitudinalwellen, 
sondern den einer ,,Quantenstrahlung", es sind die Elektronen- 
strahlen. Waren Longitudinalwellen im Ather moglich, so 
konnte nicht zugleich auch die Existenz unveranderlicher An- 
haufungsstellen des Zustandes 0 ,  also die Existenz von Elek- 
tronenstrahlen mit den Grundgleichungen vereinbar sein. Um- 
gekehrt schlieBt also die Tatsache der Elektronenstrahlen das 
Vorkommen von Longitudinalwellen aus. 

Vor allen Dingen werden wir untersuchen mussen , was 
die Bedingungen dafur sind, daB der Charakter der Hami l ton -  
schen Funktion H (oder der Weltfunktion @) zur Existenz un- 
veranderlicher Knotenstellen fuhrt. Diese Bedingungen sind 
dann auch zugleich die fur die Existenz von Quantenstrahlen. 
Seien namlich g die Ladungsdichte und b die elektrische Ver- 
schiebung in der Umgebung der linotenstelle als Funktionen 
der Entfernung T Tom Zentrum berechnet, so daB die Gleich- 
gewichtsbedingung v y + e = 0 erfullt ist. Wenn wir nun an 
dem Vierervektor (0, ip )  und dem Sechservektor (0, - i b), sowie 
an dem Koordinatensystem (3, y, z, t) eine Lorentzsche Trans- 
formation ausfiihren, so erhalten wir in dem Koordinatensystem 
(z', y', t'. t') einen Vierervektor (b', ip') und einen Sechservektor 
(b', - i b') in bestimmter Weise als Funktionen von (z', y', t', t'), 
und zwar erfullen beide Vektoren die von uns angenommenen 
Grundgleichungen der Atherdynamik. Aus den Transformations- 
formeln ist sofort zu sehen, da6 $'= [q.b'], b'= $.q, wo q ein 
dreidimensionaler Vektor, kleiner als 1 ,  ist, der i m  ganzen 
Raum uiid fur alle Zeiten konstant ist. Die neue, durch die 
Anwendung der Transformation gewonnene LiSsung steilt also 
eine Knotenstelle dar, die sich mit der konstanten Geschwindig- 
keit q vorwiirts bewegt. 

Il'enn Gleiclyetoicht f u r  eine ruhende Knotenstelle moglich 
is t ,  so yibt es aucli Knotenstden.  dic sich mit einer beliebigen 
Geschivindigkeit unter I terce,qen , also Quantenstrahlen, keine 
Longitudinalu>ellen. 

13. Zu einer interessanten Aussage uber die Rewegungen 
der elektrischen Ladungen im allgemeineii kommt man, wenn 
man die beiden Annahmeu maclit, dnt3 erstens die Ftinktion I f  
keine gerade Funktion von 0 ist und clap ztreiteiis H ~ind @ f u r  
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Grundlqen einer l’heorie der Nateric .  3 

alle zcirklich vorkommenden II’erte der VuriaBeEn (b, @, 9, b) und 
(e, 5,  y, f) Reine Sprunge und keine Knicke haben. Die erste 
dieser beiden Annahmen ist identisch damit, daB positive und 
negative Ladungen ein prinzipiell verschiedenes Verhalten 
zeigen, wie es ja in der Wirklichkeit ist, da es Elektronen 
nur von einern Vorzeichen gibt. Ware H eine gerade Funktion 
von 6, so konnte man das Vorzeichen von o, d. h. von g, um- 
kehren, ohne daB in den Gleichungen etwas geiindert wurde, 
positive und negative Ladungen mii6ten sich also ganz gleich 
verhalten. Die zweite Annahme kommt darauf hinaus, da0 
die ZustandsgroBen der einen Art (z. B. die IntensitatsgroBen) 
nur dann unendlich werden und nur dann sich sprunghaft 
andern, wenn man die entsprechenden Gro6en der anderen 
Art (die QuantitatsgrbSen) unendlich werden last, bzw. sprung- 
haft hde r t .  

Die GroBe g ist in den Gleichungen der Atherdynamik 
in mancher Hinsicht ein Analogon zu der Abweichung der 
Dichte vom normslen Zustand in den Gleichungen der Aero- 
dynamik (vgl. I. p. 520). In der Aerodynamik konnen sich 
positive und negative Dichtigkeitsanderungen , beispielsweise 
bei Interferenzen, uberlagern und sich zu Null oder wenigstens 
zii einer kleineren Dichtigkeitsanderung addieren. Es liegt 
nahe, dasselbe auch fur die Ladungsdichte 0 im Ather an- 
zunelimen, so daB sich also positive und negative Ladungen 
durch Superposition vernichten und umgekehrt sich durch 
Scheidung aus dom Nichts neu bilden konnten. In  der Tat  
liegt diese Annahme gewissen modernen Atomtheorien zu- 
grunde, wenn sie das Atom aus einem groSen positiv elek- 
trischen Volumen bestehen lassen, das fur die negativ elek- 
trischen Elektronen vollkommen durchdringbar ist. Denn wenn 
in das positiv elektrische Volumen ein Elektron hineingeht, 
so superponiert sich. seine Lndung zu der vorhandenen, sie 
wird also kleiner als die Ladung eines freien Elektrons. Tritt 
das Elektron aus dem Atom heraus, so stellt sich durch 
Scheidung wieder die grobere negative Ladung des Elektrons 
und die grobere positive des Atomrestes her. 

Unsere Theorie ergibt nun, wenn man die beiden oben 
aufgefuhrten Bnnahmeri hinzufugt, daB derartige Vorstellungen 
auszuschlieBen sind. Aus den Gleichungen der Atherdynamik 

I f  
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4 G. Ji'ie. 

ergibt sich namlich, da6, wenn eine der ZustandsgroBen (b, $, p ,  D) 
oder, was nach der zweiten von uns gemachten Annahme das- 
selbe ist, (e, b, y ,  f) als Punktion der Koordinaten (2, y, z) einen 
Sprung hat,  da6 dann sofort eine andere ZustandsgroBe un- 
endlich werden mu6. Solange wir also singulare Stellen aus- 
schlieSen, in denen die Zustandsgr66en slle oder zum Teil 
unendlich werden, also Singularitaten, wie sie in solchen Inte- 
gralen der Gleichungen, die uberall reale Vorglinge wieder- 
geben , nicht vorkommen konnen, solange mussen samtliche 
ZustandsgroBen stetige Funktionen von x, y, I, t sein. Weiter 
folgt aus der ersten unserer Annahmen, daB stets sein muB: 
b2 < p2 oder b 2 / @  < 1. Denn sobald b2  > p2 wiirde, so be- 
kame CT imaginare Werte, und alsdann wurde 11, da es keine 
gerade Funktion voii (r ist, komplex. Da das bei allen realen 
Vorgangen ausgeschlossen sein mu6, so ist stets b 2 / p 2 <  1. 
Nun konnen wir uns aber die gesamte in der Welt befind- 
liche Ladung in lauter raurnlichc Elemen te zerteilt denken 
und alle Veranderungen in der Ladungsdichte, die die Existenz 
des Vektors b mit sich bringt, dadurch entstanden denken, 
daB sich jedes dieser Elementarteilchen mit der (variablen) 
Geschwindigkeit y = b / e  veruchiebt. Sach dem, was wir bisher 
bewiesen haben, ist q eine iiberall endliche und stetige Funktioii 
der Koordinaten. 1st das nun aber der Fall, so konnen 
sich niemals einige von den raumlichen Elementarteilchen. 
die wir uns vorstellen , ubereinanderschieben. Jedes einzelne 
Element bleibt vielmelir fur sicli erhalteii, es kann also 
nicht vorkommen , daB sich positive und negative Ladungen 
gegenseitig vernichten, oder daB sie sich aus Nichts neu 
bild en. 

Das Gesetz von der Erhaltutig der Ladungen gilt nic:kt nur 
fur die Summe aller Aadurtgen, xondern getrennt .Fowohl f u r  die 
positiven, ioie f i r  die neyativen Ladungetc. 

Wenn also ein Elektrori i n  den positiven Raumteil eines 
Atoms eintritt, so mu8 nach unserer Tlieorie die positive 
Ladung erst vor ihm ausweichen und sich dann hinter ihm 
schlieBen, wie eine Fliissigkeit, in die ein fester Korper ein- 
dringt. 
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G'rundlugen einer Tfieorie der illaterie. 5 

Die Gleiohgewichtsbedingungen. 

13. Die Eiiergie in dem ganzen von den VorgPngen 
eingenommenen Raurn berechnet sich nach Gleichung (7) 
(1. p. 523) zu: 

E = ( H +  6 . 0  - f . b ) * d P .  S 
Wenn Ruhe herrscht, so ist: 

3, = Ha d V .  s 
Die Bedingung fur Gleichgewicht ist, das bei einer kleinen 
virtuellen Lnderung Sb, 8p (wobei Se = div8b) keine Energie- 
urnwandlung in Bewegungsenergie eintritt. Es mu6 also sein: 
d E  = 0, wenn man in E nur Q und b variiert: 

=s(- y - S g  + e.Sb).dJ' .  

y . 8 g  = div(rp.6b) - Vrp-Gb 
Nun ist 

und weiter : 

wo S die den Raum T umschlie6ende Oberfliiche und N die 
Richtung der Flachennorrnale bedeutcn soll. Wahlt man V 
geniigend grob, so ist dns Oberflachenintegral verschwindend 
klein, folglich: 

d & = s ( v y  + e).db-dy. 

hls Gleichgewichtsbedinguny folgt daher aus 8 E  = 0 die uns 
schon bekannte Gleichung : 

(29) vr/i + e =  0. 

14. Sehr schwierig ist zu entscheiden, ob das Gleich- 
gewicht labil oder stabil ist. Es seien die Gro6en e,, b,, yo, Q, 
so berechnet, daB sie die Gleichgewichtsbedingung erfullen. 
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6 G'. Nk. 

Dns System beaege sich nun unendlich langsani in unend- 
licher Nahe der Gleichgewichtslage, so daB: 

b = b 0 + 6 b ,  < ) = p o + d < ) ,  $ = S f j ,  b = o ' ~ ?  

ebenso: 
e = r , + d c ,  y=rpO+Jy. 

Die Zustande Sfj und So bringeii es mit sich, daB im 
Laufe einer unendlich ltleinen Zeit dt  Anderungen von b und 
eintreten, die wir db und dp iiennen wollen (I. G1. (1) und (3)): 

d b  = - (30 - r o t S g ) . d t ,  
d p  =- divSD.dt. 

Andererseits bedingt die kleine Abweichung vom Gleich- 
gewicht, daB sich die Bewegungszustande fj und b, oder was 
auf dasselbe hinauskommt, b und f, im Laufe der Zeit d t  
andern (I. G1. (2) und (4)): 

db = - r o t J e . d t ,  
df = - (Je + v J'cp)-dt. 

Um den Energieumsatz deutlich zu erkennen, zerlepen 
wir db iti zwei Teile db = da'+ db", wo: 

1 db"= rot St, - d t  . 
db' = - d b  - d t  , 

(30) 

Man sieht ohne weiteres, daB: 
6e.dD'- SSp.dp = 3 u . d f  +&v(Srp-d3u).rlc7 
6e + db" =- Sfj-db - d i v [ ~ Y e . d f j ] . d t .  

Integrieren wir uber einen Kaumteil V, in welchem nur iunere 
Energieumsatze stattfinden, auf dessen Begrenzung also die 
Energiestr6me - 3rp d b  und [ S e  - S$] Null sitid, so ergibt sich: 

Wir wollen nun annehmen, da8 3'5 und SD in  dem he- 
trachteten Augenblick 80 gerichtet sind, daB db' und db" die- 
selbe Richtung haben wie Sb, und d? dasselbe Vorzeichen 
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Gruridlagen einer l'lieorie der Xaterie. 7 

\vie Se, da8 also die Abweichung vom Gleichgewichtszustand 
noch zunirnmt,. Renn das Gleichgewicht stabil sein soll, so 
miissen alsdann die Bewegungszustande abnehmen, es mu6 
also df  entgegengesetzt gerichtet sein mit Sf, und d 6  entgegen- 
gesetzt mit S6. Wenn umgekehrt bei den angenommenen 
Bichtungen von 6b und S$ die Bewegungszusttinde Sf und 66 
noch zunehmen, so ist das Gleichgewicht labil. Sol1 also das 
Gleichgewicht stabil sein, so muB: 

J ( J ~ - S < J - - S ~ . S ~ ' ) - ~ B  

dasselbe Vorzeichen haben wie 

S S U .  S f -  d Y 
und 

dasselbe Vorzeichen haben wie 

S tj - S6 - d 7, 

mo 6b'+ Sb"= Sb sein soll, und zwar div Sb'= Sp, div db"= 0, 
und wo ferner die Variationen SD und S$ so gewahlt sein 
sollen, dab 6b proportional mit Sb' und rota$ proportional 
mit Sb" ist. 

Wir betrachten die beiden Bedingungen nur einzeln, indem 
wir erstens Jb'= Sb und zweitens Sb"= Sb annehmen. Es 
la6t sich leicht ein sehr wichtiger Fall nennen, in welchem 
iiberhaupt keine magnetischeii Wirkungen mitspielen , also 
Jb"= 0 und demnach bb'= d b  ist. Wir denken uns namlich 
in dem zentriech- symmetrischen Felde eines kugelfdrmigen 
Elektrons unendlich kleine Variationen eingeftihrt , in der 
Weise, daE alles stets zentrisch-symmetrisch bleibt, daE also 
nur auf konzentrischen .Kugelschalen Verdichtungen und Ver- 
dunnungen der Ladungen eintreten: a ~ ,  und da6 6b radial 
gerichtet ist. Sb und Sp miissen ferner reine Funktionen 
von T ,  der Entfernung vom Zentrum sein. Bei einer solchen 
Variation hat B e  stets ein Potential, es treten daher niemals 
magnetische Felder ein. Infolgedessen ist 6b = d S b / d t  stets 
radial gerichtet und eine reine Funktion von r,  die zentrische 
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8 G. Mie. 

Symmetrie geht auch i m  weiteren Verlauf der Veranderungen 
nie mals verloren. 

Sol1 nun das Elektron mitsamt seinem ganzen Felde im 
stabilen Gleichgewicht sein. so da6 es nicht etwa bei irgend- 
welchen Verschiebungen der Ladungen in seinem Innern und 
in seiner Atmosphare explodiert, dann mu6 bei den von uns 
angenommenen zentrisch - symmetrischen Variationen die Be- 
dingung gelten: 

J'(dy.ap - 8e*SD)*dT 

hat gleiches Vorzeichen mit 

[h'o * Sf d J', 
b 

Wir wollen nun eine Variation ins Auge fassen, bei der 
eine Anderung von g nur auf zwei unendlich dunnen Kugel- 

schalen von den Dickeii el und eZ stattfindet. 
Der mittlere Abstand der Kugelschalen sei u, 
und zwar sei a klein gegen den mittleren 
Radius r der Kugelschalen. Es seien ferner 

die Variationen von g mit und - Spz bezeichnet, so 
da6 also: 

(mit Vernachlassigung von GroBen der Ordnung a / r  gegen 1); 
wir haben dann nur in dem Zwischenraum zwischen den beiden 
Schichten eine Variation des elektrischen Feldes 

v c z  

iA~, 

El 'Sp, = E2 so, 

Sb = Spl * = Soz e2 , 
in den Schichten el und 8, geht 6b kontinuierlich auf Null 
zuruck. 

Ich rechne weiter mit der in Abschnitt 13. (I. p. 532) 
eingefiihrten Hypothese, daB H nur von den beiden Variablen: 

-- 
6 = Q. f 1  - ~ ~ l o ~  und p = bz- tjz 

abhangt. Es ist dann: 
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Grundlqen einer Theorie der Materie. 9 

wobei & / g  als unendlich lrlein gegen 1 vernachlassigt, also 
c = p gesetzt werden ltnnn. Da nun nach I. G1. (26) p. 532: 

so ist: 
a e  S p - R b ,  a 2 . 2 . b - CSf i  . a!) = - 2 . __ - aP a u  

also : 
a(P a(P 

~ * Sp2+ 4 * __ b.db*Sg 
d U  aP 

aP 

6 y . S ~  - O'C.  3a = 

- 2 . -  a e  .b.&)?. 

Integrieren wir uber die ganze Kugelschale, in  der die 
Variationen eingetreten sind, so bekommen wir: 

$(hy-dp - s e . S b ) . f l F =  4 n . r ~ -  ( ~ - ( a o l z - e l +  a(P f%Jz2.&g) 

+ 2 . - - .  b .  ( ~ 0 , 2 - & , 2 +  dp22.&22) - 2 .-. a e  b - Sg,2-&12. 0) . 
Wenn wir el und E~ genugend klein wahlen, so ist ganz allein 
das erste Glied i n  der Klammer fir das Vorzeichen ausschlag- 
gebend, das Vorzeicben dea ganzen Ausdruckes ist also ass- 
selbe wie das von drpldcr, oder, wie wir im Falle der Ruhe 
(G = g )  auch sagen konnen, von acp/ag. 

aP aP 

Das Vorzeichen von 

[SD - Sf .  d Y 

ergibt sich leicht, wenn wir beachten, daB nach I. G1. (26) 
p. 532: 

Sf = 2F SD, 
e 

es ist identisch mit dem Vorzeichen von rplp. Daraus ergibt 
sich folgender Satz : 

Eine notwend<qe Bedinping j i i r  die Stabilitat des Gleich- 
gewichtes ist, dap uberall der partielle Differentialquotient d y/a Q 

dasselbe Vorzeichen haben mup, wie der Quotient y/p. 
Diese Bedingung ist beispielsweise immer erfiillt, wenn y 

stets dasselbe Qorzeichen hat wie e ,  und wenn cp mit zu- 
nehmendem 0 gleichfalls stets zunimmt. Das ist der Fall, 
wenn H eine gerade Funktion von p ist, die sich durch eine 
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10 G. Mie. 

Reihenentwickelung mit lauter negativen Koeflizienten dar- 
stellen la8t. 

Enthalt H ,  wie es jedenfalls sein mu8 (vgl. Absatz U.), 
auch ungerade Potenzeii von ! I ,  so liann sow0111 dcy/d!),  als 
auch y / ! )  sein Vorzeichen umkehren. Wenn nun HI (vgl. I. 
p. 521) nur von CT abhinge urid ebenso infolgedessen auch Q. 
so kbnnte acp/dp nur da Null werden, wo y einen Rlasimal- 
oder einen Minimalwert erreicht. Es wiire dann also unmiig- 
lich, daB gleichzeitig dcpldq und cpl? ihr Vorzeichen urn- 
kehrten. Enthalt aber C,G (uiid damit auch H,) die beiden 
Variablen c und p ,  so ist ea nicht ausgeschlossen, da8 es 
Felder gibt, in denen die Bedingung erfiillt ist; dazu miiBte 
natiirlich das Feld eines Elektrons gehiiren. Diese Uber- 
legung ist deswegen wichtig, weil das Superpositionsprinzip 
fur die elektromagnetischen Velitoren, auf dem die Max well- 
schen Gleichungen beruhen, im Innern der Atome ungultig 
wird, wenn IT, nicht nur von B, sondern auch von p abhangt. 
IS3 ist also nicht in unser Belieben gestellt, ob wir die b l a s -  
w ellschen Gleichungen im Innern der Atome aufgeben wollcii 
oder nicht , wir sind gezwungen , sie aufzugeben, sobald wir 
die Grundgleichungen fur positive und negative Ladungen UII- 

symmetrisch machen. I n  einem spateren Abschnitt werden wir 
auch noch erkennen, weswegen diese Unsyrnmetrie notwendig ist. 

Urn die zweite Stabilitiitsbedingung zu diskutieren. denkeii 
wir uns eine GleichgewichtsstBrung dadurch herbeigefiihrt, dnB 
zu dem Feld ein 6 b  hinzukommt, welches fur sich auf ge- 
schlossenen Kurven verlauft, so da8 also 6q = 0 ist. Die 
Kurven mogen die Form von Vierecken haben, von deneii 
zwei Seiten mit den Feldlinien b parallel geheri und zwei in 
jedem Punkt dazu senkrecht stehen. Wir fassen einen Mo- 
ment ins Auge, in welchem gerade o = O  ist, so dab also nur 
die zweite der Gleichungen (31) in Betraclit kommt. Wir 
bilden nun llngs der rechteclrigen Kurvenziige der Linien von 
3'b das Integral: 

1 d e . B b . d  V .  

Langs der zu den Linien von b senkrecht verlaufenden Kurven- 
strecken ist: 
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G'rundlaph einer I'lieorie der illaterie. 11 

da p bis auf GroBen von der Ordnung Sb2 unverandert bleibt. 
Langs der zu b parallel verlaufenden Kurvenstrecken da- 
gegen ist 

aB + 2 * - . 6 b .  
alJ 

Wir wollen nun zur Abkurzung setzen: 

Es bedeutet dies also :den Differentialquotienten von e, den 
man erhalt, wenn man nur b andert und zwar so, da6 es bei 
ungeaaderter Richtung urn ab zunimmt. Wir haben also: 

wo I den Raumteil bedeutet, in welchern die Linien d b  parallel 
zu b gehen, I1 den, in welchem sie senkrecht dam stehen. 
Andererseits ist 

Sollen nun beide Integrale unter allen Umstanden gleiches 
Vorzeichen haben, wie die Stabilitatsbedingung verlangt, auch 
wenn die Kurven Sb so verlaufen, da6 das Integral I weit 
iiber dem Integral I1 vorwiegt, so muB ae/db dasselbe Vor- 
zeichen haben wie 2 a I l l d p  oder elb. 

Eine notcendiye Bedingung f iir die Stabilitut der Gleich- 
gewichtee ist, dap  dey partielle Llifferentialpotient de  I d b ,  deli 
man erliult. ioenn man b oline Anderuny der Richtung nur seiner 
Griipe nach variiert, uberall dasselbe foorzeicheih kat wie e/b. 

Diese Bedingung ist stets erfullt, wenn e immer dasselbe 
Vnrzeiclien hat wie b, und wenn auBerdem e immer mit zu- 
nelimendem b wachst. In  der gewohnlichen Elektrostatik ist 
daher das Gleichgewicht der Felder bekanntlich stets stabil. 

In  unserer allgemeineren Theorie liegt dagegen die Sache 
nicht mehr so einfach. Wir werden noch sehen, da6 sich im 
Innern eines Elektrons das Vorzeichen von e/b notwendiger- 
weise umkehren mu& dann muB sich also an derselben Stelle 
auch das Vorzeichen von &lab umkehren. 

Oh die beiden als notwendig erkannten Bedingungen auch 
hinreichend fur die Stabilitat des Gleichgewichtes sind, l a B t  
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12 G. Mie. 

sich nicht sagen. Soviel ist auf jeden Fall klar, daf3 in der 
allgemeinen Theorie auch labile Gleichgewichtslagen vor- 
kommen kijnnen. In der Tat  konnte die Theorie unmaglich 
den Anspruch einer allgemeinen Theorie der Materie machen, 
wenn sie nicht auch die tatsachlich vorkommenden Falle labilen 
Gleichgewichtes mit umfa6te. 

15. Wie wir schon fruher gesehen haben, ist es haufig 
bequemer, mit der Weltfunktion (1, zu rechnen, anstatt mit 
der Hamiltonschen Punktion H. Man mu6 dann (vgl. I. 
p. 524) als unabhangige Zustandsvariablen die Intensitats- 
gro6en (e, b, 'p, f) nehmen. 1st speziell b = 0, f = 0, so ist 
in Gleichung (27) I. p. 533 71 einfach der absolute Wert von e 
und x =  y ,  es ergibt sicli also: 

Setzen wir db = 0, so ist: 
a b  

a 9  

wo t3b die Anderung des Betrages von b, ohne Anderung der 
Richtung bedeutet. Es ist also: 

a b  a Q  .* 
d!, = 'q ' 9  all-?? .drp, 

a h  
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Grundlayen einer Theorie der Naterie. 13 

Somit bekommen wir schlieblich: 
a 0  

Ebenso ergibt sich, wenn man d p  = 0 setzt: 

ac, 
(33) 

Die Ausdrucke (32) und (33) mussen also mit y/e bzw. 
e/b immer gleiches Vorzeichen haben, wenn das Gleichgewicht 
stabil sein soll. 

16. Es bleibt noch die Frage zu erledigen, was fur Be- 
dingungen die Weltfunktion erfullen mug, damit iiberhaupt 
eine kugelformige Knotenstelle mit BuSerst dunner elektrischer 
Atmosphare als Gleichgewichtslage der Atherzustande miiglich 
ist. Wir denken uns einen Radius r vom Zentrum der Knoten- 
stelle aus gezogen, der so lang ist, da8 an seinem Ende schon 
das Superpositionsgesetz e = b gilt. Die gesamte Ladung irn 
Innern einer Kugel von diesem gro8en Radius r sei m, d a m  
ist das Potential des olektrischen Feldes im Endpunkt von r :  
q = m / 4 n r .  Im Gleichgewicht mu8 diese CrraSe q mit y 
identisch sein: rp = m14 n r .  Es sei nun weiter die Ladungs- 
dichte der elektrischen Atmosphare im Endpunkt yon r gleich p, 
also die in einer Kugelschale von der Dicke dr  enthnltene 
Lndung d m  = 4 nr2.p.dr ,  dnnn ist die Anderung von y lBngs 
der Strecke d r :  

Das zweite Giied muS verschwindend klein gegen das erste 
sein. Das heiSt, ds: 

es muB r . 0  verschwindend klein gegen m / 4 n * r 2  sein, es mu8 
also T-!) schneller gegen Null konvergieren als r+. 

Die Ladunysdiciite e der Atmospliare eines elektrischen 
Knotenpnktes mup sclineller ye,qen Nid konvergieren als r-3. 
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Wenn sich die Weltfunktion @ fur kleine Werte von 

,y = vffz - f y  und = 1 /c2  - b2 

durrh eine Summe von Poterizeri darstellen laBt, so muE dime 
Summe folgendermaBen xussehen : 

p > 4 ,  ? I > 2 ,  ?LZl, q g 2 .  

Falls unter den Exponenten p, IL gebrochene Zahlen vor- 
kommen, muB ihr Senner immer ungerade sein, weil Q sonst 
fiir negative Werte von imaginlir wiirde; fur die Exponenten 
1 1 ,  K gilt diese Vorschrift nicht, weil r ]  stets positiv ist. 

Dann und nur dann, wenn die Reihe fur Q diese He- 
dingungen erfiillt, gilt folgendes: erstens lronnen b und 0 fur 
71 = 0 bzw. x = 0 nicht unendlich werden; zuwitens wird dbpe  
fiir kleine Werte yon q und x gleich 1; drittens konvergiert 
!) fur ~ = r n / A r n r  und I ] =  rn /4nr2  von hoherer Ordnung sls 
I * - ~  gegen Null, wenn nian r unendlich groB werden laBt. 

Die Stabilitltsbediiigungen sind fur kleine Werte von q 
und x, d. h. im Vakuum, freilich nicht fur jede beliebige der- 
artige Funktion (I, erfullt, aber doch in sehr vielen Fallen, 
beispielsweise immer dann, wenn die beiden kleinsten Expo- 
nenten p und h geradzahlig sind und die Koeftizienten der 
Glieder mit diesen kleinsten Potenzen von ,y positiv sind. 
Dann ist niimlich aolay ebenso wie ab/& fur kleine Werte 
cler Variabeln stets positiv, nach (32) und (33) ist demnach 
auch ayp/ac, > 0 ,  de/db > 0. I)a ferner e/b und cp/Q in 
schwrlchen Feldern dann ebenfalls stets positiv sind, so sind 
in diesen Fallen die Stabilitatsbedingurigen im Vakuum immer 
erfiillt. 

Die Differentialgleichung des elektrostatischen Feldes fur den 
Fall sphariacher Symmetrie. 

17.  Im statischen Felde ist r+ =,y und, ahgesehen von 
der Richtung, e = 7, also: 

a @  a @  
<I = a-q- / b l  = - ~ a 'I , 
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Gr md/u.yt-n eiiier Theorie tler l lhter ie. 15 

Ferner ist bei zentrischer Symmetrie, wenn wir der Kurze 
wegen fur den  Retrag von b anstatt J b /  einfach b schreiben: 

Daraus folgt: 

Nun ist aber bei Gleichgewicht: 

11 = - 

@ ist eine gegebene Fuuktion von cp und (p ' :  @ ( y ,  rp'). Wir 
erhalten demnach als Gleicfi~etL.ichtsbedin~ung bei zentrischer 
S'mmetrip die folgende Differentialgleichung fur y : 

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, das 
dlgemeine Integral hat demnach zwei willkurliche Konstanten. 
Da die Gleichung in rp" vom ersten Grad ist, hat sie keine 
singularen Integrale. Die beiden willkurlichen Konstanten 
sind bestimmt, wenn fur ein bestimmtes r Potential y und 
FeldstLrke --cy' gegeben sind, oder wenn auf den beiden Be- 
grenzungen eines Kugelkondensators die Potentiale cpl und y2 
gegeben sind. Man kann also jedes beliebige Feld zwischen 
den Kugelschalen eines Kugelkondensators als Integral der 
Gleichung (34) gewinnen, selbstverstandlich muB es in experi- 
mentell zuganglichen Fallen von dem der gewohnlichen Elektro- 
statik nicht merkbar verschieden sein, das genauere Integral 
giht nur noch die unmerkbar feinen elektrischen Atmospharen 
an, die auf jeder der beiden Feldbegrenzungen liegen. Dabei 
haben wir zunachst nur den Bereich zwischen den beiden 
Kugelflachen ins Auge gefaBt. Geht man iiber diesen Bereich 
hinaus, so hat das Integral, wie wir gleich sehen werden, fur 
gewisse Werte von T singulare Stellen, die es physikalisch un- 
moglich machen, es ist also im allgemeinen nur in begrenzten 
Gebieten brauchbar. 

Eine Singularitat hat das Integral im allgemeinen fur 
den W-ert r = 0. Man sieht das daran, daB das Glied hochster 
Ordnung rp" mit T multipliziert ist. Und zwar ist die Singu- 
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16 G. JAe. 

laritat von in r = 0 im allgemeinen eine wesentiiclie, wie 
sie nur  transzendente Funktionen (2. B. die elliptischen Funk- 
tionen, die Exponentialfunktionen usw.) hahen konnen. Das 
Eigentumliche dabei ist aber, dab diese wesentliche Singulari- 
tiit durch eine bestimmte Festsetzung der einen Willkurlich- 
keit des Integrals zum Verschwincien gebracht wird. Man 
kann das leicht zeigen, indem man die Weltfunktion (I, um 
ein Wertesystem sp = u ,  v’= 0 lierum in eiiie Potenzreihe 
in (sp - (z) und rp’ entwickelt. Es ist das hekanntlich stets 
moglich, wenn t l ~  nicht gerade fur = a ,  y’=O eine Singu- 
laritat hat. Nach dem Anaatz auf 1). 14 ist die niedrigste 
Potenz von rp‘ die zweite. Es sei also: 

ct, = (I,o + “ 2 0 ’ q ‘ 2  + f130.fj7‘3 + . . . 
+ ((f - a)-(.,, + U?, y’2 + QS1 55‘3  + . . * 
+ (y - a)2-(u,, + ae2 yf2 + a39-y’3 + . . . 
+ . . .  

wo die Koeffizienten alle als gegebene GriiBen zu betrachten 
sind. Setzeii wir nun in p = d @/a(/, b = d @lay’ ein: 

(y - u) = u2 r B  + r3  + . . . , 
y‘= 2 u2 I- + 3 u3 r 3  + . . . , 

wo die w z ,  w3 . . . unbekannt siiid, so liefert die Gleichung(31), 
die man auch schreiben kann : 

Rekursionsforrneln, nach denen mail der Reihe nach uq, us nsm. 
durch a und die Koeffizienten der Weltfunktion ausdrucken 
kann. Wir haben somit ein Integral geffonnen, dtls im Punkte 
7’ = 0 keine Singularitat ha t ,  das aber auch nur cine einzige 
willkurliche Konstante, namlich a enthalt. Es laBt sich be- 
weisen, daE es kein anderes Integral geben .kann, das sich in 
eine Potenzreihe, eventuell aucli mit gebrochenen Exponenten 
oder mit logarithmischen Gliedern urn r = 0 herum entwickeln 
laEt. Damit ist bewiesen, daE alle anderen Integrale in r = O  
eine wesentliche Singularitat haben mussen. 
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Grundlayen etner Theorie deer Materie. 

Genau dasselbe gilt auch im Punkte T = m. 

17 

Setzt man 
T - ~  = u ,  so lautet die Differentialgleichung (34) so: 

Entwickelt man (I, um y = 0 und y'= 0 herum in eine Potenz- 
reihe nach 'p und y' (vgl. p. 14), und setzt nun ein: 

<p = U.?L.(l + ccI u + v2 112 + . * .), 

(p' = - u .u'*( 1 + 2 ctl 11 f 3 EC, u2 + . . . ) , 
so bekommt man Rekursionsformeln, durch die man der Reihe 
nach a,, us usw. an8 a und den Koeffizienten der Weltfunktion 
berechnen kann. Wir haben also in der Urngebung von u=O 
ein Integral, das hier keine Singularitiit hat. Dieses Integral 
enthalt aber nur eine einzige Willktirlichkeit, namlich a. Alle 
anderen Losungen der Differentialgleichung (34) haben in u = 0 
ei n e wesentlich e Sin gulari t a  t. 

Wahrend das allgemeine Integral, wie wir auf p. 15 ge- 
sehen haben, das Feld zwischen den beiden Begrenzungen 
eines Kugelkondensators zu berechnen gestattet, auf denen die 
Potentiale y l  und cp2 beliebig gegeben sind, liefert das partiku- 
lare Integral, das im Punkte r=O keine Singularitit hat, das 
Feld im Innern einer geladenen Eohlkugel. Nach der gewohn- 
lichen Elektrostatik ist hier y = const., e = 0, und das be- 
sprochene Integral wird in allen praktisch realisierbaren Fallen 
hiervon nicht bemerkbar abweichen. Die Reihenentwickelnng 
auf p. lti: 

(y - a )  = c c z . ~ 2  + u3.r3 + . . . 
muB also in allen praktisch realisierbaren Fallen ganz ver- 
schwindend kleine Koeffizienten haben und die GroBe a gibt 
ziemlich genau das konstante Potential in und auf der Hohl- 
kugel an. Indessen muS nach unserer Theorie im Innern 
eine, wenn auch iiuBerst schwache elektrische Atmosphiire vor- 
handen sein, und ihr entspricht das nach der Reihenentwicke- 
lung auf p. 16 zu berechnende elektrische Feld. Jedenfalle 
ist aber der Zustand im Innern der Hohlkugel vollkommen 
bestimmt, wenn das Potential auf ihr (und damit a) gegeben 
ist. Man erkennt hieraus, weswegen das im Innern der Hohl- 

Annalen der Physik. IV. Folge. 39. 2 
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18 G. X e .  

kugel geltende Integral nur eine einzige Willkurlichkeit ent- 
halten darf. 

Das partikulke Integral, fur welches der Punkt I' =co 
oder r-l = u = 0 keine Singularitat ist, stellt das Feld irn 
AuBenraum einer geladenen Kugel dar , von welcher alle 
anderen Gegenstande unendlich entfernt sind. Nach der ge- 
wohnlichen Elektrostatik ist hier: y = a / r ,  wo a = m / 4 n ,  
m die Ladung der Kugel. In  allen praktisch realisierbaren 
E'iillen miissen demnach die Koeffizienten u l ,  a2 usw. der 
Reihe auf p. 17: 

fp = c c . u - ( l  +U,7 I  + u 2 u r  +.  . .) 
verschwindend klein sein, sie fuhren zur Berechnung des 
au6erst schwachen E'eldes, das der diinnen Atmosphare um 
die geladene Kugel herum entspricht. Jedenfalls erkennt man, 
dn6 das au6ere Feld vollstandig bestimmt ist, wenn man die 
Ladung m der Kugel, und damit die Konstante a kennt. Man 
versteht nun, weswegen das Integral, das in it = 0 keine Singu- 
laritat hat, nur eine einzige Willkurlichkeit enthalt. 

Wir sehen also, wie die Integrale der Gleichung (34) alle 
Moglichkeiten erschopfend darstellen, die es fur zentrisch sym- 
metrische E'elder gibt, und wir durfen mit einer kleinen Ver- 
allgemeinerung wohl folgenden SchluB hieraus ziehen: 

Es gibt sicher unendlich viele Normen f iir die Riltf'unklion @, 
l e i  deneii man mil der gexohnlicheid Elektrostatik nicht in Kw- 
f i h t  kommt. 

Diekussion .cines Beispiela: 0 = - f 7% + $ o. f a  

1s. Die Funktion: 
cl, = - 1 1 . 2  + l a . y 6  (35) 2 1  0 

befriedigt alle Bedingungen, die in 16. fur die Weltfunktion 
aufgestellt sind. 

(36) b = e l  Q = a-rp5. 

Da fur positive und negative Ladungen alles symmetrisch ist, 
darf das Superpositionsprinzip b = e auch im Innern der 
Knotenstellen herrschen, ohne dab dndurch das Gleichgewicht 
labil wurde. 

Sie liefert in statischen Feldern: 
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 19 

Die Differentialgleichung (34) vereinfacht sich in diesem 
Fall wesentlich, sie wird: 

(37) 1"y"+2.y'+ a.r.tp5 = 0.  

Diese Gleichung 1aI3t sich ohne weiteres einmal integrieren. 
Wenn man die Abkurzung einfiihrt r . y*  = v ,  so l l B t  sich (37) 
nach Multiplikation mit 4r- (2  r Q"+ cp) folgendermaBen schreiben: 

Durch Integration erhalten wir : 
,@. r'? 4 a, - v + -;s-.v3 = 0, 

wo C eine Integrationskonstante ist. Diese Gleichung la6t 
sich aber durch eine Quadratur liisen, wenn man an Stelle 
von r die unabhlngige Variable 6 = In r/ro einfiihrt, wo ro 
die zweite willkurliche Konstante ist. 

Das Integral dieser Gleichung ist im allgemeinen eine 
elliptische Funktion von El es hat also, wie zu erwarten war, 
fur E =  GO, d. h. fiir r = 0 und r = 00, eine wesentliche Singu- 
laritat. 

Da y natiirlioh reell sein mu6, werde ich nur die Lo- 
sungen von (39) diskutieren, die fiir reelle Argumente reell 
und positiv sind. Wir werden drei Falle unterscheiden, n&m- 
lich: C positiv, C negativ, C gleich Null. 

19. I. Fall: C> 0. 
Ich werde die (einzige) positive Losung der kubischen 

Gleichung 
4 u  

(40) c +  7 - - 7 . 7 3  = 0 

immer mit 1' bezeichnen: 
( 4 W  Y > O l  

2* 
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20 G. Mie. 

0 0 0 + +  
3 - f i  

1 1 1 +- +-- + l  

+m + -  +oo s m  

3 3.E 
+ -  

1 

VS 

nnd nun an  Stelle von C die folgende GroBe als Integrations- 
konstante benutzen: 

+ I  

0 

- (2 - y;)s 

Aus der Integrationskonstante h berechne ich die folgenden 

(43) 

Wenn C von 0 bis oc wachst, steigt h bestandig an von 0 
bis 1 /f%, I ,  und p bleiben also stets reell, und zwar wachsen 
beide bestandig, b von 0 bis m,  p von +0,5 bis 00, dagegen 
nimmt R2, das fur h = 0. den Wert 1 hat, bestandig ab, geht 
bei h = 1/3 durch Null, kehrt sein Vorzeichen um und erreicht 
fur 11 = 1 / 13 den Wert - (2 - 1/s)2 = - 0,0718. Man uber- 
sieht das Verhalten der drei GroBen leicht mit Hilfe der 
folgenden Tabelle: 

(43) 
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Grundlugen einer (rheorie der  Maierie. 21 

1st k2 > 0, so erhalten wir, indem wir u = - c n x l d  n x setzen: 

wo dn x und cn  x die bekannten Jacobischen Funktionen 
sind. Die willkiirliche Konstante ro bedeutet bei dieser Wahl 
des Integrals u denjenigen Wert von T ,  in welchem 9 Null 
wird, denn fur rnr , , ,  also x = O  wird d n x =  c n x =  1. In 
der Niihe von x = 0 gelten die Potenzreihenentwickelungen: 

kP X* 
2 

k'44 + k4.z4 - ke * (16 + 44 k' +IF) 
I 6  + , . . ~- 

+ 24 720 

+ T . x 4 -  720 

d n X = l - - -  

1 + 44k'+ 16k' 
* x e + .  . . X2 1 + 4 I$ c n x  = 1 - - 

2 

Setzt man diese Reihen ein, so bekommt man folgende 
Entwickelung : 

2 2 .  (I-k') 2' 

( d n x  + cnx)  - l z - ( d n x - c n x )  - - 4 .('+Izri. 
d n x  - c n x  

X4 + ZO1,, +...) * 

Die hingeschriebenen Anfangsglieder der unendlichen Reihe 
bilden zugleich auch den Beginn der Reihenentwickelung fiir 
die folgende Funktion: 

f r  

Erst vom Gliede x6 an  weichen die beiden Reihen voneinander 
ab. Setzt man die zuletzt hingeschriebene Funktion anstatt 
der ersten in (44) ein, so bekommt man demnach einen Nahe- 
rungswert fur 9, der bei kleinen Werten von x nur iiiuberst 
wenig von dem genauen Wert IJI abweicht. Dieser Naherungs- 
wert ist : 
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22 G. Mie. 

was man auch so schreiben kann: 

(45) 

In der Gegend von r = ro weicht der aus unserer l'lleorie 
berechnete WeTt von cp nur unmrrkbar wenig von dem TVert des 
Potentials ab , das die geioiilmliche Elektrostatik i n  einem Kugel- 
kondensator ergibt, iti welchem an der Stelle r = r0 dus Potential 
lVi71.11 wid die Peldstarke Alra2 herrscht. 

Wenn die Stelle ro und die Feldstarke in r,, gegeben ist, 
so kann man aus der in (45) fur A hingeschriebenen Formel 
auch den Wert von h berechnen, damit sind die beiden will- 
kiirlichen Konstanten des Integrals von (37) vollstandig be- 
stimmt. 

Man sieht aus dem -eben bewiesenen Satz, dab in der 
Umgebung der Nullstelle des Potentials die elektrische Atmo- 
sphiire uberall auBerordentlich dunn ist. J e  weiter man aber 
von der Nullstelle weggeht, um so starker treten die elek- 
trischen Atmospharen hervor. Die gewohnliche Elektrostatik 
ist also nur in einem Kugelkondensator giiltig, dessen Schalen 
nicht gar zu weit voneinander entfernt sind. J e  weiter man 
den Zwischenraum zwischen beiden nimmt, urn so mehr tritt 
der EinfluB der elektrischen Atmospliaren hervor, die den 
beiden Schalen vorgelagert sind, der positiv elektrischen Atmo- 
sphare vor der Schale mit positivem Potential und der negativ 
elektrischen Atmosphare vor der anderen Schale. Sehr dicht 
wird die Atmospbare schlieBlich, wenn die Schale von der 
Stelle ro so weit entfernt ist, daB der Wert x, der dem r der 
Schale entspricht , nahezu gleich der Halbperiode & 2 K der 
elliptischen Funktionen d n  x und cn x wird. Bei gegebenem ro 
tritt das um so eher ein, .je kleiner 2 K, also j e  kleiner k und 
je  gro6er demnach h ist. Aus Formel (45) ist aber leicht zu 
sehen, daB mit wachsendem ii auch die Gr66e A,  d. h. die 
Feldstarke in ro ,  zunimmt. Der gro6te Wert von h, fur den 
die Formel (44) noch gilt, ist h= 1/3, ihm entspricht der Wert 

A = 0;289 __ und 2 K = n .  i/. 
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Grvndlqqen einer Theorie der Materie. 23 

In diesem Spezialfall ist d n x  = 1, c n x  = cosx. Will man 
die Feldstarke in T,, noch groBer annehmen, so mu6 man mit 
einer etwas modifizierten Formel rechnen. Da fur h > 1/3, 
Ra < 0 ist, so fuhre man als Modul die folgende GroBe x ein, 
die positiv und kleiner als 1 ist: x e  = - k 2 / ( 1  - k2), ferner 
ersetze man die GroBe p durch eine GroBe q = p * F k > ,  
wPhrend man b ungeandert laBt. Man hat also die Formeln(42) 
durch die folgenden zu ersetzen: 

1 1 + -3 +3.1/(1 
1 

+1/3 +", 

2 / I  

1 - 3 h ' L  
[ - p ( 1 -  ha). I 

0 
1 +- + 1  

8 .Vii 
+ar, 2-p5 fa 

4 

Wkchst h von 1/3 bis l/p, so nehmen alle drei GraBen 
standig zu. Die Grenzwerte zeigt die folgende Tabelle: 

y = x /  11 - d = 9-ln r/ro 
ein, so bekommt man an Stelle der Gleichungen (43) die 
folgenden: 

1 + u  

Setzt man fur u die Lasung der Differentialgleichung ein: 
u = -  c n y ,  so ergibt sich: 

(1 + c n y) + /L . (1 - c ,zjj ' 
y = q.1n-I- . 

'b 

(48) 
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24 G. M e .  

Ls6t man h von 1/3 gegen 1 / 1/3 wachsen, so steigt A 
in Formel (45), und demnach auch die Feldstarke in ro uber 
alle Grenzen. Bezeichnen wir den Wert r ,  fur den y gleich 
der halben Periode 2 K der elliptischen Funktion c n y  wird, 
mit rl, so ist 

2 I,* 

r 1 = r 0 . e ' '  . 
La6t man die Feldstarke in ro uber alle Grenzen wachsen, 
so wird zugleich auch q unendlich gro6, wahrend 3 h' endlich 
bleibt, es riickt demnach r1 immer naher an ro heran; der 
Bereich, in welchem noch die gewohnliche Elektrostatik gilt, 
wird somit fur sehr gro6e Feldstarken in dem Kugelkonden- 
sator schlie6lich unendlich klein. 

Nehmen wir umgekehrt die Feldstarke sehr klein an, so 
berechnet sich die halbe Periode, die dem von 1 nur sehr 
wenig unterschiedenen Modul k entspricht, ziemlich genau nach 
der Formel: 

4 2 K =  2.ln 
vi=iF 

Der Wert r l ,  fur welchen x = p - l n r l r ,  gleich 2 K  wird, ist 
in diesem Falle, da p = 9 wird: 

Nlihert sich K dem Wert 1, so wachst rl uber alle Grenzen, 
der Bereich, in dem die elektrostatischen Gesetze bei sehr 
kleinen Feldstarken gelten, dehnt sich demnach ins Unend- 
liche aus. 

Wir konnen die bisher gewonnenen Resultate in dem 
folgenden Satze zusammenfasseii : 

In einem Kugelhondensator befolgt das elehtrische Feld in 
der Niihe der Niveaufiache ro, auf welcher das Potential Null 
ist, mit einem sehr hohen Grad der Anniiherung die Gesetze der 
gewohnlichen Elektrostatik. Wie gr$ aber die Entfernung der 
beiden kugelf ormigen Kondensatorfliichen sein dar f ,  ohne dap die 
UOT den geladenen Placlien lagernden elehtrischen Atmospharen 
merkbare Abweichungen vori den gewiihnlichen elektrostatischen 
Gesetzen hervorrufen, hangt von der Feldstarke ah. Bci sehr 
schwachen Feldern wird der zulass+e Absfand unbegrenrt grop, 
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Grundlagen einer (L’heorie der Haterie. 25  

mit zunehmender Feldstarke verringert er sich meiir und m e h  
und wird bei unendlich groper Feldstarke schlieplich unend- 
lich klein. 

Da die elliptischen Funktionen periodisch sind, so nimmt 
das Integral (43) nicht nur fur T = ro den Wert Null an, 
sondern noch an unendlich vielen anderen Stellen. Null- 
dachen des Potentials sind die Kugelschalen von den folgenden 
Radien : 

.. . r o - e  1) , r o s e  2, , .. . r o - e  p , r o s e  1’ , 
4K -~ S A- _ -  4 ( v  - 1) K - ~ -  4 v K  - -- 

4K S h7 
f -  i- r o ,  r o s e  2, , rose  P , . .  . 

Die Richtung des Feldes wechselt, geht es in einer Nullstelle 
in der positiven Richtung von r ,  so geht es in der nachsten 
in der negativen, in der tibernachsten wieder in der positiven 
Richtung usf. Zwischen je  zwei Nullstellen hnben wir ab- 
wechselnd eine Kugelschale von positiv elektrischer Atmo- 
sphLre und eine von negativ elektrischer AtmosphLre. Die 
positiven und negativen Maxima der Ladungsdichte befinden 
sich ungefhhr an den folgenden Stellen: 

fig - (4%. - ’2) K -- A- - (& + a, ~ . . . r o s e  p , r o s e  p , . . . r o s e  , 

r O - e  p , r o s e  , r o - e  I’ , . . .  
2P 2 h- 6K + -~ f -  _ -  

Die Potentiale an diesen Stellen sind: 

wobei abwechselnd das positive und das negative Vorzeichen 
zu nehmen ist. Die beideu Kurven 

berilhren beiderseits die wellenformige Kurve des Potentials. 
J e  naher man dem Nullpunkt kommt, urn so mehr nehmen 
die Potentiale und demnach auch die Ladungsdichten der 
elektrischen Atmospharen zu. In  der Nahe des Nullpunktes 
wachsen sie ins Unbegrenzte. 

Das Integral (44) laBt sich demnach folgendermaBen be- 
schreiben : 
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26 G. Mie. 

Das Zentrum ist von kon:entrischen , kugelfiirmigen Schalen 
elektrischer .Ladung, ioie con Xwiebelschalen umhiillt. Und rwar 
weehseln positiv elektrische u i d  negatiu ekehtrische Schalen reyel- 
mupig miteinander ab. Wcischen j e  zwei Schalen ist ill der Niihe 
dcr NiveaufEiiche = 0 ein mehr oder iueniger breites Gebiet, in 
welcliem die elektrische Atmosphare auperst dunn ist, und in 
welchern daher ein elektrisches Feld besteht, wie es nach der ye- 
wbiinlichen Elektrostatik in einem Kuyelkondensator sein SOU In  
der iVahe des Zentrurns rucken die Zwiebelschalen dichter und 
dichter rusammen, indem gleichzeitig Xadungsdichte, Potential und 
das Yeld riuischen j e  zwei Schale2i ohnc Grenze ansteigen. 

Das Integral (44) hat also im Punkte r = 0 eine wesent- 
Eicbe Singularitat, in der Weise, da6 q fur r = 0 nicht etwa 
zu irgend einem endlichen oder unendlichen Wert hinstrebt, 
sondern vielmehr in der Nahe von r = 0 in sehr kurzen Inter- 
vallen zwischen unbegrenzt groBen positiven und negativen 
Werten hin und her schwankt. 

Auch der Punkt r = 00 ist eine wesentliche SingularitHt 
der Funktion, obwohl y fur r = 00 gegen Null konvergiert. 
Es liegen niimlich zwischen jedem beliebigen endlichen Wert 
von r und dem Wert r = m immer noch unendlich viele 
positive und negative Maxima yon y ,  dadurch ist die Singu- 
laritat von 1’ = 00 charakterisiert. 

Will man sich etwn noch ein genaueres Bild von dem 
Verlsuf des Integrals (44) machen, so ist dazu der Fall eines 
sehr kleinen Wertes von I1 gut geeignet. Man kann in diesem 
Falle die Funktion in ihrem ganzen Verlauf durch einfache 
elementare Rechenoperationen gewinnen. 

Ich werde im folgenden setzen: 

r : ,  - 3 ,.?It7 ?v .?h? - -_ ... rose p = r 2 v - - l ,  rose Y = r L y ,  

2” + l l 2 K  -~ 
r o - e  = r L v + l ,  . . .  

Die Reihe der GroBen r,  (n = 2 v  - 1 ,  211, 2 v +  1 ,  , . .) bildet 
eine geometrische Progression, da stets: 

? K  _ _  
r 7 ) : r n - 1 = r n + l : r a = . . . = e  . 
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Grundlagen einer Theorie der Jhaterze. 21 

n darf gerade und ungerade, positive und negative Werte an- 
nehmen. Es gilt also allgemein: 

= rn-l . rn+ l .  

Fuhren wir nun die Annahme ein, daB JL sehr klein gegen 1 
ist, so konnen wir in den Formeln (42) die hoheren Potenzen 
von h vernachltissigen, und mit folgenden Niherungen rechnen : 

ferner konnen wir die halbe Periode der elliptischen Funk- 
tionen 2 h7 berechnen als: 

16 2 
1 - k’ h 2 K = In - = In - . 

Der Quotient der geometrischen Progression der T, ist dem- 

nach e T =  4 / h 2 ,  eine sehr groBe Zahl, das hei6t je zwei 
aufeinanderfolgende Werte in der Progression : 

* * .  r * - 1 ,  T n ,  T n + l ,  . - .  

? K  

sind von ganz verschiedener GroBenordnung. Gegeniiber r ,  
ist rn-,  unendlich klein, rn+l unendlich groB. Allgemein be- 
rechnet sich : 

wo n gerade oder ungerade, positiv oder negativ sein darf. 

Potential cp in der Nahe eines Punktes rZv:  
Mit Benutzung der Formel (45) bekommt man f ~ r  das 

Fur  einen Wert r ,  der sehr klein gegen ray ,  aber noch sehr 
gro6 gegen r2v- l  ist, kann man einfacher rechnen: 

fur einen Wert T ,  der sehr grog gegen T ? ~ ,  aber noch sehr 
klein gegen r 2 v + l  ist: 
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28 G. Mie. 

Um nun y in der Umgebung von T ~ ~ + ~  (und damit auch 
rZv-J  zu berechnen, setze ich: 

XI= p . In = p . In -' - (2 2, + 1). 2 K = x - (2v + 1). 2 K . 
r2"+l r0 

Es ist nun: 

also : 
c n x  = - c71x', d n x  = + dnx', 

d n x ' +  c n x '  

( d n x ' -  cnx') + h - ( & i x ' +  end) 
T =  V! v,. .1/ 

Da wir  die Glieder von hoherer Ordnung als h vernachlgssigen 
wollen, entwickeln wir cnx' und dnx' um ka = 1 herum als 
Potenzreihen in (1 - ha). Es ergeben sich folgende Ausdrucke: 
( d n  x ' )p  = ( d n  x1;,;2 = 1 

(c n x')p = (C7l 2')p = 1 

Hierin ist einzusetzen: 
2 (cn x')p = 1 = (dn z ' ) ~  = 1 = ez, + - =, 2 

- -2' 

ed + e-5' ' (S 71 x ' ) ~ .  '"-1 - = 

1 - k 2  = 8 h .  

Unter Benutzung dieser F'ormeln ergibt eine ganz ein- 
fache Rechnung: 

& -  
'p = I/; * &.23-- ' ¶ V + l  

2 V f l  

Fur kleine Werte von T :  

Fiir groSe Werte von T :  
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 29 

In  der Umgebung von ra,,-l hat man, da  hier das um- 
gekehrte Forzeichen herrschen mu6 : 

Bei mehr und mehr wachsendem T durchliiuft demnach cp der 
Reihe nach die folgenden Werte: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
20. 11. Fall. C <  0. Ich bezeichne wieder mit y die 

einzige positive Losung der Gleichung dritten Grades: 
- c +  p T . y %  4 u  0 ,  

und fuhre an Stelle yon C als Integrationskonstante die fol- 
gende GroSe h ein: 

- c  

Ferner berechne ich wieder nach (42) die drei GriiSen h, R2, p :  

Ersetze ich nun v durch die folgenderma6en definierte GroBe u :  
1 + k . u  

( 1 - l i u ) - h ( ( 1 + k * ~ ~ )  ’ v =  I .  

so bekommt man im Falle C < 0 an Stelle der Gleichung (39) 
die folgende: 
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30 G. Mie. 

Das Integral (49) ist nur dann reell, wenn 
k 2 & 0 .  

Wir haben uns also lediglich auf den Bereich 0 < h < 1/3 
Setzt man zu beschranken, wo diese Bedingung erfullt ist. 

nun fur u dss Integral - c n x / d n x  ein, so erhalt man: 

I/d?L x - 6 - e n  x ' ' = 1';. ) ' (dnx + / i . cmZ)  - / ~ ( d ? z Z  - k - e n a ; )  ' 

O < k < + 1 .  x = p . l n r ,  
(50) I 

TO 

Das Charakteristische an diesem Integral ist, daS es im 
Gegensatz zu (44) niemals Null wird, denn es ist stets: 

dnx > k s c n x ,  

der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen bleibt also immer 
uber Null. Wenn aber 'p niemals durch Null hindurch geht, 
so muS es stets sein Vorzeichen beibehalten, es geht be- 
standig yon den sehr groSen Werten bei kleinem T herunter 
bis zu den sehr kleinen Werten bei groSem r. Dabei schwankt 
aber die periodische Funktion, die unter dem Wurzelzeichen 
steht, zwischen einem Maximum und einem Minimum regel- 
mlBig hin und her. Das Maximum nimmt sie an fur die 
Werte z = (2 Y + 1). 2 K ,  also: 

GK - (2%. - 1) .?K - f ? Y  + l\."- - 
r = ... r o . e  p , r o - e  Y , ... r o - e  p , 

2 I i  ?K G I i  
i- - f -  

r o . e  * , r o s e  Y , r o - e  Y , ... _ _  

das Minimum fur x = 4v K ,  also: 
4K - -  4 1.. P 4 : v  - 1 I K 

r = ... r, ,-e p , r , . e  p , ... r o . e  1' , r 0 ,  
4 A- RE 

r o - e  p , T e e  p , ... + -  
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Grundlapen einer Throrie der Materie. 

Die Werte des Maximums und des Minimums sind: 

31 

Die Werte des Potentials an den Stellen T ~ , - ~  (Maximum) 
und r2 (Minimum) betragen demnach : 

Infolge der Periodizitat des Wurzelausdruckes erfolgt der 
Abfall der GrOBe cp mit wachsendem r nicht gleichmaBig, 
sondern stufenartig. Die beiden glatten Kurven : 

und 

beruhren die staffelmrmige Kurve des Potentials und begrenzen 
sie in dieser Weise. beiderseits. Die Form der Kurve des 
Potentials kann man am besten im Falle eines kleinen h er- 
kennen , wo man leicht eine NLherungsrechnung in ganz der- 
selben Weise durchfuhren kann, wie wir es am Ende des Ab- 
schnittes 19. im Falle des positiven C getan haben. Setzen 
wir wieder : 

2K h- 
2 v . -  ( ? Y + l ! . -  .~ 

Y -  
2,t r0 . e  - T 2 Y + l 9  r o . e  p = r  

so erhalten wir bei kleinem h in der NLhe des Wertes rzv: 

in der Nlhe des Wertes T ~ ~ + ~ :  

4 -  

11 

'=j". l/ ' r l V + l  . 
rP + +;, + 1 

Mit wachsendem r durchlauft also 'p der Reihe nach die 
folgenden Werte: 
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32 G. Mie. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Man sieht also, daB 'p in einem Gebiet zwischen T ~ , . - ~  

und T ~ , , - ~  ziemlich lange fast konstant auf einem Werte bleibt, 
bei r 2 y - 1  geht die y-Kurve wieder deutlich abwarts und 
gleicht dann zwischen T ~ ~ - ~  und r2,  eine Strecke lang ziem- 
lich genau einer einseitigen Hyperbel, aber schon bei T ~ , ,  ver- 
lauft die Kurve wieder flacher, geht zwischen r2,, und T * , , + ~  

wieder in eine fast ganz horizontale Stufe uber, zwischen re,, 
und steigt sie dann wieder in Form einer weiter vor- 
warts gelegenen Byperbel herab, und so fort. 

J e  naher man an r = 0 herankommt, um so haufiger 
werden die Stufen , schlieglich unendlich haufig, deswegen ist 
auch in diesem Falle, obwohl y fur T = 0 eindeutig unendlich 
grog wird, der Punkt T = 0 eine wesentliche Singularitat der 
Funktion. Ebenso ist r = co eine wesentliche Singularitat, 
weil zwischen jedem endlichen T und T = co immer noch un- 
endlich viele Stufen kommen. 

Fa r  gr6Bere Werte von h ist der Verlauf der Funktion 
im wesentlichen derselbe, wie in dem eben geschilderten Falle 
des unendlich kleinen h ,  nur schleifen sich die Stufen mehr 
und mehr ab, so daB man die im Falle des unendlich kleinen h 
deutlich hervortretenden verschiedenartigen Bereiche nicht mehr 
so gut unterscheiden kenn. Wenn man schlieBlich h = 113, 
K? = 0 wahlt, so verschwinden die Stufen vollig, die beiden 
auf p. 3 1 berechneten Grenzkurven, zwischen denen die staffel- 
formige Kurve des Potentials hin und her geht, fallen nun mit- 
einander zusammen in der Kurve 
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Grundlagen einer Theorie der NateTie. 33 

die gleichzeitig die Potentialkurve ist. Nach der Definition 
von b (auf p. 39) ist 

das Integral gj lautet also, wenn man die willkurliche Kon- 
stante It gleich 113 setzt: 

Es ist also algebraisch, und die zweite willkurliche Kon- 
stante T~ ist von selber herausgefallen. 

In den praktisch realisierbaren Fallen liefert das Integral 
bei C <  0 die Felder in Kugelkondensatoren, deren beide Be- 
legungen auf Potentiale von gleichem Vorzeichen aufgeladen 
sind. Sind die Potentiale niedrig, so kann man h klein 
wahlen und das Feld im Innern des Kondensators durch die 
Formel 

wiedergeben. Es ist das die Formel der gewiihnlichen Elektro- 
statik. Wenn man Potential und Feldstarke in einem Punkte 
des Kondensators gibt, also die GroBen A und B, so kann 
man daraus sofort rzv und rz,,-l berechnen, und aus rBr und 
T Z v - 1  die Periode der Funktion, also auch den Modul R und T,,. 

Mit dem Felde Bind demnach zugleich anch die beiden Inte- 
grationskonstanten bekannt. 

Die eben verwendete Formel gilt aber nur dam, wenn 
die Potentiale geniigend klein sind. Mit grofien Werten von cp 
sind so starke elektrische Atmospharen verbunden , dab dann 
die Formeln der gewohnlichen Elektrostatik nicht mehr zu 
brauchen ware. Es hat wohl kein Interesse, diese unrealisier- 
baren Falle eingehender zu diskutieren. 

81. 111. Fall. C =  0. Wenn man die Gleichung (39): 

durch 4 a  13 v4 dividiert und ferner setzt : 

Annalen der Physik. 1Y. Folge. 39. 3 
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34 G. Miie. 

so bekommt man: 

Die Losung dieser Gleichung ist: 

Setzt man nun ein: 

so bekommt man: 

Wenn man also fur die Integrationskonstante C den 
speziellen Wert 0 wahlt , so fallt die wesentliche Singularitiit 
im Punkte r = 0 und zugleich auch im Punkte r = cx) Reg, 
das Integral hat nunmehr nur noch algebraische Singularitaten, 
fur reelle Werte r sogar iiberhaupt keine Singularitaten. 

Man kommt von dem in 19. besprochenen Integral (44) 
zu der Funktion (52), wenn man die Integrationskonstante h 
unter alle Grenzen sinken la&. Es steigt dann der Modul K 
auf 1 und die Periode 41"i wird unendlich grob. Die elek- 
trische Kugelschale, die die Kugelflache T,, enthiilt, dehnt sich 
also nach beiden Seiten unbegrenzt aus. Einerseits schiebt 
sie die unendlich vielen Zwiebelschalen, die den Nullpunkt 
umgeben, in den Nullpunkt selbst hinein, so daB sie ver- 
schwinden andererseits y ? (  kt die Niveauflache vom Potential 
Null vollstandig in.; I', ,~~,liche, so daB auch zwischen T = ro 
u i i d  T = oc) keine Schnlen elektrischer Ladung mehr vorhanden 
sein konnen. 

Es sei der Wert des Potentials y auf einer Kugel vom 
Radius R gegeben = A ,  dann haben wir zur Restimmung 
der Integrationskonstante r0 die Gleichung: 
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Grundlagen einer Theorie der Matel-ie. 

Diese Gleichung hat nur dann reelle Losungen, wenn: 

35 

3 
4 a . A 4  ~ --R2>0. 

Das durch (52) dargestellte Feld ist also nur dann mog- 
lich, wenn auf einer Kugel vom Radius R das Potential d 
einen ganz bestimmten gro6ten Wert nicht uberschreitet: 

Die Gesetze der gewbhnlichen Elektrostatik bleiben nur 
dsnn giiltig, wenn das Potential A im Vergleich zu diesem 
groBtmijglichen Wert au6erst lilein ist. Das ist der Fall, wenn: 

i?. d 2 . R  = € 7  

wo 8 eine sehr kleine Zahl bedeutot. Man kann nun leicht 
Naherungswerte fur ro berechnen, indem man z2 gegen 1 ver- 
nachlassigt. Die quadratische Gleichung liefert zwei Losungen : 

- 
2. To = p . 4 2 .  I 2 2  = & . I2 * 

3 

Der erste Wert ro ist unendlich gro6 gegen B, im Innern der 
Kugel vom Radius R (also r < R) ist demnach das Potential, 
wenn man c : ~  gegen 1 streicht: 

Der zweite Wert ro ist dagegen unendlich klein gegen R. 
Streicht man wieder e B  gegen 1, so bekommt man fur nlle 
W'erte r > R:  

Die erste Losung gibt also in Ubereinstimmung mit den 
Gesetzen der gewohnlichen Elektrostatik das Feld im Innern 
einer Hohlkugel, die auf das Potential A geladen ist, dic 
zweite Losung gibt das lul3ere Feld derselbeii Kugel, w e m  
in einem unendlich groDen Bereich i n  ihrer Umgebung keinc 
Ladungen rnehr vorhanden sind. Benutzt man die genauu 
Formel, ohne gZ zu vernachlassigen, so kann man die schwuche 

3* 
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36 G. Mie. 

elektrische Atmosphare berechnen, die nach unserer Theorie 
sowohl innerhalb, wie au6erhalb der Kugel vorhanden sein muB. 

22. Wir wollen uns mehrere konzentrische Kugeln von 
den Radien R1, R,, R3, R, denken, die auf die Potentiale 
A1, A,, A,, A, geladen sein sollen. Zwei Integrale mit C =  0 
liefern das Feld im Innern der kleinsten Kugel und das Feld 
im Au6enraum um die gr6Bte Kngel. I n  den Kugelschalen 
zwischen den einzelnen Kugeln hat man Integrale mit C > 0 
oder C <  0 zu nehmen. Solange die Potentiale A,,  A,, A,, A, 
siimtlich geniigend klein sind, bekommt man eine sehr gute 
Annaherung an die Formeln der gewohnlichen Elektrostatik, 
und die Abweichungen davon sind unmerklich klein. Wir 
sehen also in diesem speziellen Fall den auf p. 18 allgemein 
ausgesprochenen Satz bestitigt, datl sich Funktionen @ an- 
geben lassen, bei denen man mit der gewiihnlichen Elektrostatik 
nicht in KunFikt Rommt. 

Wir miissen nun aber die Frage beantworten, wie man 
es sich zu denken habe, da6 geladene Kugelfliichen R,, R,, 
K,, R, auftreten kijnnen, die als Unstetigkeitsflachen je  zwei 
Raume voneinander trennen, in denen verschiedene Integrale 
fur zu nehmen sind. Natiirlich kann die Ladung auf einer 
solchen Kugelfliiche nicht gleichmaBig verteilt sein. I>enn wir 
haben die fur zentrische Symmetrie geltende Differential- 
gleichung (37) ganz allgemein gelost und es gibt unter ihren 
Integralen keines, das fur die Werte H,, R,, K,, R, Diskonti- 
nuitaten haben konnte, wie sie den Flachenladungen ent- 
sprechen wiirden. Die Integrale, die auf den beiden Seiten 
einer solchen Diskontinuitatsflache gelten, miiesen demnach 
beide innerhalb einer sehr diinnen Schicht an der Flache sehr 
schnell, aber naturlich doch kontinuierlich in eine und die- 
selbe dritte Losung der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung 
iibergehen, die nun nicht mehr zentrisch symmetrisch sein 
darf. Es ist wohl ohne weiteres klar, daB diese Lasung in 
der geladenen Flache irgend einer atomistischen Verteilung der 
Ladung entsprechen mu@. Es ist interessant zu hemerken, daF die 
zwn mill untersuchte y’/leorie somit uberhaupt nicht die lYahl 
zwischen- einer kontiwierlichen und einer atomistischen Struktur der 
Ladungen Z@t, sondern a‘ap sie nur dann vollstand4 durehf uhr- 
Lar is?, tcenn sie selhtr zu irgendzcelchen Elektrizitatsatomen fuhr l .  
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 37 

Das Problem des Elektrons. 

23. Auf den ersten Blick scheint das im vorigen Kapitel 
disliutierte Beispiel einer Weltfunktion recht gunstig gewahlt 
zu sein, weil es in der Tat zu isolierten Knotenstellen der 
elelitrischen Ladung fiihrt. Wiihlen wir nlmlich in der For- 
me1 (52): 

die Integrationskonstante r,, gegen alle me6baren Langen un- 
endlich klein, etwa von der GroBenordnung, die man im all- 
gemeineu dem Elektronenradius zuschreibt , so stellt 'p das 
Potential in der Umgebung einer winzig kieinen elektrischsn 
Knotenstelle dar, deren Atmosphare in meBbaren Entfernungen 
vom Zentrum praktisch vollkommen Null ist. Da die Ladungs- 
dichte g durch die Gleichung (36) p = a.q5 gegeben ist, so 
haben wir: 

Die gesamte Ladung der Knotenstelle e ergibt sich hiersus 
durch Integration zu: 

(5 3) 

Eine leichte Rechnung zeigt, da6 die Ladung der ge- 
salnten Atmosphare der Knotenstelle au6erbalb einer Kugel 
vom Radius r1 den Betrag hat: 

Es ist das, wenn r1 groB gegen r,, ist, nur ein verschwindend 
kleiner Bruchteil von e ;  die Ladung ist also in der Tat prak- 
tisch ganz auf eine kleine Kugel beschrankt. 

Allerdings liefert die Theorie kein Elementarquantum der 
Ladung, denn wenn man in (53) die willkurliche Konstante ro 
variiert, so kann man alle moglichen Betrage fiir e bekommen, 
und zwar kann e ebensogut positives, wie negatives Vorzeichen 
haben. Die ,,Elektronen", die man bei der angenommenen 
Weltfunktion bekommt, sind also nicht unteilbar. Es konnen 
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38 G. i f f ie .  

mehrere Knotenstellen zu einer einzigen groBeren verschmelzen, 
und es kann eine einzige Knotenstelle in mehrere kleinere 
zerfallen, da  j a  Knotenstellen mit allen miigliclien Ladungen 
existenzfihig sind. 

Obwohl diese Eigentiimlichkeit nicht mit den wirklich 
beobachteten Tatsachen iibereinstimmt, konnte man doch viel- 
leicht zunachst noch meinen, daB sich eine Theorie der Materie, 
die auf die als Beispiel angenonimene Weltfunktion aufgebaut 
ist,  vollstandig durchfiihren lieBe, da die elektrische Ladung 
eines gro6en Korpers als an  diskreten Knotenstellen haftend 
gedacht werden konnten , weiin diesen auch nicht die Eigen- 
schaft der Unteilbarkeit zukame. Indessen ist das ein Irrtum. 
Nach Formel (52) und (53) ist das Potential in geniigend 
groBer Entfernung von der Knotenstelle stets gegeben nls: 
y = e / 4  T T. Gleichgewicht herrscht in dem Felde der Knoten- 
stelle also nur dann, wenn sie in einem Raum liegt, der das 
Potential Null hat. Es gibt unter d l  den Integralen der 
Gleichung (37) kein einziges, das eine Knotenstelle in einem 
Kaum von einem beliebigen von Sul l  verschiedenen Potential yo 
darstellte, so daB wir in gro8er Entfernuiig von cler Knoten- 
stelle hatten: y = e / 4 m r  + y o ,  wo yo eine von Null ver- 
schiedene Konstante bedeutete. Es konnen demnach nicht 
niehrere Knotenstellen nebeneinander im Gleichgewicht sein, 
wie es in einem materiellen Korper der Fall  sein miiBte. 
Vielmehr mu6 dann immer sofort eine Neuanordnung der 
Ladungen beginnen. Haben zwei nebeneinander liegende 
Knotenstellen gleiches Vorzeichen, so werden sie sich zu einer 
einzigen gro6eren Knotenstelle xu vereinigen suchen, wodurch 
ein Gleichgewicht erreicht wurde. Dagegen konnten zwei 
Knotenstellen von verschiederiem Vorzeichen iiberhaupt nicht 
nahe beieinander bleiben, sie miissen weiter und weiter von- 
einander fliehen, um in Raume vom Potential Null zu kommen. 
Eine Welt, die durch die Weltfunktion 

@=-L7]?+ Aa..p 
2 

regiert wiirde, miiBte sich also schlie6lich zu zwei groBen 
Klumpen elektrischer Ladungen zusammenballen , einem posi- 
tiven und einem negativen, und diese beiden Klumpen miifiten 
immer welter und weiter voneinander wegstreben. 
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Gru,rcllagen einer Theorie der JIaterie. 39 

24, Wir haben in der allgemeinen Diskussion der Gleich- 
gewichtsbedingung erkannt (p. 16 und 17), daf3 es ein Integral mit 
einer willkiirlichen Konstanten gibt, das im Punkte r=O keine 
Singularitat hat, und eines auch mit einer Willkurlichkeit, 
das sich im Punkte r =m regular verhalt. Im allgemeinen 
entsprechen diese beiden Integrale zwei versehiedenen Werten 
der zweiten willkurlichen Konstanten, die das allgemeine Inte- 
gral noch enthdt, sie sind vollig voneinander verschieden und 
enthnlten als einzigen gemeinsamen Spezialfall die selbstver- 
standliche Lasung y = 0. 

In  dem von uns durchdiekutierten Beispiel zeigte sich 
aber die Besouderheit, daS die beiden eben besprochenen Inte- 
grrtle miteinander identisch waren. Wenn man niimlich der 
willkiirlichen Konstanten C (p. 19 und 33) den Wert Null 
gab, so fielen aus dem allgemeinen Integral die beiden wesent- 
lichen Singularitaten in r = 0 und r = 00 gleichzeitig weg. Das 
ist der Grund, weswegen das Beispiel wohl Knotenstellen, aber 
kein Elemeutarqnantum ergab , und zugleich, weswegen die 
Knotenstellen nur in einem Raume vom Potential cp= 0 im 
Gleichgewicht sein konnten. Wahrscheinlich hangt das Zu- 
sammentreffen des Wegfalls beider Singularitaten damit zu- 
sammen, daB die Differentialgleichung (37) rruf p. 19 reduk- 
tibel ist, d. h., uaB sie sich bei einmaliger Integration in eine 
atgebraische Differentialgleichung erster Ordnung verwandelt. 
Weltfunlitionen, die zu derartigen Integralen fuhren, sind also 
nicht zu brauchen. 

Wiirden wir eine Weltfunktion von der Form 

(I, = - 49]2 + a.x' 
Y 

untersuchen , wo v eine beliebige von 6 verschiedene gerade 
Zahl: griiSer als 4, bedeuten soll, so wiirden wir (auBer v=O) 
keine Losung ohne wesentliche Singularitat finden. Das Feld 
in dem unendlicheii AuBenraum um eine geladene Kugel 
wurde dann durch eine Losung dargestellt, die in r = 0 eine 
wesentliche Singularitat hatte, und die Losung, die fur das 
Innere einer geladenen Hohlkugel zu nehmen ware, verhielte 
sich in T =a nicht reguliir. Bei dieser Wahl der Welt- 
funktion fanden wir uberhaupt keine Losung, die eine isolierte 
kugelformige Knotenstelle von endlicher Ladung darstellte. 
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40 G. Mie. 

Wir werden das in einem der folgenden Abschnitte ganz 
streng nachweisen. Weltfunktionen von dieser Form sind also 
fur uns samt und sonders nicht zu gebrauchen. 

Wenn sich uberhaupt die Theorie durchfiihren lassen wird, 
so muS die Weltfunktion jedenfalls eine kompliziertere Form 
haben. Das Elektron wird wahrscheinlich durch eine Losung 
der Gleichgewichtsbedingung (34) dargestellt werden, die im 
Punkte r = 0 eine Singularitat hat, welche funktionentheo- 
retisch als wesentliche Singularitat zu bezeichnen ware, die 
aber doch keine physikalisch sinnlosen Werte fur 'p ergabe. 
Eine solche Singularitat hatte beispielsweise die Funktion 

1 - -  
p = a + b . e  r fur r = O .  

Die Differentialgleichung (34) mii0te also unter all den Inte- 
gralen, die in r = 0 eine wesentliche Singularitat haben, eines 
liefern, dessen Singularitit nicht mit physikalischer Sinnlosig- 
keit verbunden ware. Dieses Integral mii0te noch eine Will- 
kurlichkeit enthalten, die man so wahlen konnte, da6 'p in 
sehr groBer Entfernung vom Zentrum einen ale konstant an- 
zusehenden , beliebig vorgeschriebenen Wert annimmt : das 
Potential des Raumes, in dem sich das Elektron befindet. 
F u r  r =m wird dieses Integral im allgemeinen eine wesent- 
liche Singularitat haben, die nur in dem Falle, wo dns Po- 
tential des umgebenden Raumes Null ist, entweder wegfallen 
m u 4  oder doch nicht physikalisch sinnlos sein darf. 

Obwohl es also noch nicht gelungen ist, eine Weltfunktion 
zu finden, die wirklich zu einem Elektron fiihrt, SO ist anderer- 
seits doch die Moglichkeit nicht zu leugnen, dab es eine der- 
artige Weltfunktion gibt. Ich werde im folgenden deswegen 
zunachst einfach die Voraussetzung machen, da0 eine Welt- 
funktion (1, vorkge, welche zu Knotenstellen elektrischer La- 
dungen fuhrt von der Art, wie wir sie in den Elektronen 
haben. Ich werde in einer demnachst erscheinenden Fort- 
setzung dieser Untersuchungen die Dynamik derartiger Knoten- 
stellen, ihre trage hlasse und die Kraftwirkungen, die sie er- 
fahren, berechnen. 

Greifswald,  Physik. Inst., 1. Juni 1912. 
(Eingegangen 7. Juni 1912.) 

~~ 
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