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1. Grundlagen einer Theorie der Materie;
von Gustav Mie.

(Dritte Mitteilung?), Schlus.)

Drittes Kapitel
Kraft und triige Masse.

Berechnung der auf ein Massenteilchen wirkenden Kraft,

25, Zur Berechnung der Kraft benutzen wir die in I
p. 525 hingeschriebene Weltmatrix (16). Wir wollen dabei
iiber die in die Weltfunktion eintretenden Invarianten keinerlei
einschrinkende Voraussetzungen machen, sondern ganz all-
gemein annehmen, daB alle vier in I p. 531 aufgezéhlten
Variablen (24) in X vorkommen. Eine leichte Rechnung er-
gibt, daB der p. 533 zunichst unter einer beschrinkenden
Voraussetzung aufgestellte Satz ganz allgemein gilt:

Die Weltmatriz ist symmetrisch zur Diagonale.

Wenn man némlich die Multiplikationsregel:

[[a-b] c] =(a-c)-b—(b-¢)-a
und die sich daraus ergebende Formel:
[(a-0]-c]+[[b-c]-a] + [[c-a]-5] =0

anwendet, so findet man aus den allgemeinen Formeln (25)
in I p. 531 leicht die folgenden beiden Gleichungen:

(54) (e-d] + [§-8] + [f-0] =0,
(55) fe-8]+[B-d]+ (o-f~¢-0)=0,
1) Fortsetzung der beiden Artikel: Ann. d. Phys. 87. p. 511, zitiert

als L.; Ann. d. Phys. 89. p. 1, zitiert als IL
Annalen der Physik. IV.Folge, 40. 1
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also wenn man die Komponenten dieser Ausdriicke einzeln
hinschreibt:
ez-by -+ I)x-by + i, 00, = bx-ey + bx-f)y +0b,-f, usw,
b,+b,—b-0,—o-f,=¢e-0 ~e-f —¢@-v, usw
Damit ist der Satz bewiesen.

26. Wir wollen uns nun ein materielles Teilchen, also
entweder eine elektrische Knotenstelle oder ein aus #hnlichen
Singularititsstellen zusammengesetztes komplizierteres Gebilde
vorstellen, das sich in einem weit ausgedehnten elektromagne-
tischen Felde bewegt. An irgend einer Stelle sei der Energie-
strom, der mit der Vorwirtsbewegung der Atherzustinde ver-
bunden ist, durch 8 bezeichnet, wie in I. (5) p. 522. Wir haben dann:

’9‘3, = 9y‘f’z — ez-f)y — @b, = by-bz— bz-by— 0°1,
(56) ‘\Qy = ez’f’z - ez'bz - qj'by = bz.bm_ bmbz— g'f_zﬂ
8 =¢e- h —e-h) —@b =D>-b—b-.b—o-f.

Weiter wollen wir drei dreidimensionale Vektoren p,, v,, p,
durch die folgenden Gleichungen definieren:

@ —b-h+ em'bm + f)w'bm + fm'bx = Py
(’y-hm + by'bx + fy'bm = p]y,
ez 'bw + [)z'bx + fz'ba: = plz *

e, b, + f)m.by+iz‘by= Dy »
(57) ©—b-h+e b +bb 450 =0,
(’z-by-l- bz'by+ fz.by =0D,,,

em'bz -+ I)x'bz + 0, = pSa:’\

ey.bz -+ by'bz -+ fy.nz = p3y’
®—b-h4ed + b b +f 0 =y,
Wie wir in L anf p. 526 Gl. (17) gesehen haben, liefern die ersten

drei Reihen der Weltmatrix drei Differentialgleichungen, die mit
Riicksicht auf (56) und (57) folgendermaBen zu schreiben sind:

08:. 0Pz | OPss , OPss

3¢~ 6w T a8y T ax’
: 38, _ by dDyy D3y
(58) 3t~ 8w T 8y T oz’

agz — aplz abiz apsz .

8t dx +78y + 3
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Wir wollen uns nun die Energie als ein Fluidum vor-
stellen, das mit einer gewissen (eschwindigkeit q stromt. Ist
W die Dichte der Energie, so ist q durch die Definition be-
stimmt:

(59) 5= W.q.

Bezeichnen wir ferner die Energiemenge, die momentan das
Volumenelement dz.dy-dz = d7V erfillt, mit dM, so ist
dM = W.dV und wir konnen die Gleichungen (58) auch fol-
gendermaBen schreiben:

a 3 x
i(rJlJlI-crm)=( o 6;1 )-dV,
6

(3P 8, 85,
77 (@M-0) = (a; +T§‘+—a;)‘d”-

Wir wollen diese Gleichungen itber ein Volumen 7 inte-
grieren. Es sei :

M=fdM

die gesamte im betrachteten Moment in 7 enthaltene Energie,
q sei die Geschwindigkeit des ,,Massenmittelpunktes“ in 7, die
durch die Gleichung:

(60) M-G=[q-dM
J

definiert ist, ferner sei die das Volumen 7 umschlieBende
Oberfliche mit § bezeichnet und & sei die nach auBlen ge-
richtete Normale in einem Punkte von 8, endlich sei py ein
dreidimensionaler Vektor, der durch die Gleichung:

(61)  py=p,-cos(N, z) -+ p,- cos (&, y) + py- cos (&Y, 2) ..

definiert wird. Die Komponenten von py berechnen sich also
folgendermaBen:

Pyz= Py, €08 (N, 2) 4 p, - cos(N, y) + ¥y, cos (N, z) usw.
Die Integration iiber 7 gibt dann das folgende Resultat:

6(M
(62) ddt-g fpv as.

1*
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Das Volumen 7 werde nun so gewahit, daB es in dem
weit ausgedehnten Feld, in welchem sich das materielle Teilchen
bewegt, unendlich klein, im Vergleich zu dem Teilchen, das es
in sich einschlieft, aber unendlich groB ist. Die zweite Be-
dingung soll ausdriicken, daB erstens die Energie der Singu-
larititen, aus denen das materielle Teilchen besteht, so gut
wie vollstindig in dem Volumen enthalten ist, also auBerhalb
der Fliche § nur ein ganz verschwindend kleiner Bruchteil
der gesamten Teilchenenergie sitzt, und daB zweitens auf der
Fliche § die Gesetze des Vakuums schon so gut wie genau
gelten, also ¢ und v als Null und e=b, b =} gerechnet
werden konnen. Bei dieser Wahl des Volumens 7 ist M-§
die BewegungsgroBe des Teilchens, seine trige Masse ist dabei
identisch mit seiner Energie M, die rechte Seite der Glei-
chung (62) liefert die auf das Teilchen wirkende bewegende
Kraft. Da zufolge der zweiten Bedingung py bis auf ver-
schwindend kleine Korrektionsglieder identisch ist mit der
Komponente des Maxwellschen Spannungstensors auf dem
betreffenden Element der Oberfliche S, so ergibt sich fiir die
bewegende Kraft ein Wert, der unabhingig von der Wahl des
Volumens 7 ist, vorausgesetzt, daB die beiden oben genannten
Bedingungen erfiillt sind, und zwar ein Wert, der vollkommen
identisch ist mit demjenigen, den auch die Elektronentheorie
fir ein materielles Partikelchen liefern wiirde, das um sich
herum genau das elektrische und magnetische Feld hitte, wie
das betrachtete Partikelchen. Die bewegende Kraft hingt also
ganz wie in der Elektronentheorie nicht von der speziellen
Anordnung der elektrischen Ladungen und der elektrischen
oder magnetischen Dipole im Innern des materiellen Partikel-
chens ab, solange das dem Partikelchen eigene duflere Feld
dasselbe ist, auBerdem aber hingt sie auch nicht ab von den
Gesetzen, nach denen die das Teilchen zusammenhaltenden
Kohisionskrifte wirken, und auch nicht von den Gesetzen, die
im Innern des Teilchens fiir das elektromagnetische Feld an
die Stelle der Maxwellschen Gleichungen eintreten. Genau
derselbe Satz, den wir hier zunichst fiir die fortschreitende
Bewegung § des Teilchens kennen gelernt haben, 1iBt sich
obne weiteres auch fiir seine Rotationsbewegungen nachweisen.
Die Tragheitsmomente berechnen sich dabei ganz wie in der
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gewodhnlichen Mechanik, indem man an Stelle der trigen Masse
immer die Enpergie setzt. Wesentlich ist beim Beweis, daB
nach (54) by, =9y, P, =Py, Py =Py

Die ponderomotorischen Krifte, die ein materielles Teilchen
als ganzes in fortschreitende oder in rotierende Bewegung bringen,
berechnen sich aus dem elektrischen und magnetischen Feld, in
dem sich das Teilchen befindet, nach genau denselben Regeln, wie
in der gewdhnlichen Klehirizititslehre. Die Existenz eines be-
sonderen Vierervekiors (v, i9) im Innern des Teilchens und die
Abweichung der Gesetze des elektromagnetischen Feldes von den
Mazwellschen Gleichungen im Innern des leilchens haben auf
die dufBeren ponderomotorischen Kriifte keinen bemerkbaren Einfluf.

Auf ein Elektron von der Gesamtladung e, das sich mit
der Geschwindigkeit q in einem elektromagnetischen Feld be-
wegt, wirkt beispielsweise nach unserer Theorie die Kraft:

(63) P=e-fe+[a-0]).

Dieser Ausdruck stimmt genau mit dem iiberein, welcher
der Elektronentheorie zugrunde gelegt wird.

Dagegen sind die Kraftwirkungen im Innern der Elementar-
teilchen der Materie, die etwa feine Strukturverinderungen in
diesen Teilchen selbst hervorbringen, etwas ganz anderes, als
die ponderomotorischen Krifte der gewdhnlichen Elektrizitits-
lehre. Sie lassen sich aber ohne Kenntnis der Weltfunktion
nicht berechnen.

Zu den auBeren Kriften, die an den materiellen Teilchen
angreifen, gehdrt auch die Gravitation. Aus dem eben be-
wiesenen Satz geht hervor, daf die Grundgleichungen der Ather-
dynamik 1. (1) bis (4), die wir der Theorie bisher zugrunde gelegt
haben, nicht zu einer Erklirung der Gravitation ausreichen. Die
Erwartung, die ich zu Beginn meiner Arbeit (I. p. 513 oben)
ausgesprochen habe, ist also nicht erfillt. Wir werden in
einem spiteren Kapitel untersuchen, wie die Grundgleichungen
erweitert werden miissen, um auch die Gravitation mit ein-
zubegreifen.

Die trige Masse eines materiellen Teilchens,

27. Unter einem materiellen Teilchen verstehen wir ganz
allgemein einen kleinen Bereich im Ather, wo die Zustands-
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groBen enorm groBe Werte annehmen. Wir werden im fol-
genden hiufig Integrale irgend welcher Zustandsgrofen iber
das ganze Volumen des Teilchens auszufithren haben. Darunter
ist ein Volumen zu verstehen, dessen #uBere Begrenzung so-
weit von dem Zentrum des Teilchens entfernt ist, daB auf ihr
die ZustandsgroBen unendlich klein gesetzt werden konnen.
Wenn man also die ZuBere Begrenzung des Volumens ganz
beliebig wihlt, nur so, daB nach dieser Definition das Teilchen
,,ganz¢ davon eingeschlossen ist, so darf diese Wahl keinen
bemerkbaren EinfluB mehr auf den Wert des Integrals haben.

Wenn wir sagen, daB ein Teilchen in Ruhe und unver-
anderlich ist, so wollen wir darunter verstehen, daB entweder
alle ZustandsgroBen in dem von dem Teilchen erfiiliten Vo-
lumen konstant sind, oder daf der Durchschnittswert jeder
ZustandsgroBe in jedem Punkt des Volumens iiber eine Zeit,
die ftir das Experiment unendlich klein ist, konstant ist.

Es sei z. B. K der Wert einer ZustandsgroBe in einem
Punkt (2, y, 2) des Teilchens. Es sei ferner = eine Zeit, die
fir das Experiment noch unendlich klein ist. Dann ist der
Durchschnittswert, von dem die Rede ist:

f:%-deL
0

Bekanntlich gelten nun die Gleichungen?):
K _oF GE_oF
9t 6t’ 8w oz’

Die Bedingungen dafiir, daB das Teilchen unverinderlich
und in Ruhe ist, sind also:
db dyp 89
8t *oat at
Nun folgen aus den Grundgleichungen I (1) bis (4) die
beiden Beziehungen:

usw.,

=0 =0, =0, %;=0 usw.

af
"a_‘t"
b-h —frv=—div[§-f] —f- 5% -

e-d—q@-o=—div(p-d)—b-

1) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und
optischen Erscheinungen in bewegten Kérpern p. 13.
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In einem ruhenden Teilchen ist also:
ed—g o =—div(p-d),
b-fh—f-0 =—div[h-f].
Integrieren wir nun iiher ein das Teilchen ganz ein-
schlieflendes Volumen und beachten dabei, daB auf der Ober-

fliche des Volumens ¢-b und [§-f] gleich Null gesetzt werden
diirfen, so ergibt sich fur ein ruhendes materielles Teilchen:

(64) Jevear=[ogar,
(65) [69-a7 = [fv-ar.

Nach I (7) und (14) auf p. 523 und p. 525 berechnet sich
die Energiedichte zu:
W=H+b-)—f0=D+ed—q:p0.

Es ergibt sich also fiir die Energie E, eines ruhenden materiellen
Teilchens nach (64) und (65):

(66) E, =fﬂ.dzf=fc7)-d7.

Es sei § irgend eine unbegrenzte!) Fliche, die das Teilchen
quer durchschneidet, und N die Flichennormale in irgend
einem Punkt. Da nun zu beiden Seiten dieser Kliche, voraus-
gesetzt, dafl das Teilchen ruht, keine dauernden Energieinde-
rungen eintreten diirfen, so muB sein:

(67) 8y-d8 =0,
J

wo 8y der Durchschnittswert der zu § normalen Komponente
des Vektors 3 ist. Dieser Vektor ist nach (56) gegeben durch:

8=[eh]—qp-o=[b-b]—0-f.
Liaue? bat bewiesen, daB, sobald Gleichung(67) gilt — und
das ist also fiir jedes beliebige materielle Teilchen der Fall —,
auch folgender Satz besteht:

Satz von Laue. Das Integral jeder einzelnen Komponente
der Weltmatriz uber das Volumen eines rukenden wmateriellen

1) D. b. entweder geschlossen oder sich ins Unendliche erstreckend.
2) M, Laue, Das Relativititsprinzip p. 1681f.
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Teilchens ist Null, ausgenommen nur die Komponente mit dem
Index 4,4, welche die Energie des Tetlchens liefert.

Im allgemeinen ist dabei von jeder Komponente ihr Durch-
schnittswert wihrend einer kleinen Zeit zu nehmen, wie in
Gleichung (67).

Wie M. Liaue gezeigt hat, kann man diesen Satz benutzen,
um die Energie eines bewegten Teilchens zu berechnen. Ich
will diese Rechnung fiir die hier vertretene Theorie durch-
fihren., Es seien die FeldgroBen in einem Punkt z,, y,, z,
des ruhenden Teilchens alle durch den Index O charakterisiert.
Man findet nach der Relativititstheorie aus jhnen die Werte
in einem Punkte z, y, z eines bewegten Teilchens, das die Ge-
schwindigkeit ¢ in der Richtung der z-Achse hat, wenn dieser
Punkt (z, y, z) zur Zeit ¢ die durch folgende Gleichungen ge-
gebene Lage hat:

=2z = il A
0 Y=Y Vizg 0

nach den folgenden Umrechnungsformeln:

by=m;ﬁﬂ o = o=@ b0y

yizg T yvie
Bro—q-d Yo+ -0
T S =

+q-v, D+ q-
&V_l__i_q_;L, b, =10, b,=D,, nz=_°,V1___£1;qfﬁ'.
Genau dieselben Beziehungen wie zwischen (b, ) und (b,, §,)
gelten auch zwischen (e, §) und (e,, h,), dieselben wie zwischen
(o, b) und (g,, v,) auch zwischen (g, f) und (g, f,)-

Die Anwendung dieser Formeln fithrt durch einige ganz
elementare Rechnungen zu folgender Gleichung:

0o =
N

2
6-9 — Fob = BB — o B + T * (0 0 — %o €0)

2
- 1+¢ * (ezo ' bzo - wa : on - byo I)yo + foo bzo)

2
- 1_3}7 : ([eD'I)O]z_— @ 0.0+ [Dg-Be), — Qa'fzo)-

Wir bilden nun den zeitlichen Durchschnittswert und
integrieren iber das von dem materiellen Teilchen erfiillte
Volumen. Wenden wir dabei die Gleichungen (64), (65), (67)
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an und beachten wir weiter, daB zufolge der Definition des
Punktes =z, y, z die Beziehung besteht:

dz.dy-dz = Y1 — ¢* . dzy-dy, - dz,
oder:

dV=)1—~gq*-dV,,
so ergibt sich:

(68) f Vl -
f(b bO zO 0 20 b z() nzo) dV
Bezeichnen wir den Wert der GroBe Z in dem Punkte
Zy, Yy 2, des ruhenden Teilchens mit H, so kénnen wir

Ho = F (245 Yo zo)

als Funktion von (z,, y,, z,) auffassen. Es sei weiter (z, y, 2)
der Punkt des bewegten Teilchens, der zur Zeit ¢ durch die
Lorentzsche Transformation aus (z,, y,, z,) erhalten wird.
Da H eine Invariante fiir die Liorentzsche Transformation,
so ist ihr Wert im Punkte (z, y, z) des bewegten Teilchens
zur Zeit ¢ zu berechnen als:

H= F(x,y,%;éé;))
q

wo F genan dieselbe Funktion bedeutet als oben. Daraus
folgt, daB:

©) [Ha7=yi=g-[H-d7,=)T=¢" &,

Nunmehr ergibt sich die Energie £ des bewegten Teilchens
dnrch Addition von (68) und (69):

E=fﬂ+r?-‘f)~ﬁ>-dr,
=)I=¢ fﬂ dV+V1_q
f(b bo 0 sz_bzo'bzo TzO z) dV

Dieses Resultat konnen wir jetzt mit Hilfe des Laueschen
Satzes weiter vereinfachen. Wenden wir diesen Satz nidmlich
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auf das Glied der Weltmatrix (16) mit dem Index 3,3 an,
so erhalten wir:

f((z’o—"s‘t)TE;'Fezo'b:o"“f)zo'b;"l'fzo'nzo)'dyo:()'
Also da nach (66):

[ ®,-ar,= 1, a7, = E,.

f(b;-‘ti"—e D= D,0-b,5—f,0-0y0)- A7, = fcp .dV,= E,.

Es ergibt sich daher, was M. Laue schon allgemein

nachgewiesen hat (Das Relativititsprinzip p. 170):
E,

(70) E=- i

28. Aus dem Launeschen Satz 148t sich noch eine weitere
sehr interessante Folgerung ziehen. Wendet man ihn auf die
drei Glieder der Diagonale der Weltmatrix mit den Indizes
1,1, sowie 2,2 und 3,3 an, so erh#lt man:

J(Bo‘bo — Do Yuo = CooDuo — io'bxo)'dyo =Ky,

J(bo'bo — D,0'Dy0 — €,6°Dy0 — Tyo'Y, o dV, =k,

J (bo'bo —on 't)zo - “ez';i);__ fzo zo) d? E
Durch Addition dieser Gleichungen bekommt man:

f(2'bo ho — €Dy — Toe0)-d Fy = 3- &,
oder mit Riicksicht auf (64) und (65):

By =—4 [0, = bg-,)- 7,

= ?"I(Qo'q’o“ fo'no)'dVo .
Auflerdem sieht man aus den drei soeben hingeschriebenen
Gleichungen sofort, daB:

([ Co b 48,0 0,0 + o 0,0 47,

S @0 B0 + by0 By + o 0y0) - 47,

(72) = [ g+ By g + o 0,0) - 47,
=5 [0 + 8,y + To-09) - 47,

(71)
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Besonders interessant werden diese Gleichungen, wenn
h =0, v =0, was der Fall ist beim Elektron.
Im Felde eines Elektrons ist:

(13) E():“%‘f"o'bo'dV:—'sl"f‘Po'()o'dV:)
und auferdem:

([fexo'bxo'dyo =f°y0'byo'dl,/o=fezo'bzo‘dro

l =%feo~b0-d70.

29. Fiir den Spezialfall, den wir in II. von p. 18 an
durchdiskutiert haben, liBt sich die Beziehung (78) leicht direkt
als wabr nachweisen. Setzen wir in der Weltfunktion

(74)

G =—1in*~fay"
die Grofen des statischen Feldes ein: 5 =¢,, ¥ = ¢,, so er-
gibt sich:
By= [ @V, ==} [e2-dV, + ja- [, d7,.
Weiter ist aber:

0D 0D
b°=~—“§c_oo~=e°’ 0 ="5, =2 @°

und wir kdnnen daher schreiben:

Eo=—%'feo'bo'dr""%'f‘;vo'(’o'dV'

Wendet man hierauf (64) an, so resultiert (73).
Hitten wir der Weltfunktion die allgemeinere Form ge-
geben:

1 1 ,
q)=“—2“”72+ RV
so wiirde eine ganz analoge Rechnung ergeben:
1 1
£, =*?'feo'bo'dy'l'T'f'Po'?o'dr’

die Relation (73) konnte also unméglich erfiillt sein, auBer
wenn » = 6. Daraus folgt:
Von allen Weltfunktionen von der Form:

__ Y . 1 »
O=—Zn"+ -ay
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kann nur der Fall v =6 zu isolierten Knotenstellen der elek-
trischen Ladung fuhren.

Nimmt man irgend einen anderen Wert fiir #, so miissen
alle Integrale der Gleichung (84) in II. p. 15 wesentliche
Singularititen haben, entweder eine Singularitit im Nullpunkt
oder eine im Unendlichen oder beides. Ks gibt dann kein
einziges Integral, das ein Elektron darstellen konnte.

Man sieht hieraus, daB man die Gleichung (73) gelegent-
lich als Kriterium dafiir brauchen kann, ob eine bestimmte
Form der Weltfunktion mit der Existenz isolierter Knoten-
stellen (Elektronen) vereinbar ist oder nicht.

80. Aus der Formel (73) folgt, daB in dem Beispiel, das
wir in Il durchdiskutiert haben, die Energie einer Knoten-
stelle negativ ist. Es iiberwiegt also in diesem Falle die der
Kohisionswirkung der Ladungen zukommende negative Energie
iiber die positive Energie des elektrischen Feldes. Da in der
Hamiltonschen Funktion:

H (8, 0,00, 0) = Dy +¢,0, — py-0, =W

) —
= Ly _ 0 1/8°
2 6 a

b, und g, ganz getrennt voneinander stehen, kann man die
beiden Energiemengen auch getrennt berechnen. Man erhalt
fiir die Energie des elektrischen Feldes:

%'fboz’dVo= %'feo‘bodVo’

fiir die Energie der Kohisionskrifte:

5 [0 5 5
—F'fl/%"dyo=_’E'f?o'(Po'dK)=_‘§'f"0'bo'dVO'

Ist nun aber die Energie eines Teilchens negativ, so muf
dasselbe auch fiir seine triige Masse gelten. Die Knotenstellen,
von denen in IT. auf p. 37 die Rede gewesen ist, haben also eine
negative trige Masse, sie miissen demnach in Krafifeldern Be-
schleunigungen annehmen, die den bewegenden Kriften gerade
entgegengesetzt sind, Daraus erklirt sich ihr auf den ersten Blick
80 absurd aussehendes Verhalten, auf das uns in IL p. 38 die
allgemeinen Uberlegungen fiihrten, daB niimlich gleichnamige
Knotenstellen sich zusammenzubalien suchen und ungleichnamige
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Knotenstellen voneinander wegstreben, obwobl die pondero-
motorischen Krafte der elektrischen Felder gerade in der ent-
gegengesetzten Richtung wirken.

Man kann nun aus (73) noch eine sehr wichtige allgemeine
Folgerung ziehen:

Die hinreichende und notwendige Bedingung dafir, daf die
trige Masse eines Elektrons positiv ist, lautet:

Jety-a7 <0

oder auch:
f¢o'(’o'd7<0'

In groBer Entfernung vom Elektron ist e = b, also e;-b,
sicher positiv. Daraus folgt:

Im Innern des Elektrons muissen die beiden Vektoren ¢ und d
entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Man sieht hieraus, daB es ganz unmioglich ist, daB im
Innern des Elektrons noch die Maxwellschen Gleichungen
gelten.

Ebenso hat auch ¢, da es gleich dem elektrischen
Potential ist, in den #uBeren Sphiren des Klektrons dasselbe
Vorzeichen wie 9. Und zwar erreicht ¢ an der Stelle, wo e
durch Null hindurchgeht, um dann im Innern des Elektrons
die entgegengesetzte Richtung anzunehmen, sein Maximum.,
Weiter nach innen muB dann ¢ so stark abnehmen, daf es
schlieBlich ebenfalls sein Vorzeichen umgekehrt und ¢, - g, sehr
groBe negative Werte bekommt, da das Raumintegral von ¢, - 0,
negativ sein muB.

Im Innersten des Elektrons muf @ das entgegengesetzte Vor-

zeichen wie o hekommen,

Viertes Kapitel
Das Problem des Wirkungsquantums.
Elementardipole.

31. Wenn die beiden Vektoren b und ¢ immer dasselbe
Vorzeichen hatten, so konnte es nur eine Art von Elementar-
teilchen der Materie geben, die dadurch gekennzeichnet ist,
daB divd in ihrem Innern betrichtliche Werte annimmt.
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Kiénnen aber, wie wir nach den letzten Darlegungen voraus-
setzen diirfen, in sehr starken Feldern d und e entgegengesetat
laufen, so ist noch eine zweite Art von Elementarteilchen denk-
bar, in denen totd sehr groBe Werte annimmt, wihrend divb
wenig hervortritt. In diesen Elementarteilchen wiirde also der
Vektor b, da divd sehr klein ist, fast vollkommen auf ge-
schlossenen Linien verlaufen, dhnlich wie die Linien der magne-
tischen Induktion bei einem kleinen permanenten Magneten.
Wir wollen ein solches Teilchen einen elektrischen Elementar-
dipol nennen. Der Verlauf des Vektors e ist bei Gleichgewicht
dadurch charakterisiert, daB rote == 0, withrend dive 4= 0 sein
kann. Die Linien des Vektors e verlaufen in dem Dipol also
ahnlich wie die Linien der magnetischen Kraft eines per-
manenten Magnetchens, sie sind daher im Innern des Dipols
den Linien des Vektors b entgegengesetzt gerichtet. Die Mog-
lichkeit von Elementardipolen ist demnach an die Bedingung
gekniipft, daB fiir sehr groBe Werte von b der Vektor e sein
Vorzeichen umkehrt.

Die genaueren Bedingungen fiir die Moglichkeit derartiger
Elementardipole aufzustellen, ist auBerordentlich schwierig und
diirfte auch wohl bei unserer ginzlichen Unkenntnis von der
Natur der Weltfunktion wenig niitzen. Ich will einmal an-
nehmen, daB es Elementardipole gibt, und will einige Kon-
sequenzen aus dieser Annahme ziehen.

32. Nach dem in Abschnitt 26. bewiesenen Satz konnen
wir leicht die ponderomotorische Kraft berechnen, die ein Dipol
im elektrischen Feld erfihrt. Es ist genau dieselbe Kraft, die
nach den Vorstellungen der gewdhnlichen Elektrostatik ein
elektrischer Doppelpunkt erfahren wiirde, der dasselbe elek-
trische Moment hat, wie unser Dipol; das elektrische Moment
laBt sich aus dem #HuBeren Feld berechnen. Daraus ist zu
sehen, daB ein elektrisches Feld auf den Dipol hauptsichlich
ein Drehmoment ausiibt, das ihn in die Richtung des Feldes
einzustellen sucht, daB dagegen die Krifte, die dem Dipol eine
translatorische Bewegung geben wiirden, im allgemeinen sehr
klein sind. Demnach werden #uBere Krifte die Dipole schwer-
lich aus dem Verband der Atome heraustreiben, wie Elek-
tronen, und es ist wohl wenig Aussicht, korpuskulare Strah-
lungen zu bekommen, die aus Dipolen bestehen.
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Dagegen darf man vermuten, daB die Dipole im Gegen-
satz zu den Elektronen leicht innere Kraftwirkungen erfahren
kénnen, #hnlich wie elektrische Doppelpunkte nach der ge-
wohnlichen Auffassung im elektrischen Felde innere Stérungen
erleiden, indem die beiden Ladungspunkte auseinandergezerrt
werden. Genaueres kann man itber diese inneren Wirkungen
nicht sagen, wie wir auf p. 5 gesehen haben, aber vermut-
lich sucht das elektrische Feld auch in unseren Dipolen die
Struktur aufzulockern. Ich will nun nachweisén, daB eine zu
groBe Auflockerung fiir den Dipol verderblich werden muB.

Es gibt auch im Vakuum, wo die Maxwellschen Gleichungen
gelten, Dipole ohne elektrische Ladungen, freilich nicht im
Gleichgewichtszustand. Solche Dipole sind die elektrischen
Kugelwellen. Nach H. Hertz (Ges. Werke 2. p. 150) kann
man das Feld in einer Kugelwelle mit Hilfe einer Funktion
IT = f (r — t)/r berechnen, wo r den Radiusvektor vom Zentrum
der Welle ab bezeichnet. Es seien z, ¢ Zylinderkoordinaten, 2
die Richtung der Symmetrieachse der Kugelwelle, ¢ die dazu
senkrechte Richtung, dann ist:

SR S N NPT AN 2.

e dodx =" 9 do do dgat’
das magnetische Feld § verliuft in Kreisen um die z-Achse.
Fir die Differentiation ist zu beachten r = Jp?4 22 Setat
man in diese Formeln den oben angegebenen Wert fiir I7
ein, und bezeichnet man den Winkel zwischen » und z mit &,
go daB also: cos & = z/r, sin = g/r, so findet man folgende
Formeln:

"=t 8 fr(r B T 3.fi7a-—t)) . cos - sin

- (=
(f r—t) 3f'(r t)+3-ff;—t)>.sin2&

]

(2 f’(r 5 __ 2. f(r t))

73

f—— (f"(r y_re= t))_sinﬁ'

r

Wir wollen nun fiir f(r — ¢) eine Funktion wihlen, die
mitsamt ihren ersten zwei Differentialquotienten in einem
Wertegebiet zwischen a und & stetig verliuft und deren erste
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zwei Differentialquotienten in den Grenzpunkten @ und & gleich
Null werden; die Werte, die f selbst in ¢ und 4 annimmt,
geien 4 und O:

f@=4, f(@=0, ['@=0,
F@=0, =0, f'@®=0.

Fir alle Werte » — ¢ > a setzen wir f konstant gleich 4, fiir
alle Werte » — ¢ > & konstant gleich 0,

Dann sind die FeldgréBen in einem bestimmten Moment ¢
nach (75) in dem Bereich:

o >r=a-t,

b, =— ifl-cos&-sinﬁ,

(76)
34 . 24
b, =+ 5 -sin?d — =,

§=0.

Es ist dies das Feld eines elektrischen Dipols vom Moment
47 4.

In dem Bereich ¢ + ¢ =r = 5 4 ¢ befindet sich die Kugel-
welle mit in sich zuriicklaufenden elektrischen Feldlinien, end-
lich im Innern der Kugel vom Radius & 4 ¢, also fiir alle
Werte r=5 4 ¢ ist D =10 == 0. Wir sehen hieraus, daB eine
kugelférmige Impulswelle in der Tat einen elektrischen Dipol
ohne Ladungen darstellt.

Ein Beispiel fiir die Funktion f, an dem man sich leicht
Einzelheiten klar machen kann, ist:

1. oo>r—t§%—, fr—t=2m.a=4d,

2. Z=r—t=-2,
(77) m - m
fr—8=a(sinm(r—t)+m{r—&+n),
3. ——=r—t>-o, fr—=0.

Der beschriebene Dipol ist nicht im Gleichgewicht, er
sucht sich vielmehr, indem sein innerer Hohlraum sich mit
Lichtgeschwindigkeit ansdehnt, in Nichts aufznlésen. Da nun
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zwischen dem von uns angenommenen Klementardipol, wenn
er wirklich existiert, ein kontinuierlicher Ubergang zu dem
Kugelwellendipol moglich sein muBl, so folgt, daB es fiir den
Elementardipol eine vielleicht bei starken inneren Pulsationen
erreichbare Ausdehnung gibt, bei der labiles Gleichgewicht
‘eintritt, so daB der Dipol, wenn er einmal dariiber hinaus-
schieBt, gezwungen ist, sich in Form eines Kugelwellendipols
vollig in Nichts aufzulésen, wihrend er sich bei schwicheren
Ausdehnungen immer wieder zu seiner (3leichgewichtslage zu-
sammenzuziehen sucht. Wenn es also Elementardipole gibt,
so mfissen sie explosibel sein; bei ihrer Explosion verwandelt
sich Materie in einen Lichtpuls. Da nach der Relativitits-
theorie alle Vorginge umkehrbar sind, so muB natiirlich ein
materieller Elementardipol auch aus einem Lichtpuls neu ent-
stehen. konnen. Um eine in das Zentrum zusammenlaufende
Kugelwelle, die sich moglicherweise zu einem Dipol konden-
sieren kann, mathematisch darzustellen, muf man in den
Formeln (75) an Stelle von (r — ¢} setzen: (r + ¢) und zugleich
das Vorzeichen von § umkehren.

83. Aus diesen Uberlegungen folgt, daB man iiber die
Existenz etwaiger Elementardipole eine Kunde nicht von einer
neuen korpuskularen Strahlung, sondern von einer Lichtpuls-
strahlung zu erwarten hitte. KEs wire z. B. moglich, daf das
Licht der Bandenspektren aus explodierenden Dipolen be-
stinde. Denn das Fehlen eines richtigen Zeemaneffektes an
diesem Licht weist darauf hin, daB es nicht von KElektronen-
schwingungen erregt wird. Die feine Kannellierung der Banden
wire allerdings nur zu verstehen, wenn man annehmen wiirde,
daB jedes strahlende Atom nicht bloB einzelne Pulse, sondern
eine Unmenge, vielleicht Tausende von Pulsen in regelm#Bigen
Intervallen abgibt, durch deren Interferenz die feine Struktur
der Banden entstinde. Die Aussendung der Pulse miiBte mit
Eigenschwingungen der Atome zusammenhéingen und die kompli-
zierten Gesetze dieser Eigenschwingungen miiBten hinzugezogen
werden, um die merkwiirdigen Gesetze der Banden zu erkliren.
Es wire natiirlich verfehlt, wenn man diese Theorie an den duBerst
verwickelten Verhiltnissen der Bandenspektren priifen wollte.
Vielleicht konnte man aber an den einfacheren Resonanz-
spektren Aufklarungen bekommen, durch die die Mbglichkeit

Annalen der Physik. IV. Folge. 40. 2
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oder die Unmoglichkeit bewiesen wiirde, diese Spektren aus
einer regelméfBigen Folge von Pulsen zu erklaren.

34, Zum SchluB sei noch bemerkt, daB es moglicher-
weise ebensogut wie elektrische Dipole auch magnetische
Dipole geben kinnte. Es wiren das Elementarpartikelchen,
in denen ebenfalls ¢ und b sehr klein anzunebhmen wiren,
und in denen deswegen roth so gut wie Null wire, wihrend
divh £ 0. Der Vektor b hitte dagegen, wie immer, die Be-
dingung divb = O genau zu erfiillen. KEs wiren also in dem
magnetischen Elementardipol die Linien des Vektors b ge-
schlossene Kurven, die dhnlich wie die Linien der magnetischen
Induktion bei einem permanenten Magneten verlaufen. Die
Linien des Vektors § wiirden dagegen den Linien der magne-
tischen Kraft beim permanenten Magneten #hnlich sein und im
Innern des Dipols die entgegengesetzte Richtung haben, wie die
Linien des Vektors b. -

Das Plancksche Wirkungsquantum.

35. Solange man sich die wirmeiibertragenden Ver-
bindungen zwischen Ather und Materie als Resonatoren denkt,
wird man niemals dazu gelangen konnen, eine in sich wider-
spruchsfreie Auffassung von dem Planckschen Strahlungsgesetz
zu gewinnen. Denn man mag sich einen Resonator denken,
wie man will, immer mu er nach den Gesetzen der Mechanik
schwingen, muBl er Energie nach Maxwellschen Gesetzen auf-
nehmen und ausstrahlen, und das steht von vornherein im
Widerspruch mit der Existenz von Wirkungsquanten. Selbst-
verstindlich soll die Existenz elektrischer Resonatoren in den
Atomen nicht in Abrede gestellt werden. Die GesetzmiBig-
keiten des Zeemanschen Phinomens, besonders bei dem ein-
fachen Typus, den die Heliumlinien zeigen, weisen deutlich
darauf hin, daB die Sinuswellen der Serienlinien von Elektironen
ausgestrahlt werden, die im Atom regelrechte Pendelschwin-
gungen ausfihren. Und zwar zeigt das Zeemansche Phi-
nomen, daf man die Bewegungen der schwingenden Elektronen
ganz nach den Gesetzen der Mechanik durch Krafte beein-
flussen kann, die den gewdhnlichen Regeln der Elektrizitits-
lehre gehorchen. Daraus folgt aber unumginglich notwendig,
daB die schwingenden FElektronen nach den Gesetzen der



Grundlagen einer Theorie der Materie. 19

Mechanik und der Elektrizititslehre kontinuierlich Energie
aufnehmen konnen und dab sie die Energie nach den Max-
wellschen Gesetzen kontinuierlich wieder ausstrahlen. Will
man nicht die allgemein angenommene Deutung des Zeeman-
schen Phinomens umstoBen, so muf man also auch zugeben,
daB sich die sogenannte Quantentheorie auf die Elektronen-
schwingungen nicht anwenden l4Bt. Damit ist fiir diese gar
nichts Absonderliches ausgesagt, denn es gibt sicher noch eine
groBe Menge von Vorgtngen, bei denen das Wirkungsquantum
gar keine Rolle spielt. Man denke sich, um ein Beispiel zu
nehmen, ein Kathodenstrahlenteilchen, das mit grofer Ge-
schwindigkeit zwischen den Polen eines Elektromagneten fliegt.
Wiahrend das Elektron noch in dem Zwischenraum ist, werde
in einem geeigneten Augenblick das Magnetfeld erregt, so daB
die Bahn des Teilchens die Form eines geschlossenen Kreises
annehmen muB. Nun strahlt das Teilchen eine Welle aus, die
um so kiirzer ist, je stirker das magnetische Feld ist. Dieses
strahlende Teilchen kiimmert sich natiirlich gar nicht um das
Wirkungsquantum, und dabei kann man fiir seine Schwingungs-
zahl keine obere Grenze angeben. Wenigstens lange ultrarote
Wellen kann man sich noch ganz gut in dieser Weise erzeugt
denken.

Diese Uberlegungen widersprechen keineswegs dem Auf-
treten des Wirkungsquantums beim Wirmeaustausch zwischen
Materie und Ather. Sie fihren nur dazu, da wir den Elek-
tronenschwingungen bei diesem Warmeaustausch eine ziemlich
unwesentliche Rolle zuschreiben miissen. Bekanntlich sind
Resonatoren an sich, wenn sie nicht mit anderen Mechanismen
verkoppelt sind, iiberhaupt gar nicht imstande, den Wirme-
austausch zwischen Materie und Ather zu vermitteln; denn sie
absorbieren die Strahlung nicht, sie zerstreuen sie nur. Man
denke sich einen Hohlraum, der mit einer vollkommen spiegeln-
den Wand umgeben ist, und in dem sehr viele elektrische
Resonatoren verteilt sind. L#bt man in diesen Hohlraum
irgendeine Strahlung eintreten, so #ndern die Resonatoren an
der spektralen Zusammensetzung der Strahlung gar nichts, sie
fithren sie nicht in die Strahlung des schwarzen Korpers iiber,
was ein Stiick wirklich absorbierende Materie im Hohlraum
sofort tun wiirde. Es ist also sehr wahrscheinlich, daB man

2’
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fiir das Verstindnis des Wéirmeaustausches zwischen Materie
und Ather die Resonatoren vollig entbehren kann, daB ihre
Mitwirkung bei dem Vorgang pur sekunddrer Art ist und
theoretisch weiter nichts als eine unniitze Komplikation be-
deutet.

Wir haben nun im Abschnitt 32. die Méglichkeit einer
Strahlung kennen gelernt, die nicht von Resonatoren ausgeht.
Durch die dort beschriebene Explosion von Dipolen wird un-
mittelbar Knergie der Materie in Strahlungsenergie um-
gewandelt. Denn ein Elementardipol ist genau so, wie ein
Elektron als einer der materiellen Bausteine des Atoms auf-
zufassen. Er nimmt an den inneren Bewegungen im Atom
teil und vermag dabei gelegentlich eine ungewdhnlich groBe
Energieanreicherung erfahren, so daB er #ber seinen labilen
Grenzzustand hinanskommt und explodiert. Dabei geht er
und die ganze ihm innewohnende Knergie in eine Impuls-
welle iiber.

Eine derartige Explosion eines Dipols hat ein genaues
Analogon in dem Austritt eines Elektrons aus dem Atom.
Dieser Austritt erfolgt immer dann, wenn ein Elektron eine
so heftige Bewegung erlangt, daB es iiber eine gewisse labile
Grenzlage im Atom hinausgeht. Genau so, wie die Bewegungs-
energie des frei gewordenen Elektrons je nach der Heftigkeit
der Bewegung, die zu dem Austritt aus dem Atomverband
fithrt, die verschiedensten Werte annehmen kann, so wird
auch die Energie der Pulswelle, die aus dem explodierenden
Dipol entsteht, auBerordentlich verschieden ausfallen kdnnen,
je nach der Heftigkeit, mit welcher der labile Grenzzustand
iiberschritten wird. Je heftiger der Vorgang ist, um so griBer
wird die Energie der Pulswelle sein, zugleich wird der Vor-
gang sich um so rascher abspielen und also die Impulshreite um
so kleiner sein. Setzen wir voraus, daB es nur eine einzige
Art von Dipolen gibt, so gehdrt jedenfalls zu einer bestimmten
Heftigkeit des Vorganges, also einer bestimmten Impulsbreite,
immer dasselbe Energiequantum und dieses wichst mit ab-
nehmender Impulsbreite.

Die Strahlung, die aus explodierenden Dipolen besteht, muf
quantenkaft sein, vorausgeselzt, dafi es nur eine einzige Art von
FBlementardipolen gibt, und zwar muf das Energiequontum eines
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Strahlungspulses um so grofer sein, je hleiner die Impuls-
breite ist.

Da Elektronenemission und Dipolexplosion sehr verwandte
Vorginge sind, so ist zu erwarten, daB beide miteinander
parallel gehen. In der Tat scheinen die Beobachtungen an
fluoreszierenden Korpern hierauf hinzuweisen. Da die beiden
Vorginge andererseits nicht direkt kausal miteinander verkniipft
sind, so ist zu erwarten, daB ihr gemeinsames Auftreten nicht
durch allgemein giltige quantitative (Gtesetze geregelt wird.

Schwieriger als die Frage der Emission von Strahlung ist
auch in der hier vertretenen Theorie die Frage nach der Ab-
sorption. Absorption muB natiirlich gleichbedeutend sein mit
Neubildung materieller Dipole durch Konzentration strahlender
Energie. Wahrscheinlich wird man annehmen miissen, daB
jedes explodierende Dipol im Atom einen Keim zuriicklaft,
an dem sich leicht wieder Strahlung kondensieren kann. Man
wird indessen gut tun, erst dann ernstlich an die Frage der
Absorption heranzutreten, wenn experimentelle Untersuchungen
etwas iiber die Mdoglichkeit der Theorie der Elementardipole
gelehrt, und im bejahenden Fall auBerdem Material zu einer
genaueren Ausarbeitung der Theorie gegeben haben.

86. Die Frage liegt nahe, was die anschauliche Deutung
des Wirkungsquantums in unserer Theorie sein mége. Dazu
ist zu bemerken, daB diese Deutung noch von den Details der
Theorie abhingen wird, die wir zunichst ganz unbestimmt
gelagsen haben. Wenn wir also im folgenden unter einer be-
stimmten Nebenannahme, die wir der Theorie hinzufiigen, eine
Deutung der Grofle % versuchen, so diirfen wir dabei nicht
vergessen, daB eine andere Spezialisierung der Theorie zu
einer anderen Deutung fithren kionnte. Wir machen nun also
die folgende

Nebenannahme: Die Impulswelle des explodierenden Dipols
hat fur alle Impulsbreiten dieselbe Form.

Die Funktion, die nach (75) zur Berechnung der Welle
fithrt, soll also die Form haben:

fr—1)=g¢m@r—1),

wo ¢ eine universelle Funktion ist und m ein Faktor, der
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alle moglichen Werte annehmen kann. Der Faktor m ist der
Impulsbreite umgekehrt proportional.

Unter dieser Annahme kann ick den folgenden Satz be-
weisen:

Die Zahl der in sich geschlossenen elekirischen Kraftlinien,
die den hohlkugelformigen Wirbelring der elektrischen Impuls-
welle eines explodierenden Dipols bilden, ist eine universelle Kon-
stante, wund das Wirkungsquantum h ist nichis anderes als das
Quadrat dieser Konstante, mullipliziert mit einem Zahlenfaktor,
der nur von der Wahl der Mafeinheiten abhingt.

Auf der Oberfliche einer sehr grofien Kugel vom Radius »
berechnen sich die FeldgroBen nach (75), unter Vernachléssigung
der hoheren negativen Potenzen von r, wie folgt:

2, ¢mr—1)

. sin &,
o

b=m

h=m2 20D ging,
r

b verliuft lings der Meridiankreise, § lings der Breitenkreise
der Kugel. Durch eine Kugelzone von der Breite d&, deren
Flacheninhalt 2 7 72 - sin<F - d9 ist, wird wihrend der Zeit d¢
die Energiemenge iibertragen:

dE =%.9-2nr2sin & . dFdt = 2 -m*- ¢” 2-sin® - d - de.

Wenn nun wie auf p. 16 oben die Grenzwerte von r— ¢, zwischen
denen die Kugelwelle eingeschlossen ist, mit o« und & be-
zeichnet werden, so sind die Werte a’=m-a und &'=m.d
nach unserer Nebenannahme von m unabhingig. Wir setzen
weiter m(r —¢) = w, dann ist die ganze Energie der Impuls-
welle:

a’ 7

E=2n.m3 | ¢"(w)? do- | sin®F.dd.
Jrrer]

Setzen wir:

(18) ¢ (@ do = a,

/
so ist « eine von m unabhingige GroBe und:
(19) =37 yoms,

3
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Wir denken uns nun den Impuls nach dem Fourierschen
Satz aus einer kontinuierlichen Folge von Sinuswellen zu-
sammengesetzt. In ganz derselben Weise 19st ein Spektroskop
ihn in ein kontinuierliches Spektrum auf. Wir diirfen an-
nehmen, daB die Form der Funktion ¢ derartig ist, dafl das
Spektrum des Impulses ein ziemlich schmales Band ist, dessen
mittlere Wellenliinge 2 heiflen mige. Die entsprechende
mittlere Schwingungszahl pro Sekunde » berechnet sich dann:

4]
V= =

A

und das Plancksche Strahlungsgesetz ist identisch mit dem
Satze, daB:

E=h.v,
Beachten wir nun, daB der Quotient:
m .

(80) =8

eine Zahl ist, die nicht von der Impulsbreite abhéngt, so be-
kommen wir aus (79):
8n

(81) R=S2T . gom?,

8m-«-f/8 ist ein von der Impulsbreite unabhingiger Zahlen-
faktor.

Wir wollen nun weiter die Zabhl der Kraftlinien berschnen,
die den Wirbelring des Impulses bilden. Zu dem Zweck be-
trachten wir den Aquatorkreis (& = m/2). Durch ihn tritt
wahrend der Zeit d¢ eine Zahl dn von elektrischen Kraftlinien
senkrecht hindurch, die sich einfach zu:

dn=2nr-b-dt =2x.m?. ¢"- dt
berechnet.

Lassen wir nun das Argument o der Funktion ¢” von &
an, wo sie noch Null ist und eben von Null verschiedene
Werte anzunehmen beginnt, wachsen, so miissen wir schlieB-
lich zu einem Wert des Argumentes ¢’ kommen, wo sich das
Vorzeichen von ¢” umkehrt, um dann an der anderen Grenze
in o’ wieder Null zu werden. ¢ ist wie o' und & von der
Impulsbreite unabhingig, ebenso also auch das Integral:

¢ o
(82) fgo"(a;).dm = ——f(p” (@) -do =7.

»
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Die gesamte Zabl der Linien, die den elektrischen Kraft-
wirbel bilden, ist:

(83) n=2mwy-m.

Durch Kombination von (81) und (88) ergibt sich schlieBlich:
- 2 b

(84) h=C.n?, =%

C ist ein von der Impulsbreite unabhingiger Zahlenfaktor.
Damit ist der Satz bewiesen.

Nach dieser Auffassung ist das Wirkungsquantum oder,
genauer gesagt, die Quadratwurzel aus dem Wirkungsquantum
eine GrioBe, die dem Elementarquantum der elektrischen
Ladung vollkommen analog ist. So wie das letztere die Zahl
der Kraftlinien angibt, die im Elektron in Form einer Knoten-
stelle endigen, so stellt /& die Zahl der Kraftlinien dar, die
in Form eines Kn#uels den Dipol bilden, wenigstens nach
seiner Explosion. Ks ist vielleicht von Interesse, diese beiden
Zahlen miteinander zu vergleichen. Allerdings kommt in (84)
noch ein unbekannter Zahlenfaktor € vor, der fiir jede Form
der Funktion ¢ anders sein wird. Um wenigstens eine Vor-
stellung von der GroBenordnung der Zahl n zu haben, wollen
wir eine ganz bestimmte Funktion einsetzen, und zwar das
schon auf p. 16 erwihnte Beispiel (77), also:

"= —a-.sinm(r—t).
Dann berechnet sich die Konstante C der Gleichung (84) zu:

T
C=5",

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeuten soll. Dabei ist nun

aber die Zahln in dem nur in der Theorie gebriuchlichen elektro-

statischen MaBsystem gerechnet, aus welchem der bekannte

Faktor 4 entfernt ist (b = e, divd = ¢). Rechnen wir die Zahl

der Kraftlinien um in die praktische Einheit Coulomb, und

bezeichnen wir sie alsdann mit %, so haben wir zu setzen:
10

¢ Vin

und die Gleichung (84) lautet nun so:

4nt.c 2
h = 800 -V

N =

n
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Setzen wir den Wert von 4 ein: & = 65,5.10728, so ergibt sich:
N = 129 . 10~2° Coulomb.

Das Elementarquantum der elektrischen Ladung ist:
e = 15,6 - 10720 Coulomb.

7,

Bei der speziellen Annahme ¢”= a.sinm{r —t) ergibt
sich also die Zahl der elektrischen Kraftlinien, die das Wirbel-
kniuel eines Elementardipols bilden, als ziemlich genau das
Achtfache des elektrischen FKElementarquantums. Jedenfalls
liegen die beiden Grofien N und e ungefihr in demselben
GroBengebiet, und N ist grober als e,

Fiinftes Kapitel.
Die Gravitation.
Die erweiterten Grundgleichungen der Atherdynamik.

87. Wir haben auf p.5 gesehen, daB der von uns an-
genommene Kohi#isionsdruck der -elektrischen Ladungen zu-
sammen mit dem elektromagnetischen Felde immer noch nicht
ausreicht, um alle Kraftwirkungen in der materiellen Welt zu
erkliren, Es fehlt noch die Gravitation, und wir sind nun
gezwungen, das System der fundamentalen GroBen, in das wir
(I p. 513) zuniichst so wenig GriBen als irgend moglich auf-
genommen haben, nimlich nur den Sechservektor (§, — ¢-9)
und den Vierervektor (v, ¢g), zu erweitern.

Das n#chstliegende wire, die Gravitation aufzufassen als
eine der Energie an sich innewohnende Kohisionswirkung.
Wenn wir aber an der Giiltigkeit des Relativitdtsprinzips fest-
halten wollen, so kdnnen wir die Energie nicht fiir sich allein in
die erweiterten Gleichungen eingehen lassen, denn die Energie-
dichte ist in der Relativitatstheorie das letzte Glied der Weltmatrix
(vel. L p. 525, Gleichung (16)), es miiBite also schon die ganze
Matrix als solche in die Gleichungen eintreten. Versucht man
die Matrix mit irgend einer anderen vierdimensionalen Grobe
durch vierdimensionale Differentialoperatoren zu verkniipfen,
um auf diese Weise (leichungen zu erhalten, die sowohl dem
Kausalititsprinzip (I. p. 514) als auch dem Energieprinzip
(I p. 521) geniigen, so stoBt man auf uniiberwindliche Schwierig-
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keiten. Ich habe mich lange mit solchen Versuchen, die
immer zu recht umstéindlichen Gleichungssystemen fithren, ab-
gemiiht und ich bin iiberzeugt, daB es auf diese Weise ganz
unmoglich ist, eine Theorie der Gravitation zu gewinnen, die
sowohl dem Relativititsprinzip, als auch dem Energieprinzip
gehorcht.

Dagegen kommt man auBerordentlich leicht und einfach
zum Ziel, wenn man nicht der GroSe #, sondern der GriBe H,
die in L auf p. 523 durch Gleichung (7) als H = ¥ —5-§+b-{
definiert ist, das Kohisionsbestreben zuschreibt. Solange die
Geschwindigkeiten der materiellen Elementarpartikelchen gegen
die Lichtgeschwindigkeit klein sind, wird es experimentell
nicht zu unterscheiden sein, ob # oder ob A fiir die Schwere-
wirkung maBgebend ist. Nach Gleichungen (69) und (70) ist
namlich fiir ein bewegtes Massenteilchen:

[H-ar=yT=¢ -,

1 7
fw-ar= = b

wo die Integrale iiber das von dem Teilchen erfiillte Volumen
zu erstrecken sind und wo k£, die Energie des ruhenden
Teilchens, ¢ seine Geschwindigkeit im Verhiltnis zur Licht-
geschwindigkeit bedeuten. Man sieht also, daB sich die beiden
Integrale praktisch nicht merklich unterscheiden.

Nun ist die GroBe H aber ein vierdimensionaler Skalar,
und auf diesen 1aBt sich der Differentialoperator nur in einer
einzigen Weise anwenden, er liefert einen Vierervektor, den
Gradienten des Skalars. Umgekehrt kann man auch den
Vierervektor dadurch mit einem Skalar verkniipfen, daB man
auf ihn die Operation ,,Divergenz“ anwendet. Dagegen liBt
sich ein Sechservektor durch vierdimensionale Differential-
operationen erster Ordnung nicht mit einem Skalar in Ver-
bindung bringen. Daraus folgt:

Das  Gravitationsfeld mufi notwendigerweise durch einen
Vierervektor dargestellt werden, nicht durch einen Sechservektor.

Dieser Satz beruht allerdings auf der Voraussetzung, daf
die gravitierende Masse durch einen vierdimensionalen Skalar,
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namlich die GroBe H zu berechnen ist. Anders wire es,
wenn die Dichte der gravitierenden Masse die vierte Kompo-
nente eines Vierervektors wire, wie die Dichte der elektrischen
Ladung. Dann wiirde das Gravitationsfeld dhnlich wie das
elektromagnetische Feld einen Sechservektor erfordern. Soviel
ich sehe, ist es aber unmboglich, einen Vierervektor zu finden,
dessen vierte Komponente angenshert gleich der Energiedichte
wire, und die Theorien der Gravitation, welche, wie die von
0.Heavisidel), H. A. Lorentz?, R. Gans3), das Gravitations-
feld ebenso behandeln wie das elektromagnetische, konnen
daher entweder nicht mit dem Relativititsprinzip zusammen-
stimmen, oder die schwere Masse kann in ihnen nicht gleich
der trigen Masse sein.

Um nun die Gleichungen des Gravitationsfeldes aufzu-
stellen, verfahren wir genau ebenso, wie bei der Aufstellung
der elektromagnetischen Grundgleichungen in I, Abschmnitt 2.
bis 5, Wir nehmen an, daB zur vollstindigen Beschreibung
der materiellen Welt auBer dem Sechservektor (), —:-9) und
dem Vierervektor (b, ¢9) noch ein zweiter Vierervektor (g, i-%)
und ein Skalar o notwendig sind. Diesem GroBensystem geht
ein zweites parallel, das vollstindig bestimmt ist, wenn alle
GroBen des ersten Systems gegeben sind. Wir kennen von
dem zweiten System schon den Sechservektor (b, —ie), den
Vierervektor (f, ¢), die nun allerdings nicht nur von (f, —7d)
und (v, ig), sondern auch noch von (g, 7u) und @ abhingen.
Wir miissen ferner noch hinzufiigen einen Vierervektor (t, i w)
und einen Skalar H, die (g, i) und e entsprechen. Der
Skalar A soll im wesentlichen identisch sein mit der in I. p. 523
definierten GroBe. Jedoch hiangt er ebenso wie die Energie-
dichte # nicht nur von (§, —id) und (v, ig), sondern auch
noch von den GroBen des Gravitationsfeldes, also (g, ) und @
ab, und die Beziehung (7) wird dementsprechend noch eine
kleine Anderung erfahren miissen. Wir wenden nun auf (g, ¢ )
und o die eine der beiden mdglichen vierdimensionalen Vektor-
operationen an und auf (f, sw) und H die andere. Auf diese
Weise erhalten wir die einzig mogliche Form fir die Ge-

1) 0. Heaviside, Electromagnetic Theory 1. p. 455. 1894,
2) H. A. Lorentz, Versl. Kon. Ak. Wet. Amsterdam 8, p. 603. 1900.
3) B. Gans, Physik. Zeitschr. 6. p. 808, 1905.
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setze der Gravitation, die mit dem Relativititsprinzip im Ein-
klang ist:

%= &

[:=}
«
|
QD
<

(s=3
N
i
|
Q)
»

ot, of, of, 0
(86) 6z+6y+8x +F?—=—7'H'

Hier soll y eine universelle Konstante bedeuten. Die Glei-
chungen (85) sind dquivalent mit den folgenden:

e =0
87) i P+ G =0,
L+ a=0

(88) 90— .

Die Gleichungen (86), (87), (88) bilden zusammen ein
System von fiinf voneinander unabhingigen Gleichungen, deren
jede einen ersten Differentialquotienten einer der fiinf neuen
ZustandsgroBen nach der Zeit enthilt. Das Kausalititsprinzip
ist demnach erfiillt.

Das wollstindige System der Grundgleichungen der Ather-
physik  mit Einschlufp der Gravitationswirkungen wird gebildet
durch die Gleichungen: (1), (2), (3), (4), (86), (87), (88).

In den Symbolen der vierdimensionalen Vektoranalysis
kann man die Gleichungen (85) bis (88) auch so schreiben:

(8 7u) = Jped w,
Div(t, iw) =—y-H,
Rot(g, iw) = 0.
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Das Gleichungssystem (85) und (86) wiirde formell mit
dem iibereinstimmen, das M. Abraham?) seiner Theorie der
Gravitation zugrunde legt, wenn man die beiden Vektoren (g, ¢ «)
und (f, iw) einander gleich setzen wollte. M. Abraham geht
in seiner Theorie von der Voraussetzung aus, daB die Dichte
der gravitierenden Masse {die er » nennt) ein vierdimensionaler
Skalar ist, und da er sich in der zitierten Arbeit noch der
Methoden der Relativititstheorie bediente, so muBte er zu
diesem Gleichungssystem kommen, welches das einzige ist, das
die Relativititstheorie liefern kann.

38, Es fragt sich nun vor allem, ob auch nach dem
Hinzukommen der Gleichungen (86), (87), (88) das Prinzip der
Energie erfiillt ist. Wir werden also die Gleichungen (87) mit
den Komponenten eines dreidimensionalen Vektors, sagen wir g,
multiplizieren, ebenso Gleichung (86) mit einem dreidimensio-
nalen Skalar s, und addieren. Die Glieder, die Differential-
quotienten nach den Koordinaten enthalten, sind dann:

du ou du of. of oft,
"w'?x‘“y'a;“z'?;“'(‘ax * oy +"67)'

Damit dieser Ausdruck eine Divergenz darstellt, muB sein:
a=1F s=uwu Wir haben somit als letzten Teil der Energie-
gleichung gefunden:
. aq 8w fw _
dlv(u'f)—l‘f"a—t—'l— U"é—t*'—j/'lj'bét——o,
wobei in dem letzten Summanden fiir » nach Gleichung (88).
der Wert dw/Jdt eingesetzt ist.

Mit Hinzunahme der Gravitationswirkungen ergibt sich
also an Stelle von I. Gleichung (5) auf p. 522 als der gesamte
Energiestrom:

(89) g=1[e-)]—q@-v+u-t
weiter als die gesamte Anderung der Energiedichte:
(90) dW = e-dd+§-db —p-do —v-df+t-dg+u-dw—y-H-do.

Die Funktion H mu nun anstatt durch Gleichung (7) in
I. p. 528 durch folgende Gleichung definiert werden:

(91) W=H+896—v-f{+u-w.

1) M. Abraham, Physik. Zeitschr. 13. p. 1. 1912,
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Aus (90) folgt dann:
(92) dH =e-ddb—0-dy) —@p-do+{-dv+t-dg—w-du—y-H-dw.

Da H eine Funktion von den folgenden Variabeln ist: (b, 9,
e, v, 9, ¢, @), so haben wir also:

_0H . _ 8H Y I
og [T B T T P, f="%
(93) p OH we_ 98  0H =—y.H

dg du ' w :

Aus der letzten der Gleichungen (93) geht hervor, daB:

(94) H=e=-1o.H {5, 0,0, 4.
Wenn wir nun definieren:
g OH M AW . 0H
(95]'“60’ “T ey YT T 1T
) l e_ OH oI
T - du ’

wo die gestrichenen GroBen alle nur von (b, b, o, b, g, %), aber
nicht von @ abhingen, so ist:

f=e-ro.f, P=e-ro.¥, w=e-re.y,

Wenn die Gleichungen (93) erfiillt sind, so gilt auch fir
die erweiterten Grundgleichungen das Energieprinzip, und
wenn in H alle Variablen nur in Kombinationen vorkommen,
die fiir die Lorentzsche Transformation invariant sind, so
gilt auch das Relativititsprinzip.

Es ist somit gelungen, eine Theorie der Gravitation auf-
zustellen, in der sowohl das Energieprinzip, als auch das Rela-
tivititsprinzip qultig ist.

Gerade auf das letzte mochte ich besonders Gewicht
legen, da in der hier vertretenen Theorie der Materie ein
Ansatz, der dem Relativititsprinzip widerspriche, ohne weiteres
zu verwerfen wire. M. Abraham vertritt in seinen Arbeiten
iiber Gravitation den Standpunkt!), daB Gravitation und Rela-

1) M. Abraham, Ann. d. Phys. 38. p. 1056, 1912,
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tivitatstheorie nicht miteinander vereinbar seien. Wire das
der Fall, so mibte man daraus die Folgerung zichen, da die
Gravitation eine sozusagen rein #uBerliche Kraft ist, die an
der Existenz der Materie selbst unbeteiligt ist. Denn gehorte
sie, wie ich hier annehme, zu den Kriften, die die Form der
materiellen Elementarteilchen und den ganzen inneren Bau
der Atome wesentlich bestimmen, und wiirde sie dem Rela-
tivitatsprinzip nicht gehorchen, dann wire es undenkbar, dab
die Elementarteilchen der Materie und die Kraftwirkungen,
die sie zu Atomen, zu Molekiilen, zu greifbaren Kérpern ver-
binden, bei einer Bewegung der Materie durch den Raum
ganz allgemein just die Verinderungen erlitten, die zu der
durch den Michelsonschen Versuch erwiesenen Kontraktion
der Materie fithren. Andererseits glaube ich aber auch, daB
man auf sehr groBe Schwierigkeiten stoBen wiirde, wenn man
die Gravitation als eine Wirkung behandeln wollte, die bei
den innersten Vorgingen in den Atomen keine bemerkbare
Rolle spielte, und ich glaube daher, daB man den Standpunkt
M. Abrahams aufgeben muBl, sobald man die Theorie der
Gravitation nicht losgelost von der Theorie der Materie be-
handelt. Es scheint mir deswegen sehr wichtig zu sein, dab
man in einer so einfachen Weise Gravitation und Relativitits-
theorie miteinander verbinden kann, wie wir es eben getan
haben.

Es sei noch bemerkt, daB auch in der durch die Glei-
chungen (86), (87), (88) erweiterten Atherdynamik das Hamilton-
sche Prinzip in der Form, wie wir es in I, Abschnitt 10, kennen
gelernt haben, giiltig ist. Der Beweis bietet keinerlei Schwierig-
keiten.

Die Invarianten.

39. Die Zahl der Invarianten wird durch das Hinzu-
treten der Gravitationsgrofen betrichtlich vermehrt. Es
kommen nimlich, abgesehen von dem Gravitationspotential e,
noch vier weitere GroBen zu den vier in I. auf p. 531 ge-
fundenen Grofien (24) hinzu, die Funktion H’ in (94) kann
also moglicherweise von acht unabhingigen Variablen ab-
hingen. Man kann dazu die folgenden Kombinationen der
Zustandsvariablen nehmen:
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pP= b2 — I)z7
g =9,
o= VTV,
m | peer
= (u.{) - [g.b])z —
h={(g-v)—u-o0,
= (-5 — [v-5])- (w:h — [g-2]) — (v-0)-(g-D).

Mit den Methoden der vierdimensionalen Vektoranalysis
1aBt sich der Beweis fithren, daB alle anderen Invarianten
sich aus diesen acht GroBen berechnen lassen. Ich méchte
diesen Beweis aber hier nicht wiedergeben.

Ebenso mochte ich die Formeln, die analog den Formeln (25)
in L p. 531 nun zur Berechnung der GriBen ¢, 0, ¢, f, v, {
aus der Funktion /7’ fithren, hier nicht herschreiben, da sie
sich ganz leicht ergeben.

Die Differentialgleichung des Elektrons.

40. Invarianten fiir die Lorentzsche Transformation

sind natiirlich auch die folgenden GroBen:
e*d—Db.-fh=e"ro. (¢ b— b P,
pro—f-o=e7o.(@0— 1),
f.g._w-u=g—7w. (f’.g_w’.u).

Es ist fir manche Zwecke bequemer, an Stelle der
Funktion A andere Funktionen zu nehmen, die sich von ihr
nur durch einen Summanden unterscheiden, der aus den eben
hingeschriebenen Grofien gebildet wird. Wir wollen nun genau
wie I. p. 524 definieren:

(98) O=H—(e-d—b-h)+ (p-0—f-v).
Wir konnen auch setzen:
{ O=¢c—vo.d,
@= '~ (€2 =5+ 0 —F-v),
wo also @' eine GrioBe ist, die nur von den Variablen b, §,
0, v, g, u abhingt, aber nicht von w. Da sich (¢, ¥, ¢/, )

(99)
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aus den Variabeln (b, §, 9, v, g, ») berechnen lassen, so kann
man auch umgekehrt (b, 5, o, v) aus (¢, ¥, ¢, [, g, u )berechnen
und man darf daher &' als eine Funktion dieses neuen Systems
von Variabeln betrachten:

(100) D=cro. DE,0, 9,70 0).
Nun folgt aus (99) und (95):

d¥' =—0d+de'+ Yh-db'+ o-dg¢'— v-df + V. dg — w'- du,
also:

o 174 o o

101) D =— 1 ) f)-— oy’ 0= a(p" D=—"8T1
( LN L
= ag W= du

In dem Falle eines ruhenden Elektrons sind die GriBen
v, f, u konstant gleich Null zu setzen und die tibrigen drei
héingen nur von der Entfernung r vom Zentrum ab. Ich setze:

X = e’=——-e+7wc—%(:_l,

(102) V=g¢'= e*ro-p,
do
Z= g:: 87.

Wir haben also eine Funktion @ von nur noch drei
Variablen:
¥ T, 2).
Da aber auBerdem:

dy
=—‘d—r‘-+}"Y‘Z;

so haben wir in Wirklichkeit nur noch zwei unbekannte
Variablen ¥ und Z und die Ableitung der einen dY/dr in @

Fiir diese beiden unbekannten Variablen ¥ und Z haben
wir dane die folgenden zwei Differentialgleichungen:

1 d
7 'd,,.(z b =0,
1 d
—r,—.ﬁ(rz-f)=—-y-ﬂ,
oder:
1 d o o
(103) (e sx) Y er =0
L. d (5 39 , 8 3 Ed
7 (" 57) (¥ -XGx ~T oy 2 g7 ) =0

Annalen der Physﬂz. IV. Folge. 40. 3
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Durch diese beiden Gleichungen ist Gleichung (34) in II.
p- 15 zu ersetzen, wenn man das Problem des Elektrons mit
Beriicksichtigung der Gravitation diskutieren will. Ubrigens
kann man auch nach dem gewdhnlichen Verfahren der Diffe-
rentialrechnung die unbekannte Z und ihre Ableitungen aus
den beiden Gleichungen eliminieren. Man bekommt alsdann
eine Gleichung dritter Ordnung fiir die Unbekannte ¥ = e7«. ¢,
wihrend (84) eine Gleichung zweiter Ordnung fiir ¢ war.

Diel Weltmatrix.

41. Die im vorigen Abschnitt definierte Weltfunktion @
kénnen wir wie friher (L p. 525) zur Aufstellung der Welt-
matrix benutzen. Nach Gleichung (98) und (Y1) ist nimlich:

(104) W= @+4ed— @0+ uw.

Die Weltmatrix 1Bt sich nun nach genau demselben Schema
aufbauen wie in Gleichung (16), indem wir einfach den Gravi-
tationsvierervektor noch hinzunehmen:
‘ q)'_b'b+embx+f)zbm+fzbm—gmfm’ i
' s by + I)m by + f:c t)y - gz fy’ ea: bz + bm bz + fm bz - gz'fﬂ
- l(by f)z - bz'by - fa;.() + gm'w) s
e, d, 49,0, 4,0, —g, L,
D —b-h+e,d 5,0 +F0,—g,1,
ey"bz—‘_by bz+fy'nz—gy.fz’ - Z.(bz bz_br'bz—fy’\o-'}—gy'w)a
ez'ba: + bz'Bz + fz'bz - gz.ffﬂ ez'by + f)z','by + iz'by - gz'fy’
@ —b-h+ebd +00b +fv—agf,
— (b, B, — DB, — T,0 + 0,2,
— i-(eyf)z —e-0,—v. ¢+,
— i'(ez'bm —_ ea:'bz _— by.rp + fy.u)’
- i'(ea:.by - ey.f’x —D0, + fz.u)’ D +ed— P-0+uw.

Wendet man auf diese Matrix die Operation A:v an, so
liefert die vierte Reihe das KEnergieprinzip, die drei ersten
Reihen werden zn den Bewegungsgleichungen eines materiellen
Teilchens fithren,
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Durch ganz elementare Rechenoperationen, die nur wenig
umstindlicher sind als die in Abschnitt 25, erwihnten, kann
man auch fiir den allgemeinsten ¥all, dal in H die simt-
lichen Variabeln (97) vorkommen, die Gleichungen beweisen:

(106)  [e-d] + [b-b] + [f-v] + [f-g) = O,
(107)  [e-b] + [6-d] + (0-f — -0} + (u-t —w-g) =0,

welche die Verallgemeinerung der Gleichungen (54) und (55)
sind. Es ist also:

em-by + f)z~by -+ fx-ny — gm-fy = bm-ey + bw-by -+ vz-fy — fz-gy usw,
by-bz —_ bz-by —of,+wg, = ey-f)z — ez.[)y — @b, +ut, usw.
Die Weltmatriz (105) ist symmetrisch zur Diagonale.

Berechnung der auf ein Massenteilchen wirkenden Kraft.

42. Um die ponderomotorische Kraft fiir ein Massen-
teilchen zu berechnen, verfahren wir genau wie in 26. Wir
betrachten ein Volumen 7, in welchem das Massenteilchen
enthalten ist, und das einerseits so groB ist, daB auf der
Oberfliche § schon das im Vakuum geltende Gesetz der Super-
position erfiillt ist, andererseits aber so klein, daf man das
weit ausgedehnte Feld, welches die Kraftwirkung verursacht,
in seinem Innern in guter Niherung als homogen ansehen
darf, wenn man sich das Teilchen wegdenkt.

Fir die Gravitationswirkungen sagt das Superpositions-
prinzip aus, daB die Differentialgleichungen (86) und (87) in g
und # linear sind.” Es muB demnach die Bedingung er-
fiillt sein:

Im Vakuum unterscheiden sich (g, iu) und (%, ¢w) nur durch
etnen honstanten Faktor.

Der Proportionalititsfaktor hingt nur davon ab, wie wir
die Einheiten definieren.l) Wir wollen festsetzen, daB im
Fakuum:

(108) g="F.

1) Um von dem Faktor e ~7® absehen zu diirfen, nehmen wir an,
daB das Gravitationspotential o so klein ist, daB man e ~7* nicht von 1
unterscheiden kann. Wir werden in 47, erkennen, daB diese Annahme
die allgemeine Giiltigkeit der Beweise nicht einschrinkt.
8%
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Die Weltfunktion @ muB demnach auf der Oberfliche §
des betrachteten Volumens 7 in der Form:

(109) O =1L -07—e+ 1> )+ @
darzustellen sein, wo @, als verschwindend klein weggelassen
werden kann, und zwar mit einem um so kleineren Fehler, je
grofier man 7/ nimmt.

Es sei 8 der Energiestrom, dann ist der Wert des in /
enthaltenen Bewegungsimpulses & gegeben durch:

@=f§-d7.
12

Die trige Masse M, die im Volumen 7 enthalten ist,
betragt:
M={w-dr,
J

wo W die Energiedichte bedeutet. Die Geschwindigkeit q des
betrachteten Teilchens ist also:

~ 8
T M
Dann berechnet sich die auf das Teilchen wirkende Kraft § als:
d 0
B= 20— -é-f-.d17+f(q-v)g-d7.
v 14

Hier bedeutet der erste Summand der rechten Seite die
zeitliche Anderung des Bewegungsimpulses in dem ruhenden
Volumen 7, in welchem sich das Teilchen voranbewegt, also 3
sich andert, der zweite Summand die Anderung des Bewegungs-
impulses, die man im Volumen 7 berechnet, wenn man das
Teilchen in Ruhe und 8 ungeiindert sein 1aBt, aber 7 mit der
Geschwindigkeit q vorschiebt. Beide zusammen ergeben die
zeitliche Anderung von ® in einem mit dem Teilchen fest ver-
bundenen und mitbewegten Volumen /7.

Wir setzen nun fiir 08/0¢ die nach Gleichung (58) zu
berechnenden Werte ein und bekommen durch eine einmalige
Integration (vgl. Gleichung (62)):

SB":va'dS +f§-g-dS-(N,q).
K 5
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Da auf § das Superpositionsprinzip gilt, so sind die Xompo-
nenten von py sowochl wie von 8 Ausdriicke zweiten Grades
in den ZustaudsgréBen, und zwar setzt sich P additiv zu-
sammen aus einem Ausdruck, der nur die elektromagnetischen
Feldgrofen enthalt, der Kraft des elektromagnetischen Feldes,
und einem Ausdruck, der nur die GravitationsgroBen g und
enthalt, der auf das Teilchen wirkenden Gravitationskraft. Da
der erste uns bekannt ist, interessiert uns hier nur noch der
zweite. Wir rechnen also mit:

Pe=—36—9"—g))— %o,
by=—208"3y
b, =—08,4,
8, = g, -u.

Ausdriicken, die sich aus der Matrix (105) ergeben, wenn man
f=g, u=w und fir @ den Wert (109) nimmt, wenn man
ferner alle Glieder mit b und e weglafBit.

Wir konnen uns nun ferner die einzelnen Komponenten
der ZustandsgroBen nach dem Superpositionsprinzip additiv
zusammengesetzt denken aus je zwei GroBen, einer, die dem
Eigenfeld des Teilchens entspricht und die wir mit dem Index 0
bezeichnen wollen, und der Grofe des weit ausgedehnten
Feldes, in welchem sich das Teilchen bewegt, der wir den
Index 1 geben wollen:

g=@g, + a8, uw=1u,+u.

Wir bekommen fir die Tensorkomponenten p und fiir die
Komponenten von 8 Summen von je drei Ausdriicken, von
denen sich der erste nur aus GroBen mit dem Index 0, der
zweite aus Grofen mit verschiedenen Indizes, der dritte aus
GroBen mit dem Index 1 zusammensetzt:

Po=—% (80"~ 9_1,02"‘ 80" + %)
920" 921 — Jyo 9y1 — Jo0° Gan + oy ul)

- %— * (gwlz— gylz_ gzl2 + u12)7
Py =" 020" 8y0 —(gxl'gyo+ gzo'gm) = Ge1" 9410
P == 8000 — 8180t 820' %) — 8arBis
8, = Uy 8,0+ (G0 T % 8u) + %Gy

—
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Dementsprechend zerfallt auch 9 in drei Summanden, die
man durch P,,, B,,, B,, bezeichnen konnte. P,, wiirde man
erhalten, wenn man das ausgedehnte Feld, in welchem sich
das Teilchen bewegt, gleich Null setzt (3, =0, », =0). Da
nun das eigene Feld des Teilchens mit sich im inuneren Gleich-
gewicht ist, so kann das Teilchen sich in einem Raum ohne
Feld (g, =0, », =0) nur mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegen, es ist demnach PB,,=0. Genau ebenso ergibt sich
B,,=0. Es bleiben also zur Berechnung von i nur die
Glieder iibrig, die wir durch ®,, charakterisiert haben. Bei-
spielsweise ergibt sich fiir die »-Komponente der Kraft:

s‘Ba: == 0 f(ngdSm + gyOdSy + gzO'dSz) — Uy llO'dSas
S

N
+ gyl.f(gy() de - gmo.dSy)
S
+ gzl'f(gzo'dsaa - gzo'dSz)
8
-+%j@wmd%+%d%+md®
)

+ 8- [ 00,48, + 0,48, + q,d5).

8
Dabei ist von der Annahme Gebrauch gemacht, daB das
ausgedehnte Feld g, », im Innern des Volumens 7 als kon-
stant betrachtet werden darf TFerner ist zur Abkiirzung
gesetzt:
dS§-cos(N,z) = d§,, dS-cos(N,y)=dS, dS-cos(},z)=dS,.
Aus der Kigenschaft des Vektors g, daB (nach Gleichung(87)):
rotg =0,

folgt:

[ 64048, — g,0-d8) = 0,

S

f(gzo'de - ngdSz) = 0.

8

Der dritte und vierte Summand des eben hingeschriebenen
Wertes fiir _ fallen also weg. Die iibrigen Summanden ver-
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wandle ich wieder in Raumintegrale, indem ich gleichzeitig
mehrmals davon Gebrauch mache, daB auf der Fliche § gilt
ty =0y, Wy =1,

ot at.,
$x="9x1'f( 0+ 6 *a—x“)'dy

—u - au" .dV

1

agl aqaco () 4
+ ul ) f( amo ’ + —-— y Qy + axo ) qz).d

B w, E)wo 0w,
+ gwl'f( Erai M i Py wre 'q=>'dV‘

Nun ist aber:

agz ag, 0g. dg. 04 dg. du
SR P i P o e R [l 7

und:

Gy auo Buw, __du, dw,

FE AR A PR PR E PR Sl T T
Es ergibt sich somlt.

ot £ d
qsw:_gxl.f( 0+ a o+ wo) arv

[ (- + g d“°) av.

Der zweite Summand ist verschwindend klein gegen den ersten.
Denn da im Innern des Volumens 7 w, und g,, verschwindend
klein gegen w, und g, sind, so fillt er gegen das Glied:

%Iw-gx-dV,

das in einer anderen Formel fiir P , némlich:

a®, d
(’B‘”——:W =-&7 (Dfl.bz_bzby—ixg—!‘gzw)dp

vorkommt, weg, er muf also verschwindend gegen den Wert
von B, iiberhaupt sein. Wir haben somit-

ok, ot foo 9 -
$x=—gwl.f(¥"o‘+ ay + 6 + - wo) dV.
12

Ich lasse nun im folgenden die Indizes wieder weg und
setze nach (86):

0t

Oo 4 0w o 00 .,
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wo nun also A die Hamiltonsche Funktion des Eigenfeldes
des Teilchens bedeutet, ferner setze ich g, =g, verstehe also
unter g die Feldstirke des ausgedehnten Feldes, in dem sich
das Teilchen bewegt. Fs ist dann:

(110) P =yq|HdTl.
/

Wir haben die schwere Masse m, des Teilchens zu defi-
nieren als:

(111) m = | H.d}
=

und es ist:

(112) S,B == ’/.mg.g_

Wir konnen demnach folgenden Satz aussprechen:

Im Gravitationsfeld gibt es nur eine Art von Kraftwirkuny,
die Schwerewirkung, und nichts, was zu dieser in einer dhnlichen
Beziehung stinde, wie die magnetische Kraftwirkung zur elch-
trischen. Dafir ist aber die schwere Masse eines materiellen
Teilchens im Gegensatz zu der konstanten elektrischen Ladung
von seinem Bewegungszustand abhingig.

Denn, wie wir auf p. 26 gesehen baben, ist:

(113) mg:]/l —qt-my,

wenn wir unter m, die schwere Masse des ruhenden Teilchens
verstehen. Man erkennt tibrigens ohne weiteres die Giiltigkeit
des folgenden Satzes:

In einem rukenden Massenteilchen sind die trdge Masse und
die schwere Masse identisch.

Beide sind m, = E,, Wie weit sie sich in einem be-
wegten Korper unterscheiden, werden wir in einem spiteren
Abschnitt (45.) sehen.

Ich denke mir nun zwei ruhende oder langsam bewegte
Teilchen von den schweren Massen m_ ;, und m_,. In dem
leeren Raum, der sie umgibt, berechnet sich die Feldstirke
der Gravitation, weil divf= —y.H ist und im Vakuum g=£%:
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wo 7, und 7, die von den Teilchen ausgehenden Radien-
vektoren bedeuten sollen, und zwar laufen die Feldlinien zu
dem das Feld erregenden Teilchen hin. Befinden sich beide
voneinander im Abstande r = r, = r,, so ziehen sie sich dem-
nach mit der an beiden gleich groBen Kraft an:

8 Mgy <M
(114) $g=ﬁ“;ﬂrz“ﬁ .

In unserer Gravitationstheorie gilt sowohl das Gesetz von der
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung, als auch das Newton-
sche Attraktionsgesetz.

Beide Gesetze sind eine notwendige Folge des im Vakuum
geltenden Superpositionsprinzips.

Da ferner nach dem Superpositionsprinzip die Gravitations-
felder von sehr vielen Massenteilchen, die nur die Sinkstellen
des Vektors f bedeuten, sich einfach zueinander addieren, so
folgt, daf die anzichende Wirkung eines Welthirpers durch das
Dazwischentreten eines anderen Korpers in keiner Weise alteriert
wird, sondern sich unverdndert der Wirkung dieses zweiten Kirpers
superponiert, m. a. W., dafi sich die Gravitation nicht ab-
schirmen ldft.

Die Energiedichte berechnet sich nach der Formel:

W=®+edD—qg.o+uw

im Vakuum, wo e=Dd, =0, 0=0, p=0, f =g, v =1,
folgendermaBen:

W= 1(e? 4 b2 + g% 4 u?).

Die Energiedichte des Gravitationsfeldes im Vakuum ist eine
positive Grofe.

Diesen Satz, der mit Riicksicht auf die anziehende Wir-
kung des Gravitationsfeldes beachtenswert ist, hat schon
M. Abraham aus seinem Ansatz der Gravitationsgleichungen
hergeleitet.

Wir wollen schlieBlich noch aus dem oben hingeschriebenen
Newtonschen Attraktionsgesetz (114) den Wert der universellen
Konstanten y zahlenmiBig berechnen. In Formel (114) sind
die beiden schweren Massen m ; und m , in Erg zu rechnen.
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Wir wollen sie zunichst in der iiblichen Weise in Gramm
angeben, indem wir setzen:

My My
ml = ] m2 =

)

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit (8-101%). Das Attraktionsgesetz
lautet dann:

_ preet myemy .
(114&) 9= in T

Bezeichnen wir die gewohnlich so genannte Gravitations-
konstante mit », so haben wir demnach:

_ 7,2,04 )
{115) ® =1
Eg ist also:
_ V4nu
7= o2 ‘

Setzen wir hier ein:

%= 6,648.10-¢,
so0 erhalten wir:

y =1,016.10—24,

Die trige Masse eines materiellen Teilchens.

43. Wenn %, die Energie eines ruhenden Teilchens ist,
so ist die KEnergie desselben Teilchens bei Bewegung mit der
Geschwindigkeit ¢, wie ans dem Liaueschen Satz folgt!):

Pty
Nach (91) und (98) ist die Energiedichte:
W=H+0b6)—jo+wu
=0 +ed—g@o+wu,
also mit Riicksicht auf (64) und (65):

116) B, = (B + w,ug0d Vo= [[(q + wyt05)-d 7,

Diese Formeln treten jetzt also an die Stelle der Formeln (66).

1) M. Laue, Das Relativititsprinzip p. 170.
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Aus den Gleichungen (85), (86) 1aBt sich leicht folgende
Formel herleiten:

0 {wew)
ot

Daraus ergibt sich fiir ein ruhendes materielles Partikelchen,
indem man iiber das ganze von ihm erfiillte Volumen 7,
integriert:

117 (e — [weuyd¥y =7+ [0, HydF,.

tg —wu=div(lw) +

+y-w-H.

An Stelle der drei Gleichungen auf p. 10 erhalten wir
mit Berficksichtigung der Gravitationsglieder aus dem Liaue-
schen Satz die folgenden Gleichungen:

f(bo'bo — 0,000 — €000 — Fo0 P00 + oo 8z0 T+ wo'”o)'dK):Eo’

J 08 = By By0 =0 = TroBy0 + broriya + 05710 47, = £,

f(bo’bo —bzo‘bzo - ezO.sz — sz'DzO + fzo'gzo + w.070)dVO=EO'
Durch Addition ergibt sich mit Riicksicht auf (65):
(118) By =—§ - [ (290 — by, — fy°80) 47y + [[wg-d7,

an Stelle von (71).
Im Felde eines Llektrons ist §, =0, u, =0, folglich:

(119) By=—}- [eddFyti [tog0d7,,
und dabei ist zufolge (64) und (115):

(120) feo-bo-dVo =f900-9-d70,
(121) [toogd?y=v-[o,tl-a7,.

Nach Formel (119) sind die Beweise, die wir auf p. 13 ge-
bracht haben, nicht mehr streng zu fithren. Trofzdem ist es
wohl ziemlich wahrscheinlich, daB die eigentiimlichen Aus-
sagen itber das Vorzeichen von e und ¢ im Innern des Elek-
trons tatsichlich bestehen bleiben.
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Schwerkraft bewegter Massenteilchen.

44. Es sei g,, g,, 6,, » das Schwerefeld eines materiellen
Teilchens, dessen schwere Masse im Ruhezustand m, sein
moge. Nach (85) 1aBt sich ¢ stets aus einem Schwerepoten-
tial @ berechnen:

X dw 0w o

=% WT e TG YT
und o ist dabei ein vierdimensionaler Skalar, d. h. eine In-
variante fiir die Liorentzsche Transformation. Das Teilchen
moge sich mit der Geschwindigkeit ¢ in der Richtung der
positiven z-Achse bewegen. Wir wollen dann auf Ruhe trans-
formieren, d. h. wir wollen dem Punkt x,y,z zur Zeit ¢ einen
Punkt z,, 7,, z, nach folgenden Gleichungen zuordnen:
x — q-t t—qex
= = = ——— t = premtep——
Lo Zy, Yo Y, ZO Vl _ qs (1] Vl ~ qg

Der Mittelpunkt des materiellen Teilchens sei derjenige Punkt,
dem z,=0, y,=0, 2,=0 zugeordnet ist, der also die Ko-
ordinaten 2 =0, y =0, z=¢¢ hat. Der Abstand des Punktes
z, y, z vom Mittelpunkt des Massenteilchens ist:

S R RN &

der Abstand des zugeordneten Punktes z,, y,, z, von dem
Mittelpunkt (0, 0, 0) des ruhenden Teilchens ist:

To = onz + yo* + 2,

Wir konnen diese Grofle auch als Funktion z, y, z, ¢ berechnen:

(122) r, _l/ + oyt 4 ‘9”’
Bezeichnen wir den Winkel zwischen der positiven z-Achse
und dem Radiusvekfor r mit &, so ist:

z— qt=r-cos

und wir haben demnach:

V1= 7 ain?
Po=1- Iqu 5;?i=r.‘/l+

g . 2
T o8 .
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Wir wollen noch folgende Abkiirzung einfithren:

st =
(123) {]ﬂ+1_q., costd =7,

T, =T7p.

Nun ist das Gravitationspotential w fiir ein ruhendes Teilchen
leicht zu berechnen, nimlich:

T |
477,

o =

Da o fiir die Lorentzsche Transformation invariant ist, so
folgt, indem man (122) und (123) anwendet, daB das Poten-
tial fiir das bewegte Teilchen sich im Punkt (z, y, z) nach der
Formel berechnet:

¥ my 7 Mg

(124) = ——"_ *4"";;:*:_;*_;' = Tn:;f
4n-l/x2+y’+(i__——qt.—) P

Daraus ergibt sich sofort’ das Schwerefeld des bewegten Teil-
chens:

_ ¥ my, &
b= G4m0
—— T Y
(125) BT T a0
= L AR T B 4.
9 1—-¢q* 4m.p> o? r
W= 4T T F—ql
1—¢qt 4m.p? o° r

oder, wenn wir mit g die Komponente des Feldes senkrecht
zur Richtung der Bewegung (z) bezeichnen:

ym,  Bind

8 =" 4nr Tp

\ . rm cos ¢
(126/ gz 4 71:7‘2 (1 —_ q2) ps’

u____ymo-q. cos &

snrt (1-g)p°’
wo der Wert von p aus Formel (128) einzusetzen ist.
Aus den Formeln (126) geht deutlich das folgende hervor:
In der Umgebung cines bewegten materiellen Korpers be-
kommen die Gravilationslinien, die vom ruhenden gerade in
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radialer Richtung ausgehen, eine gekriummte Form, auflerdem be-
kommt das Feld im leeren Raum in der Nihe des bewegten Teil-

chens Quellpunkte und Sinkstellen.

Das letzte ist leicht so zu sehen: Im leeren Raum ist
g=1und « =w, da nun » und ebenso du/0¢ von Null ver-
schieden ist, so gilt das auch von divg, denn:

. . dw du
divg = divi = — 5= ar

Die GriBenordnung von divg ist allerdings, wie man leicht

ausrechnen kann, die von ¢2
\\\ \ //?
/o \\ ™

™~
/] \ \‘\ \\
/ N ~
\

Form der Gravitationslinien von einem sehr schnell bewegten Partikelchen.
(7 = V% = 212000 km sec).
Fig. 1.

Erst, wenn ¢ sehr betrichtliche Werte annimmt, wird
die sonderbare Verzerrung des Gravitationsfeldes bemerkbar.
Die Gleichung einer Kraftlinie ist

*—qt,

dz:dp = 1o g 10,
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also:
1

z2—qt= a-gﬁ,

wo a der zur Kraftlinie gehorende Parameter ist. Man sieht
sofort, daB bei kleinen Werten ¢ die Kraftlinie kaum vom
Radiusvektor abweicht, a ist alsdann gleich cotgd. Ist aber
beispielsweise ¢2 = 1, so sind die Kraftlinien schon zu Pa-
rabeln geworden. Das Gravitationsfeld hat dann das in der
nebenstehenden Zeichnung (Fig. 1) dargestellte Aussehen. Je
mehr sich ¢ der Lichtgeschwindigkeit (der 1) n&hert, um so
mehr biegen sich die Kurven auf, so daB das Gravitationsfeld
sich immer mehr um die Aquatorialebene konzentriert. Zu-
gleich sinkt die Feldstirke immer mehr und mehr gegen Null,
und zwar konvergiert g, gegen Null wie Y(1 —¢%? g, und u
wie J(1 —g¢¥.

45. Wir wollen uns einen Korper denken, dessen Ele-
mentarpartikelchen alle relativ zueinander vollkommen in
Ruhe seien, wie es vielleicht beim absoluten Nullpunkt der
Temperatur sein mag. In diesem Korper ist die trige Masse
identisch mit der schweren Masse, wir wollen sie als Ruhmasse
mit m, bezeichnen.

In dem betrachteten Kérper mégen nun die Elementar-
partikelchen, etwa durch Temperaturerhhung, in Schwingungen
geraten. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines Partikel-
chens sei ¢, dann ist

E,
V1 — g%
die durchschnittliche Bewegungsenergie eines Partikelchens,
falls E, seine Ruhenergie ist. Die schwere Masse des Partikel-
chens betrdgt nach (113):

EO'VI —q¢*~ B, — { B q*.

Die schwere Masse des ganzen betrachteten Korpers m,
nimmt also mit wachsender innerer Bewegung seiner Elementar-
partikelchen ab. Und zwar konnen wir die Anderung der
schweren Masse schitzungsweise angeben, wenn wir wissen,

wie groB die Energie der inneren Bewegungen ist. Sie be-
trage @ KErg, dann ist:

~E, + } E,-¢*

mg"‘mo_Q:
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wenn die Masse in Erg gerechnet wird, oder:

m ~ m, —

g 9.10%0 °

wenn die Masse in Grammen gerechnet wird. Erteilen wir
dem betrachteten Korper eine Bewegung von der Geschwindig-
keit v, so wird die ganze Geschwindigkeit ¢’ eines Elementar-
partikelchens, das sich relativ zum Kbdrper mit einer Ge-
schwindigkeit ¢ in einer Richtung bewegt, die mit der Richtung
von v den Winkel & bildet, nach dem Satz von der Addition
der Geschwindigkeiten?):

s P+ +2q.v-co8d — g% 0?80t S

7= (1 4+ g-v-cos8)? )

Die Euergie dieses Teilchens berechnet sich zu:

E, E,-(1+qgev.co88)

Vicgr  Vi-gVi-v

Wir nehmen an, daB die Teilchen in dem Korper ganz regellos
schwingen, so daB jede Richtung von ¢ gleich oft vorkommt.
Von einer groen Zahl & von Partikelchen bewegt sich dann
in jedem Moment der Bruchteil:

2resin 9049 _ 4 N.sind-dd
47

dN = N-
so, daB die Richtung der Bewegung ¢ dieser dN-Partikelchen
mit der Richtung von v» gerade einen Winkel bildet, der
zwischen ¢ und & + & liegt. Wir bekommen die Energie
aller N-Teilchen, wenn wir den eben berechneten Wert der
Energie eines Teilchens mit der Zahl 4N multiplizieren und
itber ¢ von O bis = integrieren. Da npun:

fcos&-sin{}-dz? -0, fsinﬁ-d&=2,
0 0
so erhilt man als die gesamte Energie der N-Teilchen:
£, — B,

- = (1 Lp2 1. ).
Vicgvise Vi-g (TR

1) M. Laue, Das Relativititsprinzip p. 48.
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Die trige Masse m des Korpers ist also, wie fibrigens schon
bekannt, auch wenn seine Klementarpartikelchen schwingen,
einfach gleich seinem gesamten Energiegehalt

— E" 2
—Vl__q-;"’Eo"l'%Eo'q .

Nennen wir wiederum die Energie der inneren Bewegungen @,
so ist:

m

m e~ m, + @ Erg
oder:

m ~ ——— ¢ .
my + 1‘2020 Gramm

Trdge Masse und schwere Masse eines Kirpers sind nur
dann vollstindig identisch, wenn die Elementarteilchen des Korpers
keine inneren Bewegungen ausfuhren. Verborgene Bewegungen
der Elementarteilchen bewirken eine Zunakme der trigen Masse
und eine Abnahme der schweren Masse.

Da nun jedenfalls in der Materie immer verborgene Be-
wegungen vorhanden sind, die mit wachsender Temperatur
zunehmen, so folgt weiter:

Das Verhiltnis der schweren Masse zur trigen Masse, also
auch die sogenannte Gravitationskonstante, ist fur jeden Stoff eine
Funktion der Temperatur, die mit wachsender Temperatur ab-
nimmt.

Fiir nicht gar zu groBe Warmebewegungen kdnnen wir
die eben berechneten Niherungswerte fiir m, und m benutzen:

My _ my— @ =1_22’
m my + Q m
wenn m und @ beide in Krg gerechunet werden, oder:
m 9
w =12 o
wenn @ in Erg und m in Gramm gerechnet wird; Q:m ist
der Teil des Wiarmegehaltes der Masseneinheit des Korpers,
welcher die kinetische Energie der molekularen Bewegung
darstellt.

Die Anderung der Gravitationskonstante mit der Temperatur
ist in verschiedenen Stoffen verschieden grof, und zwar ist sie
um so grifer, je grofer der Teil der spezifischen Wirme des
Stoffes ist, welcher der hinetischen Energie der molekularen Be-
wegungen entspricht.

Annalen der Physik. IV. Folge. 40. 4
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Im allgemeinen ist die spezifische Warme der Kérper um
so groBer, je kleiner die Atomgewichte seiner Bestandteile sind.
Man konnte daber die S#tze, die aus unserer Gravitations-
theorie folgen, in der Weise experimentell nachznpriifen ver-
suchen, daB man die Schwerebeschleunigung einmal mit einem
Pendel bestimmt, dessen Linse aus Lithium besteht, und darauf
unter genau gleichen Umstinden mit einem Pendel, dessen
Linse aus Blei besteht. Das zweite Pendel miifite einen
groBeren Wert der Schwerebeschleunigung geben als das erste.
Um die Moglichkeit des Experiments zu priffen, wollen wir
die Verinderlichkeit des Verhéltnisses m, [m fir den Stoff be-
rechnen, der sie am stirksten zeigen muB, namlich Wasser-
stoffgas. Dieses hat eine spezifische Wirme ¢, von 2,5 cal
pro Gramm und pro Grad Celsius, also in Erg umgerechnet:
1,05.10% Erg. Daraus ergibt sich:

9y 1 2.1-108

m 9.10%0

. 0=1-23.10"13.9,

wo O die absolute Temperatur ist, bei der die Messung aus-
gefiihrt ist. Das ergibt bei:

0 = 300° 1— 7.10"1,
0 = 6000° 1 —14.10710,

Man miibte also die Schwerebeschleunigung bis auf den
Bruchteil 10712 oder 1072 genau bestimmen konnen, um bei
verschiedenem Material der Pendellinse Unterschiede zu finden,
wenn man bei Zimmertemperatur beobachtet. Ahnlich genau
miiBten auch die Messungen sein, wenn man auf astronomischem
Wege etwa nach einer Inkonstanz der Gravitationskonstante
suchen wollte. Denn wenn hier auch die hoheren Temperaturen
vieler Himmelskorper eine Rolle spielen kdnnten, so muB man
dafiir auch wieder die groBeren Atomgewichte der Stoffe be-
achten, aus denen die HimmelskSrper meistens bestehen.

Praktisch sind schwere Masse und trdge Masse nicht zu
unterscheiden.

Longitudinalwellen im Ather.

46, Die scheinbar interessanteste Konsequenz aus der hier
entwickelten Theorie der Gravitation, auf die fibrigens auch
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M. Abrabham?) schon bei der Aufstellung seines Ansatzes hin-
gewiesen hat, ist, daB sie Longitudinalwellen im Ather voraus-
sagt. Man sieht das sofort aus der Form der Gleichungen (85)
und (86). Die Gleichungen (85) sind vollkommen identisch mit
den Bewegungsgleichungen einer kompressiblen, vollkommen
elastischen Fliissigkeit, die unendlich kleine wirbelfreie Be-
wegungen macht, wenn man o als das Geschwindigkeitspotential
ansieht, und Gleichung (86) ist die sogenannte Kontinuitits-
gleichung, wenn man H = 0 setzen kann, was im Vakoum
jedenfalls erlaubt ist. Voraussetzung ist allerdings, daB (g, i)
und (%, {w) einander proportional sind, was nach dem Super-
positionsprinzip im Vakuum der Fall ist. Es ergibt sich dann
fir w die Wellengleichung:

0w 0w ’w 2w
g2 T g T A T g

=0

aus der man sieht, daB die Geschwindigkeit der longitudinalen
Wellen im Ather gleich 1, d. h. gleich der Geschwindigkeit
der Lichtwellen ist.

Aus der Analogie zu den Longitudinalwellen in einer
kompressiblen Fliissigkeit erkennt man, daB im Ather Longi-
tudinalwellen von schwingenden materiellen Teilchen aus-
strahlen miissen. Denn wenn ein materielles Teilchen schwingt,
so bewegen sich erstens die Sinkstellen des Vektors g perio-
disch hin und her, und zweitens variiert auch der Betrag der
Sinkstellen periodisch, insofern die gravitierende Masse des
Teilchens im Moment der stirksten Bewegung ein Minimum,
und im Moment der Ruhe ein Mazimum hat. Es entstehen
also um ein schwingendes materielles Teilchen herum zwei
verschiedenartige longitudinale Kugelwellen, und zwar bemerkt
man schon, daB die zweite Art die doppelte Schwingungszahl
der ersten hat.

Wir sehen hieraus, daB Lichtwellen, soweit sie durch
schwingende Elektronen ausgesandt werden, und Rontgenstrahlen,
die bei der pldtzlichen Bremsung bewegter Elektronen ent-
stehen, immer von einer Strahlung longitudinaler Wellen be-
gleitet sein miissen. Dagegen laBt sich dasselbe nicht ohne
weiteres von solchen Lichtwellen behaupten, die aus explodierten

1) M. Abraham, Physik. Zeitschr. 13. p. 1. 1912,
4*
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Dipolen {nach Abschnitt 82) bestehen. Wir wollen nun be-
rechnen, wie groB die Intensitit der von einem schwingenden
materiellen Teilchen ausgesandten Schwerewellen ist.

Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, daB in der
ganzen Umgebung des Teilchens, wenn es in Ruhe ist, die
Vektoren § und v Null seien, ebenso % = 0. Dann ist die
Energie des ruhenden Teilchens immer:

E=fﬂ.d7.

Befindet sich das Teilchen dabei in der Gleichgewichtslage,
80 ist speziell:

E, = [B,-av.

In anderen Lagen ist Z > E,, wir miissen dabei eventuell zur
Berechnung von £ die weitere Umgebung des Teilchens mit
in Betracht ziehen.

Schwingt das Teilchen durch die Ruhelage hindurch mit
der Geschwindigkeit ¢, so ist seine Energie:

B,
Vi—g¢®

E=

dagegen ist nach (69):
[H-a7 =B YT=g¢=5-1-g.

Ist also £ die gesamte Schwingungsenergie, die (abgesehen von
der Strahlungsdimpfung) wihrend der Schwingungen konstant
bleibt, so ist im Awugenblick des grofiten Anschlages, wenn
also ¢ = 0:

f H.d7 = E,
im Augenblick, wo das Teilchen durch die Gleichgewichtslage
geht, also ¢ sein Maximum hat:

fH-dV=E-(1—gZ).
Wir wollen nun folgende Abkiirzungen brauchen:

(127) { fﬂ‘d7="’
E=y,.
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Denken wir uns p als das Massenteilchen, so konnen wir uns
den ganzen Schwingungsvorgang so vorstellen, daB sich erstens
der Massenmittelpunkt von p mit einer periodischen Ge-
schwindigkeit bewegt, die wir ¢ nennen wollen, und daB
zweitens die Masse des Teilchens g sich dabei periodisch
andert, wir werden mit geniigender Genauigkeit rechnen kénnen:

(128) po=po (1 —¢?,
wo p, der Wert fiir ¢ = 0 ist. Ob das Teilchen dabei irgend
welche Forminderungen erfihrt, wird fir die Intensitat der
ausgesandten Welien unwesentlich sein.

Wir wollen uns im folgenden auf den Fall linearer
Schwingungen des Teilchens, bei denen also ¢ seine Richtung
nicht &ndert, beschrinken. Wir wollen setzen:

(129) g=a-sin2ant.

An Stelle des Schwerevektors g und « berechnen wir zu-
niichst etwas anders definierte GréBen, die wir ¢ und #” nennen
wollen und die folgenden Gleichungen geniigen sollen:

g/=vm1, u;____.g—ﬁt),
(130) ,
divg’+%%=_7.ﬂ.

Im Vakuum, wo g und %, v und w miteinander identisch
sind, stimmt die Definition von ¢" und «' sowie o’ mit der
von g, u und & iiberein, im Innern des materiellen Teilchens
aber nicht, weil hier 4 und g, » und w nicht als identisch
angesehen werden diirfen. Aus (130) ergibt sich fir o die
bekannte Differentialgleichung:

8w’ 0w’ 0% o’ U w’

(181) 5ot T oy t e e = v i

die volistindig mit der Differentialgleichung iibereinstimmt,
der das skalare Potential des elektrischen Feldes um ein be-
wegtes elektrisches Teilchen herum gehorcht, wenn man
+ y-H als die Dichte der elektrischen Ladung annimmt.
Diese Gleichung kann man aber nach der von E. Wiechert?)
angegebenen Methode leicht integrieren, wenn man sich auf

1) E. Wiechert, Ann. d. Phys. 4. p. 682. 1901,
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Raumgebiete beschriinkt, deren Entfernungen vom Massen-
mittelpunkt des bewegten Teilchens unendlich grof im Ver-
gleich mit den Dimensionen des Teilchens sind. Es ist namlich:

: Y N
(132) W' @, 9y 2 1) = (T.(l_q.cow))% o
WOo:

p,=fH-dl7 zur Zeit ¢ .

Hier bedeutet z,, y,, z; denjenigen Punkt auf der Bahn,
die der Massenmittelpunkt des Teilchens beschreibt, von dem
eine Lichtwelle den betrachteten Raumpunkt (z, y, z) gerade
zur Zeit ¢ erreichen wiirde, und #, ist der Moment, in welchem
der Massenmittelpunkt des Teilchens gerade durch (z,, y,, z,)
geht. 7 ist die Verbindungsstrecke von (z,, ,, z;) nach (z, y, 2).
Da wir die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 gesetzt haben, so
ist also:

L, =t—r.

¢ soll der Winkel zwischen dem in dem Sinne von (z,, y,, 2}
nach (v, y, z) gerechneten Radiusvektor » und der Richtung
der Bewegung ¢ sein. ¢ ist nach (129) als Funktion von ¢
gegeben: ¢ = a-sin2xn-¢# (t hat jetzt eine andere Bedeutung).
Nehmen wir die Richtung der Bewegung des schwingenden
Teilchens als Richtung der z-Achse, so sind =z, y, Konstanten
und z, ist eine Funktion von ¢:

5 =1), Fr=g=7(@)

Nach (129) haben wir zu setzen:

@ dz
= — . C nt Bl 1
Z; 3 08 2 17, It

=g =a-sin2nat.

Durch die Gleichung:

4 =t—r=t-—]/(x—xl)”+(y—_y1)z+(z——zl)2

ist, wenn man fir » und y, ihre konstanten Werte und
z, = f(t) einsetzt, die GroBe # implizite als Funktion von
(z, y, z, t) definiert und man kann ohne Miihe die Differential-

quotienten
o4 64 - 34
8y ' dx Ot
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ausrechnen. Da nun ¢ und demnach auch g Funktionen von
¢ sind, so kann man sie ebenfalls nach z, y, z, ¢ differentiieren,
wir wollen dabei die Abkiirzung gebrauchen:

dg _ . du .

an = qt = H -
Endlich kann man auch fir 7 und r-¢-cos & = (z — z,). ¢ die
Differentiationen ausfilhren und nun den Vektor g¢° und «
berechnen:

, 0w , 0o , 0w , 0w

8 =%z W T Ty TG YT 5
Die Rechnungen sind von M. Abraham in seiner ,Theorie
der Elektrizitat Bd. II im § 13 p. 92ff. genau durchgefiihrt,
ich brauche deswegen nur die Resultate hinzuschreiben. Dabei
werde ich, weil alles zur z-Achse symmetrisch ist, von ¢ nur
zwei Komponenten, nimlich g’ und g, L g angeben:

ge, == 4n.r2.({;’;.c05 9P (1—¢?.sind
T dmer. (i,;l;.coss)s - g+ cos & -sin
- 4n.,«.(1zq.cos‘9)z - - 8in
(133) = 4”"“~t'7;g)-cosa)s “(cos & —g)
- 471.,«.({;’;_005_9)3 - g - cos? &
- 41”.[1_2.005‘9)2 -t - cos &,
We=— 4,1.,-2.(17_;';, s oy 1 (cos & — ¢)
you -(j-cos{f—471.%(11’(1'0056)2.,‘L

"~ 4n -r-(l—q-cos{;)?’
Diese Ausdriicke zerfallen in zwei Teile, von denen der

erste mit 772, der zweite mit r~! proportional ist. Die beiden
Summanden des zweiten Teiles enthalten als Faktor entweder:

2
g’=2nn-a-cos2nnt=—}—"-a-cos2nnt

oder:

W=—py-q-q= —%-‘uo-az-sin2nnt-cos2nnt.
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Der zweite Teil der Ausdriicke verhilt sich zu dem ersten
Teil der GroBenordnung nach wie 1/1:1/r, wo 4 die der
Schwingungszahl » entsprechende Lichtwellenliinge ist.

Wir wollen uns nun auf solche Schwingungszahlen n be-
schrinken, deren Lichtwellenlange 4 im Vergleich zu den
Dimensionen des schwingenden Teilchens in dem MaBe un-
endlich groB ist, daf es Entfernungen r vom Teilchen gibt, die
gegen A unendlich klein, gegen die Dimensionen des Teilchens aber
noch unendlich grof3 sind.

Zufolge dieser Annahme gibt es Werte von r, fiir welche
die Formeln (133) noch gelten, obwohl r unendlich klein
gegen A. Fir diese ileinen Werte von r konnen wir mit guter
Ngherung rechnen:

' you (1 — Ll
ge - 4 erie(l—gq-cosd) (1 92) sin &,
(184) (g =-— e (cos & — g),

4w 7% (1—g-cos )P

o= 4n-1‘2'(i/—#q~cosb)5 1q - (cosF —g).

Es 148t sich leicht zeigen, daB diese Formeln vollstindig
mit den Formeln (128) tibereinstimmen, die das Feld eines
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegten Massenteilchens darstellen.

Um das einzusehen, miissen wir bedenken, daB r die Ent-
fernung des Punktes (z, y, z) von dem Ort des Teilchens zur
Zeit ¢ =t —r bedeutet. Bezeichnen wir die Entfernung
zwischen (z, y, z) und dem Ort des Teilchens zur Zeit ¢ mit ~,
ferner den Winkel zwischen 7 und der z-Achse mit &', so
sieht man aus Fig. 2 sofort, daB:

r-sin & = ¢ -8in &,
r-cosd =r1-cos¥ + q-(t—f)=1"-cosF +r-q.
Eine elementare Rechnung fithrt zu der Formel:
2. (1 — g% sin? &) = 72-(1 — g - cos )

oder:

7-'.‘/(1+ L cost ) YT =gt =1 (1= g-cos 9.
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Beachtet man nun noch, daB:

und setzt man, wie frither (121):

2

so ergeben sich aus (184} ohne weiteres die Formeln (125),
wobei:

I
e

in Ubereinstimmung mit Formel (113).

m

Fig. 2.

In Enifernungen, die grofi gegen die Dimensionen des Teil-
chens sind, aber doch noch zu seiner ndheren Umgebung gehiren
(r hklein gegen -A), stimmt der Vehktor §' und u’ vollstindig mit dem
Schwerevektor g und u des sich bewegenden Massenteilchens iiberein,

Daraus folgt, daB das fiir alle Entfernungen gilt, die gro8
gegen ) sind. Nur im Innern des Teilchens und in der aller-
niachsten Nachbarschaft ist ¢, ' von g, « zu unterscheiden.
Da uns aber diese Gegenden nicht interessieren, werde ich im
folgenden die Striche einfach weglassen und setzen:

g=g, uw=u.
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In groBen Entfernungen, wo » unendlich groB gegen 1
ist, haben wir die reinen longitudinalen Kugelwellen, nach
denen wir suchen. Wir brauchen da nur den zweiten Teil
der Ausdriicke (133) zu beriicksichtigen:

-1, g ) sin@ — 24 sind
go_—4nr ((l—q-cos{f)” cos - sin & (1—g-cosI)? (1—q)?>’

indem wir beachten, daB

ﬂ=—ﬂo'9'q=—l_f—q7‘9'.‘i-
Eine kleine Umrechnung ergibt:
- s . B
8, = 4wy (l—~q-cos PP (1 —g? (¢ - cos F—~g-g) sin &

Rechuen wir ebenso g, und » aus, so bekommen wir schlief-
lich far die ZustandsgroBen in der longitudinalen Welle
groPen Entfernungen vom schwingenden Teilchen die folgenden
Ausdriicke:

lgﬁ ~ T e By 008 = g-g-sind,

(135) 1g,=— 47[-’)‘-(1—q9,-'0“:)519)8'(1—q2) -(¢-cos & —q-q)-cos I,
u =— K (g-cos G —q-g).

4mers(l—qe-cos ) (1—g?)

Man sieht hieraus, daB g immer radial zum Teilchen hin
gerichtet ist, und daB dem Betrage nach g = u. Ferner er-
kennt man deutlich die beiden Wellen, von denen oben die
Rede war, das Glied ¢ - cos & kommt durch die Hin- und Her-
bewegung der Sinkstellen des Vektors g zustande, und das
Glied ¢-4 durch die Veranderung der schweren Masse des
Teilchens bei seiner Bewegung. Da:

g-§=oa’-sin2ant-cos2nnt=La’ sindnnt,
so hat die zweite Welle die doppelte Schwingungszahl der
ersten. Macht das Teilchen sehr grofe Ausschlige, so daB ¢
nicht so sehr weit unter 1 liegt, so hewirkt der Faktor vor
der Klammer, daB die ausgesandte Strahlung aus nicht rein
sinusférmigen Schwingungen besteht. KEs hat wenig Interesse
fiir uns, diese Komplikation hier genauer zu diskutieren, weil
bekanntlich Bewegungen materieller Teilchen, deren Ge-
schwindigkeit nicht weit unter 1 liegt, AuBerst selten sind.
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Wir wollen also allein den Fall diskutieren, daB ¢ sebr klein
ist. Dann fallt auch ¢.4 gegen ¢-cos & weg, und wir be-
halten nur die erste Welle iibrig:

(136) [[8=— o d-cos?,
l u=— 477["’; <g-cos Y.

Hier ist p einfach die Masse des Teilchens, da bei kleinen
Geschwindigkeiten trige Masse und schwere Masse identisch
sind. Setzen wir in (136) ein:

. 2a
g=——-a-cos2mnt,
A

so berechnet sich der EnergiefluB der Welle in der Richtung % zu:

2, 2 2 m\?
g-u= lgn“MT’ (T”) ca?.cos? P cos?2mnt

hieraus bekommt man die Intensitdt, indem man iiber die
Zeiteinheit integriert:

2. ,,2 9 \?
(187) = (7”1) . La?. cost .

Wir wollen uns nun eine sehr groBe Zahl & schwingender
Teilchen denken, die ganz regellos im Raum orientiert sind,
aber alle linear schwingen mit der Amplitude a. Da auf die
Kugelzone zwischen & und & + d % eine Zahl

dN:%’—-sinﬁ-d{}

kommt, so erhalten wir die ganze Intensitit, indem wir (137)
mit diesem Wert von 4N multiplizieren und iiber & inte-
grieren, es ergibt sich in dieser Weise:

s 1 12 27 \*
(138) N.J9=E_N.T%?%-(Tﬂ).a2.

Wir wollen diesen Wert nun mit dem entsprechenden
Wert der Intensitit des ausgestrahlten Lichtes vergleichen.
Wir denken uns ein materielles Teilchen mit der Ladung e,
dessen Schwingungsrichtung mit der Richtung des Strahles den
Winkel % bildet und das mit der Geschwindigkeit g=a-sin2gnt¢
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schwingt. Die Intensitit des von diesem Teilchen ausgestrahlten
Lichtes ist in dem von uns benutzten MaBsystem 1):

(139) R (2_;’_) T a?.sin?

und:

(140) N.jé:%.]v._L. (%l)z,az.

16 n?.r?

Demnach ist das Verhiltnis der Intensititen fiir die von den-
selben Teilchen ausgestrahlten elektrischen Wellen und Gravi-
tationswellen:

2
141 e —=9. % .
(141) 7=

[&i

In dieser Formel bedeutet ¢ die Elektrizititsmenge des Teilchens
gerechnet in einer Einheit, die der /4 n® Teil der gewohnlichen
elektrostatischen HKinbeit ist, es ist also:

e =4m- 5k,

wenn ¢, die Ladung, in der gewohnlichen elektrostatischen Kin-
heit gerechnet, ist. Weiter bedentet u die Masse, gerechuet
in Krg, also:

p=cm,
wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit, m die Masse in Gramm be-
deutet. Bezeichnen wir endlich die Ladung, gerechnet in
elektromagnetischen Finheiten, als ¢, so ist:

—_—=f,

(43
Wir bekommen somit:

J. 4 e\*
Eoeti )
oder da nach (118) die gewdhnlich so genannte Gravitations-
konstante » den Wert hat:

_ 7’2'64
= in ]
so haben wir: _
(142) 9., (i)g,
A % m

¢=3-101°, x=6,65-10"8%, e/m = 1,75-107,

1) Vgl. E. Wiechert, Aon. d. Phys. 4. p. 688. 1901,
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so ergibt sich fir die von schwingenden Elektronen ausgesendete
Die

— 8,3.10%,

e

Qkuj ]

Strahlung*
Um diese Zahl richtig zu verstehen, bilden wir einmal die
Wir sehen dann folgendes:

Quadratwurzel ~ 3.10%,

Intensitat der Schwerestrahlung, die ein leuchtender Punkt
aussendet, ist in der Entfernung 1cm gerade so intensiv als
die Lichtstrahlung, die er aussendet, in der Entfernung

8 -10% cm, das ist eine Linge, die hundert Millionen mal so

groB ist als der Durchmesser der Erdbahn, oder ca. 3000 Licht-
jahre. Dabei ist dieses Verhltnis fiir jede Wellenléinge dasselbe.

Die wvon schwingenden Elektronen (oder iberhaupt von
schwingenden Massenteilchen) ausgesendete Schwerestrahlung ist
so auperordentlich schwach, dafi man nicht daran denken hann,

sie jemals auf irgend eine Weise wahrzunehmen.

Dadurch wird es verstindlich, weswegen die Longitudinal-

strahlung des Athers offenbar so gar keine Rolle im Haushalte
Es wire wohl sehr unvorsichtig, zu be-
Nur

der Natur spielt.

tikelchen in bemerkbarer Intensitit entwickeln kénnten.

haupten, daB Longitudinalwellen, die doch jedenfalls an sich
so viel konnen wir mit Sicherheit behaupten, daB diese Vor-

in jeder beliebigen Stirke méglich sind, sich nicht bei anderen
Vorgidngen als den Schwingungsvorgingen materieller Par-
Wiirde man

ginge hochst merkwiirdiger Art sein miiBten.

also jemals Schwerewellen nachweisen konnen, so wiren wahr-
scheinlich die Vorginge, denen sie ihre Entstehung verdanken,
noch viel sonderbarer und interessanter, als die Wellen selber.

Der Batz von der Relativitit des Gravitationspotentials.
47, Die in dieser Arbeit vertretene Theorie unterscheidet
sich von der bisher allgemein angenommenen Theorie haupt-
sichlich dadurch, daB sie den wirklichen Vakuen noch ein
ideales Vakuum gegeniiberstellen muB, wie die Gastheorie den
wirklichen Gasen das ideale Gas. Denn in den wirklichen
Vakuen sind infolge der Nihe materieller Kérper noch immer
Spuren der Zustinde g, v vorbanden und H ist nicht absolut
Null, es gilt deswegen das (Gesetz von der Superposition der
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Atherzustinde, durch welches das absolute Vakuum aus-
gezeichnet ist, immer unur mit groBer Annaherung, allerdings
wohl mit einer so guten Anndherung, daB man schwerlich
hoffen kann, sehr leicht Abweichungen von diesem Gesetz zu
konstatieren. Indessen wire es immerhin moglich, daB man
in sehr starken elektrischen Feldern, wo e und ¢ sehr groBe
Werte haben), oder auch in sehr starken magnetischen Feldern
Beobachtungen machen konnte, die unseren bisherigen Vor-
stellungen vom Vakuum widersprechen, und solche Beobach-
tungen wiren als die groBte Forderung aunf dem von mir ein-
geschlagenen Wege anzusehen.

Derartige Beobachtungen wiirden sich also auf ein Vakuum
beziehen, das schon ziemlich stark von dem idealen Vakuum
abweicht. Nun gibt es indessen doch unter den Zustands-
groBen eine, die selbst in einem Vakuum, das sonst nahezu
ideal genannt zu werden verdiente, EinfluB auf die Vorginge
zu haben scheint, das ist das Gravitationspotential @. Wenn
die GroBen v und g, sowie H so klein sind, daB von einem
merkbaren EinfluB auf die physikalischen Gesetze nicht mehr
die Rede sein kann, wenn aber in diesem guten Vakuum doch
noch o einen groBen Wert hat, so ist nicht e =b, b =0,
sondern, wie aus (93) und (94) hervorgeht:

e=e—-—y.w,b, b=e—y.w_b.

Man sieht hieraus zunichst, dab in einem Raum, wo das
Gravitationspotential @ herrscht, die Dielektrizititskonstante
des Vakuums nicht mehr 1 ist, sondern K = e+7-», ebenso
ist die Permeabilitit des Vakuums nicht mehr 1, sondern
M = e~r», Das Produkt beider ist aber wieder K-M =1,
d. h. die Lichtgeschwindigkeit ist in dem Raum vom Gravitations-
potential w dieselbe, wie in einem Raum wom Gravitations-
potential Null.

Wir kénnen aber noch viel weiter gehen. Ks sei der
mittlere Wert des Gravitationspotentials in dem betrachteten
Raum w,, ein beliebig groBer, aber konstanter Wert. Wir
konnen dann das Gravitationspotential, das infolge des Vor-

1) Vgl IL p. 24.
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handenseins von Materie und von QGravitationsfeldern nicht
kounstant ist, in zwei Summanden zerlegen:

W= 0, + 0,.

Der zweite, variable Summand @, nimmt héchstens im Innern
materieller Korper, die sich in dem Raum befinden, grofie
Werte an, im Vakuum selber ist w, klein. Definieren wir
jetzt:

}Il =etr®. H=e-7>-HdD, 0,004,

0 H, 0 H, d H, 0H,
& = abl’ b =— abl’ (Pl—“_a_glv f, = BDI’
0 H, 0 H, 0 H,
fl"——-—gl—) w, = — aul—y miﬁ———?’ffl;

so gelten in dem Raum vom Gravitationspotential w, fiir die
mit dem Index 1 bezeichneten GroBen genan dieselben Glei-
chungen, die im Raume vom Gravitationspotential 0 fiir die
GrioBen ohne Index gelten. Daraus folgt ohne weiteres:

Wenn sich zwel leere Riume lediglich dadurch unterscheiden,
daf in dem einen das Gravitationspotential einen sehr grofien
durchschnittlichen Wert w, hat, in dem anderen dagegen den
Durchschnitiswert Null, so hat das auf die Grife und Form
der Blektronen und der sonstigen materiellen Elementarpartikelchen,
auf ihre Ladungen, ihre Schwingungsgesetze und sonstigen Be-
wegqungsqesetze, auf die Lichtgeschwindigheit, iberhaupt auvf alle
physikalischen Verhdltnisse und Vorgiinge nicht dem mindesten
Einfluf.

Durch diesen Satz, den man das Prinzip der Relativitit
des Gravitationspotentials nennen kdnnte, unterscheidet sich
die von mir durchgefithrte Theorie der Gravitation von vorn-
herein auf das scharfste von den Theorien A. Einsteins und
M. Abrahams, Ich teile die Ansicht des letzteren, daB, wenn
dieser Satz nicht giiltig wire, iiberhaupt das Relativitatsprinzip
fallen miiBte. Andererseits glaube ich gezeigt zu haben, daB
die von mir angenommenen Voraussetzungen nirgends zu
Widerspriichen mit der Erfahrung fithren, daB insbesondere
von dem Satz der Proportionalitit von schwerer Masse und
triger Masse nach meiner Theorie nur unbemerkbar kleine
Abweichungen vorherzusehen sind.
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Schlu3bemerkungen.

48. In dem Vorhergehenden glaube ich die allgemeine
Theorie der Materie so weit durchgefiihrt zu haben, wie es heute
moglich ist. Der niachste Fortschritt mufl anf experimentellem
Wege geschehen, und ich moéchte deswegen kurz diskutieren,
welche Moglichkeiten sich dem Experiment darbieten.

Die Gravitation, deren experimentelle Erforschung vor-
zubereiten, das Hauptziel war, das mir bei meiner Arbeit
vorschwebte, zeigt sich nach wie vor gleich sprode. Die
Theorie der Gravitation hat sich zwar vollstindig durch-
fithren lassen in der Weise, daB sie sowohl mit dem Rela-
tivitatsprinzip wie auch mit allen bisher von der Gravi-
tation bekannten Erfahrungstatsachen im Einklang ist, sie
ergibt auch zwei neue Resultate, die auf den ersten Blick
duBerst interessant erscheinen. Aber bei genauerer Betrach-
tung zeigt sich, daB diese theoretischen Resultate gar keine
Aussichten fiir ein erfolgreiches Experiment geben. Das erste
Resultat ist, daB das Verhaltnis von schwerer Masse zu triger
Masse von der Temperatur abhingt, und daB die Abhingigkeit von
der Temperatur bei Kérpern von kleinem Atomgewicht sehr viel
stirker ist als bei Kérpern von groBem Atomgewicht. Da die
Unterschieds, welche die Theorie fiir die Schwerebeschleunigung
verschiedener Stoffe vorhersehen liafit, von der GréBenordnung
10—12 bis 10~ sind, laBt sich experimentell nichts damit an-
fangen. Das zweite Resultat ist, daB es im Ather Longitudinal-
wellen geben muB, nach denen es sich vielleicht lohnte, zu
suchen. Von den uns bekannten Prozessen kommen die
Schwingungen der Atome und Elektronen in Betracht, die
zugleich mit dem Licht auch die longitudinalen Schwere-
wellen liefern miissen. Indessen steht ihre Intensitit zu der
der Lichtwellen bei Elektronenschwingungen jeder Frequenz
ungefihr im Verhiltnis 1:8,3.104%, und wir miissen es des-
halb fiir ganz ausgeschlossen halten, daB es irgend ein Reagens
gibt, das aunf sie anspricht. Ks laBt sich also kein Weg an-
geben, auf welchem man nach den an sich jedenfalls hochst
interessanten Liongitudinalwellen suchen kdnnte.

Das n#chste, worauf die Theorie direkt hinweist, wiire,
zu untersuchen, ob in sehr starken elektrischen oder magne-
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tischen Feldern oder auch in feldfreien Gebieten von sehr
hohem Potential irgend welche Abweichungen von den im idealen
Vakuum geltenden Maxwellschen Gesetzen zu finden sind.
Es wiirde sich hier um Prizisionsmessungen handeln, die nach
einem theoretisch wohl iiberlegten Plan auszufithren wiiren,
Natiirlich ist es zweifelhaft, ob man damit Erfolg hat; wiirde
man aber zu positiven Ergebnissen kommen, so wiirden der
Theorie dadurch sehr wichtige Fingerzeige gegeben, wie sie
weiter zu gehen hitte.

In etwas lockerem Zusammenhang mit der tibrigen Theorie
steht die von mir in den Abschnitten 31. bis 36. dargelegte
Auffassung von den Wirkungsquanten und von dem Licht der
Bandenspektren. Diese Auffassung ist sehr vage und hypo-
thesenreich, trotzdem glaube ich, daf man einige Konsequenzen
daraus ziehen konnte, die zu neuen spektroskopischen Unter-
suchungen AnlaB geben miiBten.

Greifswald, Physikalisches Institut, 31, Oktdber 1912.
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