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Drittee Kapitel .  

Hraft und trsige Hasse. 

Berechnung der auf ein Massenteilchen wirkenden Kraft, 

25. Zur Berechnung der Kraft benutzen wir die in I 
p. 525 hingeschriebene Weltmatrix (1 6). Wir wollen dabei 
uber die in die Weltfunktion eintretenden Invarianten keinerlei 
einschrankende Vodussetzungen machen, sondern ganz all- 
gemein annehmen, daI3 alle vier in I. p. 531 aufgezahlten 
Variablen (24) in H vorkommen. Eine leichte Rechnung er- 
gibt, da6 der p. 533 zunachst unter einer beschrankenden 
Voraussetzung aufgestellte Satz ganz allgemein gilt: 

Die Keltmatrix ist symmetrisch zur Diagonale. 
Wenn man nilmlich die Multiplikationsregel : 

[[a-b] c] = (a.c).6 - ( b . c ) - a  

und die sich daraus ergebende Formel: 

[[a - b] c] + [[b - c] - a] + [[c a] 0 b] = 0 

anwendet, SO 5ndet man aus den allgemeinen Formeln (25) 
in I. p. 531 leicht die blgenden beiden Qleichungen: 

(54) 

(55) 

[e-b] + @*b] + [ f a b ]  = 0, 

[e .5 ]  + Cb-b] 3- (8.f - y-b) = 0 ,  

1) Fortsetzung der beiden Artikel: Ann. d. Pbys. 37. p. 511, zitiert 
ltls I.; Ann. d. Php. 89. p. 1, zitiert als 11. 

h n d e n  der Physik. IV. FoIg6. 40. 1 
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also wenn man die Komponenten dieser Ausdriicke einzeln 
hinschreibt : 

e z - b ,  + lj,.b, 3- f s*by = b;ey + b;$, + b z . f y  U ~ W . ,  

b,. 6, - b; 6, - g .f, = eY- $, - e,. $, - rp. bs usw. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

86. Wir wollen uns nun ein materielles Teilchen, also 
entweder eine elektrische Knotenstelle oder ein aus ahnlichen 
Siugularit&tsstellen zusammengesetztes komplizierteres Gebilde 
vorstellen, das sich in einem weit ausgedehnten elektromagne- 
tischen Felde bewegt. An irgend einer Stelle sei der Energie- 
strom, der mit der Vorwartsbewegung der Atherzustande ver- 
bunden ist, durch 3 bezeichnet, wie in I. (5 )  p. 522. Wir haben dann: 

b 2: = e  y . b , - e , . $  Y - y . b , = b  Y - b , - b , . b  Y -  o * f s 7  
Y 

(56) I b = e,. $, - e;$, - y * b, = b;b,- b; 6,- q-f,, 

18, L e,:-Qy- - y'b, = b,.b,- b,*b,- p~f , .  
Weiter wollen wir drei dreidimensionale Vektoren pl,  p 2 ,  p3 

durch die folgenden Gleichungen definieren: 

(I, - 6 . b  3- e;b, + b;b, + f s .bz  = w l a ,  

e, .b, + $ s - b Z  + f s . b z  = P ~ ,  
P Y ' b 5  + !IY*bZ + f ,*b ,  = P l y ,  

e,:*b, + T);b, + f& = D Z s ,  

e, 'b, + 9, *by  + f, '0, = P z z  7 

e;h + $ / b d  + f;b, = P 3 z ,  

@ - 6 . 6  + e, .b,  + $;6, + f, *b ,  = P 3 , '  

I 
{ G9 - 6 . 9  3- e,*b,  + h Y 4 ,  + f3 , .bY = P e , ,  (57) 

I e , 4  + + f p ,  = v 3 Y '  I 
Wie wir in I. auf p. 526 Gl. (17) gesehen haben, liefern die ersten 
drei Reihen der Weltmatrix drei Differentialgleichungen, die mit 
Riicksicht auf (56) und (57) folgendermaBen zu schreiben sind: 
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Wir wollen uns nun die Energie als ein Fluidum vor- 
stellen, das mit einer gewissen Geschwindigkeit q stromt. 1st 
W die Dichte der Energie, so ist q durch die Definition be- 
stimmt: 

Bezeichnen wir ferner die Energiemenge, die momentan das 
Volumenelement dx  - dy . d z  = d ?' erfiillt, mit d M ,  so ist 
d M  = W e d  Y und wir konnen die Gleichungen (58) auch fol- 
gendermaBen schreiben : 

(59) 5 = w- .q .  

Wir wollen diese Gleichungen uber ein Volumen P inte- 
grieren. Es sei 

M = J d M  

die gesamte im betrachteten Moment in P enthaltene Energie, 
ij sei die Geschwindigkeit des ,,Massenmittelpunktes" in 7, die 
durch die Gleichung: 
(60) M 9 = Jq.d./lil 

definiert ist, ferner sei die das Volumen 7 umschlieBende 
Oberflache mit S bezeichnet und N sei die nach auBen ge- 
richtete Normale in einem Punkte von S ,  endlich sei p N  ein 
dreidimensionaler Vektor, der durch die Gleichung : 

V 

v 

(61) P X =  p1 COS(N,  2) + pa - cos (4 y) + ps - COS(N, Z) .. . 
definiert wird. 
folgendermaBen : 

Die Komponenten von p N  berechnen sich also 

PN2 = PI , - cos ( N ,  4 + Pz 5 ' cos i2v, y) + 1'3 5 - cos ( K Z )  USW. 

Die Integration Plber Y gibt d a m  das folgende Resultat: 

1* 
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Das Volumen P werde nun so gewahlt, da8 es in dem 
weit ausgedehnten Feld, in welchem sic3 das materielle Teilchen 
bewegt, unendlich klein, im Vergleich zu dem Teilchen, das es 
in sich eioschlieBt, aber unendlich groB ist. Die zweite Be- 
dingung sol1 ausdriicken, daB erstens die Energie der Singu- 
laritaten, aus denen das materielle Teilchen besteht, so gut 
wie vollstandig in dem Volumen enthalten ist, also aufierhalb 
der Flache S nur ein ganz verschwindend kleiner Bruchteil 
der gesamten Teilchenenergie sitzt, und daB zweitens auf der 
Flache S die Gesetze des Vakuums schon so gut wie genau 
gelten, also Q und b als Null und e = b, b = 0 gerechnet 
werden konnen. Bei dieser Wahl des Volumens P ist M-ij 
die BewegungsgroBe des Teilchens, seine trage Nasse ist dabei 
identisch mit seiner Energie M ,  die rechte Seite der Glei- 
chung (62) liefert die auf das Teilchen wirkende bewegende 
Kraft. Da zufolge der zweiten Bedingung p N  bis auf ver- 
schwindend kleine Korrektionsglieder identisch ist mit der 
Komponente des Maxw ellschen Spannungstensors auf dem 
betreffenden Element der Oberflache S, so ergibt sich fur die 
bewegende Kraft ein Wert, der unabhangig von der Wahl des 
Volumens P ist, vorausgesetzt, dab die beiden oben genannten 
Bedingungen erfiillt sind, und zwar ein Wert, der vollkommen 
identisch ist mit demjenigen, den auch die Elektronentheorie 
fur ein materielles Partikelchen liefern wiirde , das um sich 
herum genau das elektrische und magnetische Feld hatte, wie 
das betrachtete Partikelchen. Die bewegende Kraft hangt also 
ganz wie in der Elektronentheorie nicht von der speziellen 
Anordnung der e lektrischen Ladungen und der elektrischen 
oder magnetischen Dipole im Innern des materiellen Partikel- 
chens ab, solange das dem Partikelchen eigene auSere Feld 
dasselbe ist, auBerdem aber hiingt sie auch nicht ab von den 
Gesetzen, nach denen die das Teilchen zusammenhaltenden 
Kohasioxiskrafte wirken, und auch nicht von den Gesetzen, die 
im Innern des Teilchens fur das elektromagnetische Feld an 
die Stelle der Maxwellschen Qleichungen eintreten. Genau 
derselbe Satz, den wir hier zunachst fur die fortschreitende 
Bewegung ij des Teilchens kennen gelernt haben, la& sich 
ohne weiteres auch fur seine Rotationsbewegungen nachweisen. 
Die Tragheitsmomente berechnen sich dabei ganz wie in der 
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gewohnlichen Mechanik, indem man an Stelle der tragen Masse 
immer die Energie setzt. Wesentlich ist beim Beweis, daB 

Die poncleromotorischen Krafi'e, die ein materielles Teilchen 
als ganzes in fortschreitende oder in rotierende Bewegung bringsn, 
berechnen sich aus dem elektrischen und ma.qnetischen Fe'eld, in 
dem sich das Teilchen befindet, nach genau denselben Kegeln, wie 
in der gewGJinlichen J?t/ektri%itatslehre. Die xxistenz eines be- 
sonderen Pierervektors (a, ip) im Innern des Teilchetzs und die 
dbweichung der Gesetze des elektrornagnetischen Feldes von den 
Maxwellschen Gleichungen im Innern des Teilchens haben auf 
die auperen ponderomotorischen Krafte keinen bemerkbaren Einflup. 

Auf ein Xlektron von der Gesamtladung e,  das sich mit 
der Geschwindigkeit q in einem elektromagnetischen Feld be- 
wegt, wirkt beispielsweise nach unseser Theorie die Kraft: 

nach (54) 01, = P z , ,  P I ,  = P3$' P z z  = PQ' 

(63) rp = t . * ( e  + [ q * f J l ) .  
Dieser Ausdruck stimmt genau mit dem uberein, welcher 

der Elektronentheorie zugrunde gelegt wird. 
Dagegen sind die Kraftwirkungen im Innern der Elementar- 

teilchen der Materie, die etwa feine Strukturverhnderungen in 
diesen Teilchen selbst hervorbringen, etwas ganz anderes, als 
die ponderomotorischen Krafte der gewohnlichen Elektrizitats- 
lehre. Sie lassen sich aber ohne Kenntnis der Weltfunktion 
nicht berechnen. 

Zu den auBeren Kraften, die an den materiellen Teilchen 
angreifen, gehort auch die Gravitation. Aus dem eben be- 
wiesenen Satz geht hervor, dap die Grundqleichungen der Ather- 
dynamik I. (1) bis (4), die wir der Theorie bisher zugrunde gelegt 
haben, nicht zu einer Erklaricng der Gravitation ausreichen. Die 
Erwartung, die ich zu Beginn meiner Arbeit (I. p. 513 oben) 
ausgesprochen habe, ist also nicht erfullt. Wir werden in 
einem spateren Kapitel untersuchen, wie die Grundgleichungen 
erweitert werden mussen, um auch die Gravitation mit ein- 
zubegreifen. 

Die triige Masae eines materiellen Teilchens. 

27. Unter einem materiellen Teilchen verstehen wir ganz 
allgemein einen kleinen Bereich im Ather, wo die Zustands- 
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groBen enorm groBe Werte annehmen. Wir werden im fol- 
genden hiiufig Integrale irgend welcher ZustandsgroBen uber 
das ganze Volumen des Teilchens auszufuhren haben. Darunter 
ist ein Volumen zu verstehen, dessen auBere Begrenzung so- 
weit von dem Zentrum des Teilchens entfernt ist, da$ auf ihr 
die ZustandsgroBen unendlich klein gesetzt werden kiinnen. 
Wenn man also die auBere Begrenzung des Volumens ganz 
beliebig wahlt, nur so, daB nach dieser Definition das Teilchen 
,,ganz davon eingeschlossen ist, so darf diese W ah1 keinen 
bemerkbaren EinfluB mehr auf den Wert des Integrals haben. 

Wenn wir sagen, daB ein Teilchen in Ruhe und unver- 
anderlich ist, so wollen wir darunter verstehen, daB entweder 
alle ZustandsgroBen in dem von dem Teilchen erfullten Vo- 
lumen konstant sind, oder da6 der Durchschnittswert jeder 
ZustandsgroBe in jedem Punkt des Volumens uber eine Zeit, 
die fiir das Experiment unendlich klein ist, konstant ist. 

Es sei z. B. K der Wert einer ZustandsgrijBe in einem 
Punkt (2, y, z) des Teilchens. Es sei ferner t eine Zeit, die 
fur das Experiment noch unendlich klein ist. Dann ist der 
Durchschnittswert, von dem die Rede ist: 

Bekanntlich gelten nun die Gleichungen ') : 

Die Bedingungen dafur, daB das Teilchen unveranderlich 
und in Ruhe ist, sind also: 

Nun folgen aus 
beiden Beziehungen: 

den Grundgleichungen I (1) bis (4) die 

a b  b . r ) - - f . b  - -d iv[$ . f ]  - f - - .  a t  

1) H. A. Lorentz,  Versuch einer Theorie der elektrischen und 
optischen :Erscheinungen in bewegten KGrpern p. 13. 
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In einem ruhenden Teilchen ist also : 
- ~. ~ 

e - b - y e p  =- div(g,*b), 

b. 0 - f . LI = - div [ i j3. 
- -  

7 

Integrieren wir nun uber ein das Teilchen ganz ein- 
schlieaendes Volumen und beachten dabei, daB auf der Ober- 
flache des Volumens 6% und [rf] gleich Null gesetzt werden 
durfen, so ergibt sich fur ein ruhendes materielles Teilchen: 

Nach I (7) und (14) auf p. 523 und p. 525 berechnet sich 
die Energiedichte zu: 

F’= H +  b - t j  - f . b  = (3 + e - b  - y - p .  
Es ergibt sich also fur die Energie E, eines ruhenden materielten 
Teilchens nach (64) und (65): 

E,= H * d Y =  & * d P .  s S 
Es sei S irgend eine unbegrenztel) Flache, die das Teilchen 

quer durchschneidet , und N die Flachennormale in irgend 
einem Punkt. Da nun zu beiden deiten dieser Flache, voruus- 
gesetzt, dap das Teilchen ruht, keine dauernden Energieande- 
rungen eintreten durfen, so mu6 sein: 

(67) J & d S  = 0 ,  
9 

wo iN der Durchschnit,tswert der zu S normalen Komponente 
des Vektors t7 ist. Dieser Vektor ist nach (56) gegeben durch: 

I = [e.Ij] - ( p - b  = [b.b] - p.f .  

Lauez)  hat bewiesen, da6, sobald Gleichung (67) gilt - und 
das ist also fur jedes beliebige materielle Teilchen der Fall -, 
auch folgender Satz besteht: 

Bas Integral jeder einzelnen Komponente 
der Weltmatrir uber das 7oZumen eiries ruhenden materiellen 

Satz von Lane. 

1) D. h. entweder geschlossen oder sich ins Unendliehe erstreekend. 
2) M. Laue,  Das Relativitiitsprinzip p. 168ff. 
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Teilchens ist Null, ausgenommen nur die Komponente mit dent 
Index 4,4, tnelche die Sneryie des Teilchens liefert. 

Im allgemeinen ist dabei von jeder Komponente ihr Durch- 
schnittswert wahrend einer kleinen Zeit zu nehmen, wie in 
Gleichung (67). 

Wie M. L a u e  gezeigt hat, kann man diesen Satz benutzen, 
um die Energie eines bewegten Teilchens zu berechnen. Ich 
will diese Rechnung fur die hier vertretene Theorie durch- 
fuhren. Es seien die FeldgroBen in einem Punkt zo, yo, zo 
des ruhenden Teilchens alle durch den Index 0 charakterisiert. 
Man findet nach der Relativitatstheorie aus ihnen die Werte 
in einem Punkte z, y, z eines bewegten Teilchens, das die Ge- 
schwindigkeit q in der Richtung der z-Achse hat, wenn dieser 
Punkt (x ,  y, z) zur Zeit t die durch folgende Gleichungen ge- 
gebene Lage hat: 

x - q . t =  z=.26, y=yoo, ___ 

nach den folgenden Umrechnungsformeln: 

v q  =o 

Genau dieselben Beziehungen wie zwischen (b, 8) und (bo, 8,) 
gelten auch zwischen (e, $) und (eo ,  q0), dieselben wie zwischen 
(g, b) und ( P o ,  bo) mch m~5chen (y ,  f) und (qo, f,). 

Die Anwendung dieser Formeln fuhrt durch einige ganz 
elementare Rechnungen zu folgender Gleichung: 

qe 
1 - Q  

b . ~ ~ - f . b = ~ , . ~ ~ - f o . b ~ + - - - , . ( e ~ b ~ - ~ g p , . @ ~ )  

pa --. 1 - *2 k o  * bzo - b,O * L o  - by0 $yo + fzo *bzo) 

(Leo $oL - To - b,, + P o  - bol, - Po - L o )  * 
--. 

1 - q a  

Wir bilden nun den zeitlichen Durchschnittswert und 
integrieren uber das von dem materiellen Teilchen erfullte 
Volumen. Wenden wir dabei die Gleichungen (64), (65), (67) 
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an und beachten wir weiter, daB zufolge der Definition des 
Punktes 2, y, z die Beziehung besteht: 

oder : 

so ergibt sich: 

dx * dy * dz  = 11 - pa * dx,  dy0 * dz ,  

d Y =  v1  - 4'- dYo ,  

Bezeichnen wir den Wert der GroBe a in dem Punkte 
x,, yo, zo des ruhenden Teilchens mit H,, so konnen wir 

rr, = p (I,, Yo 9 2 0 )  

als Funktion von (xo, yo, zo) suffassen. Es sei weiter (x, y, z) 
der Punkt des bewegten Teilchens, der zur Zeit t durch die 
Lorentzsche Transformation aus (zo, yo, 2,) erbalten wird. 
Da If eine Invariante fur die Lorentzsche Transformation, 
so ist ihr Wert im Punkte (3, y, z) des bewegten Teilchens 
zur Zeit t zu berechnen als: 

wo F genau dieselbe Funktion bedeutet als oben. Daraus 
folgt, daB: 

Nunmehr ergibt sich die Energie i? des bewegten Teilchens 
durch Addition von (68) und (69): 

3 = ( H  + bT@ - f . a ) * d T ,  s 

Dieses Resultat konnen wir jetzt mit Hilfe des Laueschen 
Wenden wir diesen Satz namlich Satzes weiter vereinfachen. 



auf das Glied der Weltmatrix (16) mit dem Index 3,3 an, 
80 erhalten wir : 

Also da nach (66): 

Es ergibt sich daher, was M. L a u e  schon allgemein 
nachgewiesen hat (Das Relativitatsprinzip p. 170): 

28. Aus dem Laueschen Satz laBt sich noch eine weitere 
sehr interessante Folgerung ziehen. Wendet man ihn auf die 
drei Glieder der Diagonale der Weltmatrix mit den Indizes 
1,1, sow:ie 2,2 und 3,3 an, so erhalt man: 

___ ___ J(G - b,,*J&, - esco*%o - f z o % o ) . d ~ o  = 3 0 ,  

J (bo.4, - byO.byO - ey,*~,, - fyo.byo).dYr, = Bo 7 

I- ~ ___ __ 

_ I p  -~ . ____ J Pn.40 - b,o.g,o - e , o . ~ , o - f z o . ~ , o ) . ~ ~ o = ~ o .  

Durch Addition dieser Gleichungen bekommt man : 
~ _ _ _  

J(2-m - eo.bo - f,.a,).dFo = 3 . ~ , ,  

oder mil; Rucksicht auf (64) und (65): 

AuBerdem sieht man aus den drei soeben hingeschriebenen 
Gleichungen sofort, da6: 
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Besonders interessant werden diese Gleichungen, wenn 

Im Felde eines Elektrons ist : 
4 = 0, t, = 0, was der Fall ist beim Elektron. 

und auperdem: 

29. Fur den Spezialfall, den wir in 11. von p. 18 an 
durchdiskutiert haben, la& sich die Beziehung (73) leicht direkt 
als wahr nachweisen. fietzen wir in der Weltfunktion 

= - i q a  - - l - G . x ~  
6 

die QroBen des statischen Feldes ein: q = c o t  x = y o ,  so er- 
gibt sich : 

E, = S @ o . d V o  = - g ~ e O 2 - d V ,  + ~ a - J y O 0 - d 7 , .  

Weiter ist sber : 

und wir kijnnen daher schreiben: 

E, = - 4. s eo.bo-dY+ + . J ’ q ~ ~ . q ~ * d T .  

Wendet man hierauf (64) an, so resultiert (73). 

geben: 
Hatten wir der Weltfunktion die allgemeinere Form ge- 

1 1 
@ = - - q 2 +  ~ . a . x ~ ,  

2 V 

so wurde eine ganz analoge Rechnung ergeben: 

die Relation (73) kannte also unmtiglich erfullt sein, auSer 
wenn Y = 6. Daraus folgt: 

Pon ailen Veltfunktionen von der Form: 
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kann nur der Pall v = 6 zu isolierten Knotenstellen der elek- 
trischen Lradurrg fuhren. 

Nimcnt man irgend einen anderen Wert fur v, so miissen 
alle Integrale der Gleichung (34) in 11. p. 15 wesentliche 
Singularitaten haben, entweder eine Singularitat im Nullpunkt 
oder eine im Unendlichen oder beides. Es gibt dann kein 
einziges Integral, das ein Elektron darstellen konnte. 

Man sieht hieraus, da6 man die Gleichung (73) gelegent- 
lich als Kriterium dafur brauchen kann, ob eine bestimmte 
Form der Weltfunktion mit der Exiatenz isolierter Knoten- 
stellen (Elektronen) vereinbar ist oder nicht. 

30. Aus der Formel (73) folgt, daB in dem Beispiel, das 
wir in 11. durchdiskutiert baben, die Energie einer Knoten- 
stelle nq5ratiu ist. Es iiberwiegt also in diesem Falle die der 
Kohasionswirkung der Ladungen zukommende negative Energie 
uber die positive Energie des elektrischen Feldes. Da in der 
Hsmil tonschen Funktion: 

H(bo,O,eo,O)= @ o + ~ o ~ o - ~ o ~ e o = ~  

bo und 
beiden Energiemengen auch getrennt berechnen. 
fiir die Energie des elektrischen Feldes: 

ganz getrennt voneinander stehen, kann man die 
Man erhalt 

fur die IEnergie der Kohasionskrafte : 

1st nun aber die Energie eines Teilchens negativ, so mu8 
dasselbe auch fiir seine triige Masse gelten. Die Knotenstellen, 
von denen in 11. auf p. 37 die Rede gewesen ist, haben also eine 
negative trage Masse, sie mussen demnach in Kraftfeldern Be- 
schleunigungen annehmen, die den bewegenden Kraften gerade 
entgegengesetzt sind. Daraus erklirt sich ihr auf den ersten Blick 
so absu:rd aussehendes Verhalten, auf das uns in 11. p. 38 die 
allgemeinen uberlegungen fiihrten , daB namlich gleichnamige 
Knotensitellen sich zusammenzuballen suchen und ungleichnamige 
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Knotenstellen voneinander wegstreben, obwohl die pondero- 
motorischen Krafte der elektrischen Felder gerade in der ent- 
gegengesetzten Richtung wirken. 

Man kann nun aus (73) noch eine sehr wichtige allgemeine 
Folgerung ziehen : 

Die hinreichende und notwendige Bedingung dafur, dap  die 
trage Masse eines Elehtrons positiv ist, lautet: 

S q , . b n . d P <  0 

O&T auch: 

S T o . Q o * d B <  0. 

In  groBer Entfernung Torn  Elektron ist e = b, also en - b,, 
sicher positiv. Daraus folgt : 

Im Innern dcs Elektrons miissen die beiden Pehtoren e und b 
entgegengesetrtes Porzeichen haben. 

Man sieht hieraus, daB es ganz unmiiglich ist, da6 im 
Innern des Elektrons noch die M axw ellschen Gleichungen 
gelten. 

Ebenso hat auch y ,  da es gleich dem elektrischen 
Potential ist, in den au3eren Spharen des Elektrons dasselbe 
Vorzeichen wie Q. Und zwar erreicht y~ an der Stelle, wo e 
durch Null hindurchgeht, um dann im Innern des Elektrons 
die entgegengesetzte Richtung anzunehmen, sein Maximum. 
Weiter nach innen muS dsnn y so stark abnehmen, daB es 
sohlieBlich ebenfalls sein Vorzeichen umgekehrt und yo  - Po sehr 
groEe negative Werte bekommt, da das Raumintegral von yo - po 
negativ sein mu& 

Im Innersten des Elektrons muP y das entgegengesetzte Tor- 
zeichen wie 4 bekommen. 

Viertes  Kapitel .  

Das Problem des Wirkungsqusntums. 

Elementardipole. 

31. Wenn die beiden Vektoren b und e immer dasselbe 
Vorzeichen hatten, so kiinnte es nur eine Art von Elementar- 
teilchen der Materie geben, die dadurch gekennzeichnet ist, 
daB div b in ihrem Innern betracht,liche Werte annimmt. 
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Konnen aber , wie wir nach den letzten Darlegungen voraus- 
setzen diirfen, in sehr starken Feldern b und e entgegengesetzt 
laufen, so ist noch eine zweite Art  von Elementarteilchen denk- 
bar, in denen m f b  sehr gro6e Werte annimmt, wahrend divb 
wenig hervortritt. I n  diesen Elementarteilchen wiirde also der 
Vektor b ,  da div b sehr klein ist, fast vollkommen auf ge- 
schlossenen Linien verlaufen, ahnlich wie die Linien der magne- 
tischen hduktion bei einem kleinen permanenten Magneten. 
Wir wollen ein solches Teilchen einen elektrischen Elementar- 
dipol nennen. Der Verlauf des Vektors e ist bei Gleichgewicht 
dadurch charakterisiert, da6 rote = 0, wahrend div e + 0 sein 
kann. Die Linien des Vektors e verlaufen in dem Dipol also 
ahnlich wie die Linien der magnetischen Kraft eines per- 
manenten Magnetchens, sie sind daher im Innern des Dipols 
den Linien des Vektors b entgegengesetzt gerichtet. Die Mog- 
lichkeit von Elementardipolen ist demnach an die Bedingung 
gekniipft, daB fiir sehr groBe Werte von b der Vektor e sein 
Vorzeichen umkehrt. 

Die genaueren Bedingungen fur die Mbglichkeit derartiger 
Elementardipole aufzustellen, ist auBerordentlich schwierig und 
diirfte auch wohl bei unserer ganzlichen Unkenntnis von der 
Natur der Weltfunktion wenig niitzen. Ich will einmal an- 
nehmen, da6 es Elementardipole gibt , und will einige Kon- 
sequenzen aus dieser Annahme ziehen. 

32. Nach dem in Abschnitt 26. bewiesenen Satz konnen 
wir leicht die ponderomotorische Kraft berechnen, die ein Dipol 
im  elektrischen Feld erfahrt. Es ist genau dieselbe Kraft, die 
nach den Vorstellungen der gewiihnlichen Elektrostatik ein 
elektrischer Doppelpunkt erfahren wiirde, der dasselbe elek- 
trische Moment hat, wie unser Dipol; das elektrische Moment 
la6t sich aus dem au6eren Feld berechnen. Daraus ist zu 
sehen, da6 ein elektrisches Feld auf den Dipol hauptsachlich 
ein Drehmoment ausiibt, das ihn in die Richtung des Feldes 
einzustellen sucht, da6 dagegen die Krafte, die dem Dipol eine 
translatorische Bewegung geben wiirden, im allgemeinen sehr 
klein sind. Demnach werden iiu6ere Krafte die Dipole schwer- 
lich au'3 dem Verband der Atome heraustreiben, wie Elek- 
tronen, und es ist wohl wenig Aussicht, korpuskulare Strah- 
lungen zu bekommen, die aus Dipolen bestehen. 
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Dagegen darf man vermuten, da8 die Dipole im Gegen- 
satz zu den Elektronen leicht innere Kraftwirkungen erfahren 
konnen, ahnlich wie elektrische Doppelpunkte nach der ge- 
wohnlichen Auffassung im elektrischen Felde innere Storungen 
erleiden, indem die beiden Ladungspunkte auseinandergezerrt 
werden. Genaueres kann man uber diese inneren Wirkungen 
nicht sagen, wie wir auf p. 5 gesehen haben, aber vermut- 
lich sucht das elektrische Feld auch in unseren Dipolen die 
Struktur aufzulockern. Ich will nun nachweisen, daB eine zu 
groBe Auflockerung fur den Dipol verderblich werden muB. 

Es gibt auch im Vakuum, wo die Maxwell  schen Gleiohungen 
gelten, Dipole ohne elektrische Ladungen, freilich nicht im 
Gleichgewichtszustand. Solche Dipole sind die elektrischen 
Kugelwellen. Nach H. H e r t z  (Ges. Werke 2. p. 150) kann 
man das Feld in einer Kugelwelle mit Hilfe einer Funktion 
17= f (r - t)/r berechnen, wo r den Radiusvektor vom Zentrum 
der Welle ab bezeichnet. Es seien z, g Zylinderkoordinltten, z 
die Richtung der Symmetrieachse der Kugelwelle, e die dazu 
senkrechte Richtung, dann ist: 

b e = - -  ax .a l a  an a 2 n  b, = - *  - ( g .  -) ' fj = 7 a p a z  ' e a e  UP a t  

das magnetische Feld Ij verlauft in Kreisen um die z-Achse. 
Fur  die Differentiation ist zu beachten r = veZ+zz". Setzt 
man in diese Formeln den oben angegebenen Wert fur 
ein, und bezeichnet man den Winkel zwischen r und z mit 8, 

(7.5) . 

'b =-  e 

b, = + 
+ 

$e- 
\ 

c o s 8  = z / r ,  sin$ = p / r ,  so findet man folgende 

Wir wollen nun fiir f ( r  - t)  eine Funktion wahlen, die 
mitsamt ihren ersten zwei Differentialquotienten in einem 
Wertegebiet zwischen a und b stetig verlauft und deren erste 
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zwei Differentialquotienten in den Grenzpunkten a und b gleich 
Null werden; die Werte, die f selbst in a und b annimmt, 
seien A und 0: 

f (a) = A ,  f ( a )  = 0 ,  f"(a) = 0 ,  

f f b )  = 0 ,  f ' ( b )  = 0 ,  f"(6)  = 0 .  

Fur  alle Werte r - t > a setzen wir f konstant gleich A, fur 
alle Werte r - t > b konstant gleich 0. 

Dann sind die FeldgroBen in einem bestimmten Moment t 
nach (7'5) in dem Bereich: 

m > r ~ a - k t ,  

Q = O .  

Es ist dies das Feld eines elektrischen Dipols vom Moment 
4 I t . A .  

r 2 6 + t befindet sich die Kugel- 
welle roit in sich zuriicklaufenden elektrischen F'eldlinien, , end- 
lich im Innern der Kugel vom Radius b + t ,  also fur alle 
Werte r 5 b + t ist b = Ij = 0. Wir sehen hieraus, da6 eine 
kugelffirmige Impulswelle in der Tat einen elektrischen Dipol 
ohne Ladungen Carstellt. 

Ein Beispiel fur die Funktion f ,  an dem man sich leicht 
Einzelheiten klar machen kann, ist : 

In  dem Bereich a + t 

n 1. a ? > r - t Z - - ,  m f ( r  - t) = 2 m . a = 8, 

pt (3 .  - - ~ r - t > - m ,  f ( r - t ) = ~ .  

Der beschriebene Dipol ist nicht im Gleichgewicht, er 
sucht sich vielmehr, indem sein innerer Hohlraum sich mit 
Lichtgeschwindigkeit ausdehnt, in Nichts aufzulosen. Da, nun 

m -  
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zwischen dem von uns angenommenen Elementardipol, wenn 
er wirklich existiert, ein kontinuierlicher Ubergang zu dem 
Kugelwellendipol moglich sein muB, so folgt, da6 es fur den 
Elementardipol eine vielleicht bei starken inneren Pulsationen 
erreichbare Ausdehnung gibt, bei der labiles Gleichgewicht 
eintritt, so da6 der Dipol, wenn er einmal dariiber hinaus- 
sohiefit, gezwungen ist , sich in Form eines Kugelwellendipols 
viillig in Nichts aufzulosen, wiihrend er sich bei schwacheren 
Ausdehnungen immer wieder zu seiner Gleichgewichtslage zu- 
sammenzuziehen sucht, Wenn es also Elementardipole gibt, 
BO miissen sie explosibel sein ; bei ihrer Explosion verwandelt 
sich Materie in einen Lichtpuls. Da nach der Relativitats- 
theorie alle Vorgiinge umkehrbar sind, so mu6 natiirlich ein 
materieller Elementardipol auch $us einem Lichtpuls neu ent- 
stehen konnen. Um eine in das Zentrum zusammenlaufende 
Kugelwelle , die sich moglicherweise zu einem Dipol konden- 
sieren kann, mathematisch darzustellen, muB man in den 
Formeln (75) an Stelle von (r - t) setzen: (r -f t) und zugleich 
das Vorzeichen von tj umkehren. 

33. Aus diesen uberlegungen folgt, daB man iiber die 
Existenz etwaiger Elementardipole eine Kunde nicht von einer 
neuen korpuskularen Strahlung, sondern van einer Lichtpuls- 
strahlung zu erwarten hiitte. Es ware z. B. mbglich, daB das 
Licht der Bandenspektren aus explodierenden Dipolen be- 
stande. Denn das Fehlen eines richtigen Zeemaneffektes an 
diesem Licht weist darauf hin, daB es nicht von Elektronen- 
schwingungen erregt wird. Die feine Kannellierung der Banden 
ware allerdings nur zu verstehen, wenn man annehmen wurde, 
daB jedes strahlende Atom nicht blob einzelne Pulse, sondern 
eine Unmenge, vielleicht Tausende von Pulsen in regelmagigen 
Intervallen abgibt, durch deren Interferenz die feine Struktur 
der Banden entstande. Die Aussendung der Pulse miiBte mit 
Eigenschwingungen der Atome zusammenhangen und die kompli- 
zierten Gesetze dieser Eigenschwingungen mii6ten hinzugezogen 
werden, um die merkwiirdigen Gesetze der Banden zu erklaren. 
Es ware natiirlich verfehlt, wenn man diese Theorie an den auBerst 
verwickelten Verhaltnissen der Bandenspektren prufen wollte. 
Vielleicht konnte man aber an den einfacheren Resonanz- 
spektren Aufklarungen bekommen, durch die die Moglichkeit 

Annalen der Physik. IV. Folge. 40. 2 
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oder die Unmoglichkeit bewiesen wiirde, diese Spektren aus 
einer regelma8igen Folge von Pulsen zu erklaren. 

34. Zum SchluB sei noch bemerkt, daB es moglicher- 
weise ebensogut wie elektrische Dipole auch magnetische 
Dipole geben konnte. Es  waren das Elementarpartikelchen, 
in denen ebenfalls 0 und b sehr klein anzunehmen waren, 
und in denen deswegen rot4 so gut wie Null ware, wahrend 
div6 + ID. Der Vektor 6 hatte dagegen, wie immer, die Be- 
dingung divb = 0 genau zu erfiillen. E s  waren also in dem 
magnetiwhen Elementardipol die Linien des Vektors b ge- 
schlosseiie Kurven, die ahnlich wie die Linien der magnetischen 
Induktioln bei einem permanenten Magneten verlaufen. Die 
Linien cles Vektors 6 wiirden dagegen den Linien der magne- 
tischen &aft beim permanenten Magneten ahnlich sein und im 
Innern des Dipols die entgegengesetzte Richtung haben, wie die 
Linien dies Vektors 6. 

Das Plancksche Wirkungsquantum. 

35. Solange man sich die warmeiibertragenden Ver- 
bindungen zwischen Ather und Materie als Resonatoren denkt, 
wird man niemals dazu gelangen konnen, eine in sich wider- 
spruchsfreie Auffassung von dem Planckschen Strahlungsgesetz 
zu gewinnen. Denn man mag sich einen Resonator denken, 
wie man will, immer mu6 er nach den Gesetzen der Mechanik 
schwingen, muB er Energie nach Maxwellschen Gesetzen auf- 
nehmen und ausstrahlen, und das steht von vornherein im 
Widerspi*uch mit der Existenz von Rirkungsquanten. Selbst- 
verstandlich sol1 die Existenz elektrischer Resonatoren in den 
Atomen nicht in Abrede gestellt werden. Die GesetzmiiBig- 
keiten des Ze  em anschen Phanomens, besonders bei dem ein- 
fachen l'ypus , den die Heliumlinien zeigen , weisen deutlich 
darauf hin, da6 die Sinuswellen der Serienlinien von Elektronen 
ausgestra.hlt werden, die im Atom regelrechte Pendelschwin- 
gungen ausfiihren. Und zwar zeigt das Zeemansche Pha- 
nomen, dab man die Bewegungen der schwingenden Elektronen 
ganz nach den Gesetzen der Mechanik durch Krafte beein- 
flussen kann, die den gewohnlichen Regeln der Elektrizitats - 
lehre gehorchen. Daraus folgt aber unumganglich notwendig, 
daB die schwingenden Elektronen nach den Gesetzen der 
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Mechanik und der Elektrizitatslehre kontinuierlich Energie 
aufnehmen konnen und daB sie die Energie nach den Max- 
well schen Gesetzen kontinuierlich wieder ausstrahlen. Will 
man nicht die allgemein angenomrnene Deutung des Zeeman-  
schen Phanomens umstofien, so mu8 man also auch zugeben, 
daB sich die sogenannte Quantentheorie auf die Elektronen- 
schwingungen nicht anwenden 1aBt. Damit ist fur diese gar 
nichts Absonderliches ausgesagt, denn es gibt sicher noch eine 
groBe Menge von Vorgangen, bei denen das Wirkungsquantum 
gar keine Rolle spielt. Man denke sich, um ein Beispiel zu 
nehmen, ein Kathodenstrahlenteilchen, das mit groBer Ge- 
schwindigkeit zwischen den Polen eines Elektromagneten fliegt. 
Wahrend das Elektron noch in dem Zwischenraum ist, werde 
in einem geeigneten Augenblick das Magnetfeld erregt, so daB 
die Bahn des Teilchens die Form eines geschlossenen Kreises 
annehmen muS. Nuu strahlt das Teilchen eine Welle aus, die 
um so kurzer ist, j e  starker das magnetische Feld ist. Dieses 
strahlende Teilchen kiimmert sich naturlich gar nicht um das 
Wirkungsquantum, und dabei kann man fur seine Schwingungs- 
zahl keine obere Qrenze angeben. Wenigstens lange ultrarote 
Wellen kann man sich noch ganz gut in dieser Weise erzeugt 
denken. 

Diese fjberlegungen widersprechen keineswegs dem Auf- 
treten des Wirkungsquantums beim Warmeaustausch zwischen 
Materie und i ther .  Sie fuhren nur dam, daB wir den Elek- 
tronenschwingungen bei diesem Warmeaustausch eine ziemlich 
unwesentliche Rolle zuschreiben mussen. Bekanntlich sind 
Resonatoren an sich, wenn sie nicht mit anderen Mechanismen 
verkoppelt sind, uberhaupt gar nicht imstande, den Warme- 
austausch zwischen Materie und Ather zu vermitteln; denn sie 
absorbieren die Strahlung nicht, sie zerstreuen eie nur. Man 
denke sich einen Hohlraum, der mit einer vollkommen spiegeln- 
den Wand umgeben ist, und in dem sehr viele elektrische 
Resonatoren verteilt sind. LaBt man in diesen Hohlraum 
irgendeine Strahlung eintreten, so andern die Resonatoren an 
der spektralen Zusammensetzung der Strahlung gar nichts, sie 
fuhren sie nicht in die Strahlung des schwarzen Korpers iiber, 
was ein Stuck wirklich absorbierende Materie im Hohlraum 
sofort tun wurde. Es ist also sehr wahrscheinlich, daB man 

2* 
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fur das Verstandnis des Warmeaustausches zwischen Materie 
und Ather die Resonatoren vollig entbehren kann, da8 ihre 
Eitwirkung bei dem Vorgang nur sekundarer Art ist und 
theoretisch weiter nichts als eine unniitze Komplikation be- 
deutet. 

Wir haben nun im Abschnitt 32. die Moglichkeit einer 
Strahlung kennen gelernt, die nicht von Resonatoren ausgeht. 
Durch die dort beschriebene Explosion von Dipolen wird un- 
mittelbar Energie der Materie in Strahlungsenergie um- 
gewandelt. Denn ein Elementardipol ist genau so, wie ein 
Elektron als einer der materiellen Bausteine des Atoms auf- 
zufassen. Er nimmt an den inneren Bewegungen im Atom 
teil und vermag dabei gelegen tlich eine ungewohnlich groBe 
Energieanreicherung erfahren, so daB er uber seinen labilen 
Grenzzus tand hinauskommt und explodiert. Dabei geht er  
und die ganze ihm innewohnende Energie in eine Impuls- 
welle iiber. 

Eine derartige Explosion eines Dipols hat ein genaues 
Analogon in dem Austritt eines Elektrons aus dem Atom. 
Dieser Austritt erfolgt immer dnnn, wenn ein Elektron eine 
so heftige Bewegung erlangt, da6 es uber eine gewisse labile 
Grenzlage im Atom hinausgeht. Genau so, wie die Bewegungs- 
energie des frei gewordenen Elektrons je nach der Heftigkeit 
der Bewegung, die zu dem Austritt aus dem Atomverband 
fuhrt , die verschiedensten Werte annehmen kann, so wird 
auch die1 Energie der Pulswelle, die aus dem explodierenden 
Dipol en tsteht , auBerordentlich verschieden ausfallen konnen, 
je nach der Heftigkeit, mit welcher der labile Grenzzustand 
uberschritten wird. J e  heftiger der Vorgang ist, um so groBer 
wird die Energie der Pulswelle sein, zugleich wird der Vor- 
gang sich um so rascher abspielen und also die Impulsbreite um 
so kleiner sein. Setzen wir voraus, da6 es nur eine einzige 
Art von Dipolen gibt, so gehijrt jedenfalls zu einer bestimmten 
Heftigkeit des Vorganges, also einer bestimmten Impulsbreite, 
immer dasselbe Energiequantum und dieses wachst mit ab- 
nehmend,er Impulsbreite. 

Die Strahlung, die uus explodierenden Bipolert besteht, mup 
quantenhcift sein, vorausgesetzt, dup es nur eine einzige Art von 
Elernentardipden gibt, und zwar mtip dus Znergiequantum eiites 
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Strahlungspulses um so groper sein, j e  kleiner die lmpuls- 
breite ist. 

Da Elektronenemission und Dipolexplosion sehr verwandte 
Vorgange sind, so ist zu erwarten, da6 beide miteinander 
parallel gehen. In  der Tat scheinen die Beobachtungen an 
fluoreszierenden Korpern hierauf hinzuweisen. Da die beiden 
Vorgange andererseits nicht direkt kausal miteinander verkniipft 
sind, so ist zu erwarten, daB ihr gemeinsames Auftreten nicht 
durch allgemein giiltige quantitative Gesetze geregelt wird. 

Schwieriger als die Frage der Emission von Strahlung ist 
auch in der hier vertretenen Theorie die Frage nach der Ab- 
sorption. Absorption mu6 natiirlich gleichbedeutend sein mit 
Neubildung materieller Dipole durch Konzentration strahlender 
Energie. Wahrscheinlich wird man annehmen mussen, daB 
jedes explodierende Dipol im Atom einen Keim zurucklaBt, 
an dem sich leicht wieder Strahlung kondensieren kann. Man 
wird indessen gut tun, erst dann ernstlich an die Frage der 
Absorption heranzutreten, wenn experimentelle Untersuchungen 
etwas iiber die Moglichkeit der Theorie der Elementardipole 
gelehrt, und im bejahenden Fall au6erdem Material zu einer 
genaueren Ausarbeitung der Theorie gegeben haben. 

36. Die Frage liegt nahe, was die anschauliche Deutung 
des Wirkungsquantums in unserer Theorie sein moge. Dazu 
ist zu bemerken, daB diese Deutung noch von den Details der 
Theorie abhangen wird, die wir zunachst ganz unbestimmt 
gelassen haben. Wenn wir also im folgenden unter einer be- 
stimmten Nebenannahme, die wir der Theorie hinzufiigen, eine 
Deutung der GroSe h versuchen, so diirfen wir dabei nicht 
vergessen, da6 eine andere Spezialisierung der Theorie zu 
einer anderen Deutung fiihren konnte. Wir machen nun also 
die folgende 

Nebenannahme : Die Impulswelle des explodierenden Bipols 
hat fiir alle Impulsbreiten dieselbe Form. 

Die Funktion, die nach (75) zur Berechnung der Welle 
fuhrt, sol1 also die Form haben: 

f ( r  - 2)  = (p m (r - t ) ,  

wo cp eine universelle Funktion ist und m ein Faktor, der 
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alle mijglichen Werte annehmen kann. Der Faktor m ist der 
Impulsbreite umgekehrt proportional. 

Untei: dieser Annahme kann ich den folgenden Satz be- 
weisen : 

Die Zahl der in sich geschlossenen elektrischen Kraftlinien, 
die den Iiohlkugelfiirmigen Wirbetring der elektrisehen Impuls- 
welle eivies explodierenden Bipols bilden, ist eine universelle Kon- 
stante, und das Wirkungsquantum h ist nichts anderes als das 
Quadrat tiieser Konstante, multipliziert mit einem Zahlenfuktor, 
der nur Zion der Wahl der Mapeinheiten abhangt. 

Auf der OberBache einer sehr grogen Kugel vom Radius r 
berechneri sich die FeldgroSen nach (75), unter Vernachlassigung 
der hoheiren negativen Potenzen von r, wie folgt: 

b verlauft langs der Meridiankreise, lj langs der Breitenkreise 
der Kugel. Durch eine Kugelzone von der Breite d 8 ,  deren 
Flacheniiihalt 2 n r2 - sin 9.. d 8  ist, wird wahrend der Zeit d t  
die Energiemenge ubertragen: 

d E  = 1) $. 2n $sin 9.. d 6 .  d t  = 2n.m4* cp'12-sin59.- d9.a dt .  

Wenn nun wie auf p. 16 oben die Grenzwerte von r -  t, zwischen 
denen die Kugelwelle eingeschlossen ist, mit a und b be- 
zeichnet werden, so sind die Werte a'= m . a  und b'= m. b 
nach unserer Nebenannahme von m unabhangig. Wir setzen 
weiter m (r - f) = a, dann ia t  die ganze Energie der Impuls- 
welle: 

U' x 

Setzen wir: 

so ist a eine von m unabhangige QrijBe und: 

(79) 
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Wir denken uns nun den Impuls nach dem Fourierschen 
Satz MS einer kontinuierlichen Folge von Sinuswellen zu- 
sammengesetzt. In  ganz derselben Weise lost ein Spektroskop 
ihn in ein kontinuierliches Spektrum auf. Wir durfen an- 
nehmen, dai3 die Form der Funktion y derartig ist, da8 das 
Spektrum des Impulses ein ziemlich schrnales Band ist, dessen 
mittlere Wellenlange il heiBen moge. Die en tsprechende 
mittlere Schwingungszahl pro Sekunde v berechnet sich dann : 

und das Plancksche Strahlungsgesetz ist identisch mit dem 
Satze, daB: 

E = h.9. 
Beachten wir nun, daB der Quotient: 

m 
Y 

- = g  
eine Zahl ist, die nicht von der Impulsbreite abhangt, so be- 
kommen wir aus (79): 

h = - - . a ! . g . m 2 ,  87C 
(81) 3 

8 m  ac - /I/ 3 ist ein von der Impulsbreite unabhangiger Zahlen- 
faktor. 

Wir wollen nun weiter die Zahl der Kraftlinien berechnen, 
die den Wirbelring des Impulses bilden. Zu dem Zweck be- 
trachten wir den Aquatorkreis (8 = 7~12) .  Durch ihn tritt 
wahrend der Zeit dt  eine Zahl dn von elektrischen Kraftlinien 
senkrecht hindurch, die sich einfach zu: 

dn = 2 n r . b - d t  = 2 n . m a - q j " . d t  
berechnet. 

Lassen wir nun das Argument w der Funktion y ~ "  von b' 
an, wo sie noch Null ist und eben von Null  verschiedene 
Werte anzunehmen beginnt, wachsen, so miissen wir  schliei3- 
lich zu einem Wert des Argumentes c' kommen, wo sich dns 
Vorzeichen von y" umkehrt, um dann an der anderen Grenze 
in a' wieder Null zu werden. c' ist wie a' und b' von der 
Impulsbreite unabhangig, ebenso also auch das Integral : 

e' a' 
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Die gesamte Zahl der Linien, die den elektrischen Kraft- 
wirbel bilden, ist: 
(83) 71 = 2 w y . m .  

Durch Kombination von (81) und 

(8 4 it = C . n 2 ,  C =  

G ist ein von der Impulsbreite 
Damit ist, der Satz bewiesen. 

(83) ergibt sich schlieBlich: 
2 CY.6 

3 %  y2 

unabhangiger Zahlenfaktor. 

-.-. 

Nachi dieser Auffassung ist das Wirkungsquantum oder, 
genauer gesagt, die Quadratwurzel aus dem Wirkungsquantum 
eine GrGBe , die dem Elementarquantum der elektrischen 
Ladung vollkommen analog ist. So wie das letztere die Zahl 
der Kraftlinien angibt, die im Elektron in Form einer Knoten- 
stelle endigen, so stellt l h  die Zahl der Kraftlinien dar, die 
in Form eines Knauels den Dipol bilden, wenigstens nach 
seiner Explosion. Es ist vielleicht von Interesse, diese beiden 
Zahlen miteinander zu vergleichen. Allerdings kommt in (84) 
noch ein unbekannter Zahlenfaktor C vor, der fur jede Form 
der Funktion ;p anders sein wird. Urn wenigstens eine Vor- 
stellung von der GroBenordnung der Zahl n zu haben, wollen 
wir eine ganz bestimmte Funktion einsetzen, und zwar das 
schon auf' p. 16 erwBhnte Beispiel (77), also: 

sp"= - a. sinm(r - t ) .  

Dann berechnet sich die Konstante C der Qleichung (84) zu: 

C =  __- % 

3 . c  ' 
wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten soll. Dabei ist nun 
aber die Zahl n in dem nur in der Theorie gebrauchlichen elektro- 
statischen MaBsystem gerechnet , aus welchem der bekannte 
Faktor 457, entfernt ist (b = e, div b = Q). Rechnen wir die Zahl 
der Kraftlinien um in die praktische Einheit Coulomb , und 
bezeichnen wir sie alsdann mit iV, so haben wir zu setzen: 

N = - .  lo n 
c 2/G 

und die Gleichung (84) lautet nun so: 
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so ergibt sich: Setzen wir den Wert von h ein: h = 65,5 - 
N =  129 .  Coulomb. 

Das Elementarquantum der elektrischen Ladung ist : 
e = 15,6. Coulomb. 

Bei der speziellen Annahme go"= a - sin mir - t )  ergibt 
sich also die Zahl der elektrischen Kraftlinien, die das Wirbel- 
knauel eines Elementardipols bilden , als ziemlich genau das 
Achtfache des elektrischen Elementnrquantums. Jedenfalls 
liegen die beiden GroBen LA' und e ungefahr in demselben 
GroBengebiet, und N ist groBer als e. 

Fiinftes  Kapitel. 

Die Glravitation. 

Die erweiterten Grundgleichungen der Htherdynamik. 

37. Wir haben auf p. 5 gesehen, da6 der von uns an- 
genommene Kohasionsdruck der elektrischen Ladungen zu- 
sammen mit dem elektromagnetischen Felde immer noch nicht 
ausreicht, um alle Kraftwirkungen in der materiellen Welt zu 
erklaren, Es fehlt noch die Gravitation, und wir sind nun 
gezwungen, das System der fundamentalen GroSen, in das wir 
(I. p. 513) zunachst so wenig GroBen ale irgend mijglich auf- 
genommen haben, namlich nur den Sechservektor (4, - i . b )  
und den Vierervektor (a, ip), zu erweitern. 

Das nachstliegende ware, die Gravitation aufzufassen als 
eine der Energie an sich innewohnende Kohasionswirkung. 
Wenn wir aber an der Gultigkeit des Relativifatsprinzips fest- 
halten wollen, so konnen wir die Energie nicht fur sich allein in 
die erweiterten Gleichungen eingehen lassen, denn die Energie- 
dichte ist in der Relativitatstheorie das letzte Glied der Weltmatrix 
(vgl. I. p. 525, Gleichung (16)), es muBte also schon die ganze 
Matrix als solche in die Gleichungen eintreten. Versucht man 
die Matrix mit irgend einer anderen vierdimensionalen Grolle 
durch vierdimensionale Differentialoperatoren zu verkniipfen, 
um auf diese Weise Gleichungen zu erhalten, die sowohl dem 
Kausalitatsprinzip (I. p. 514) als auch dem Energieprinzip 
(I. p. 521) geniigen, so stoDt man auf unuberwindliche Schwierig- 
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keiten. Ich habe mich lange mit solchen Versuchen, die 
immer zu recht umstandlichen Gleichungssystemen fuhren, ab- 
gemiiht -und ich bin iiberzeugt, dab es auf diese Weise ganz 
unmoglich ist, eine Theorie der Gravitation zu gewinnen, die 
sowohl dem Relativiyatsprinzip , als auch dem Energieprinzip 
gehorcht. 

Dagegen kommt man au6erordentlich leicht und einfach 
zum Ziel, wenn man nicht der Gro5e j< sondern der Gro5e H, 
die in I. auf p. 523 durch Gleichung (7) ale H = W -  6.3 + b . f  
definiert ist, das Kohasionsbestreben zuschreibt. Solange die 
Geschwiridigkeiten der materiellen Elementarpartikelchen gegen 
die Lichtgeschwindigkeit klein eind , wird es experimentell 
nicht zu unterscheiden sein, ob W oder ob H fur die Schwere- 
wirkung ma6gebend ist. Nach Gleichungen (69) und (70) ist 
namlich fur ein bewegtes Massenteilchen: 

wo die Integrale iiber das von dem Teilchen erfullte Volumen 
zu erstrecken sind und wo E, die Energie des ruhenden 
Teilchens, q seine Geschwindigkeit im Verhaltnis zur Licht- 
geschwindigkeit bedeuten. Man sieht also, da5 sich die beiden 
Integrale praktisch nicht merklich unterscheiden. 

Nun ist die GroBe B' aber ein vierdimensionaler Sktllar, 
und auf diesen la5t sich der Differentialoperator nur in einer 
einzigen Weise anwenden, er liefert einen Vierervektor, den 
Gradienten des Skalars. Umgekehrt kann man auch den 
Vierervektor dadurch mit einem Skalar verknupfen, daB man 
auf ihn die Operation ,,Divergenz" anwendet. Dagegen la6t 
sich ein Sechservektor durch vierdimensionale Differential- 
operationen erster Ordnung nicht mit einem Skalar in Ver- 
bindung bringen. Daraus folgt: 

Da:? Gravitatiansfeld mup notceizdigerweise durch eineia 
l'ierervektor dargestellt werden , nicht durch einen Sechservektor. 

Dieser Satz beruht allerdings auf der Voraussetzung, da8 
die gravitierende Masse durch einen vierdimensionalen Skalar, 
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namlich die GroBe H zu berechnen ist. Anders ware es, 
wenn die Dichte der gravitierenden Masse die vierte Kompo- 
nente eines Vierervektors ware, wie die Dichte der elektrischen 
Ladung. Dann wiirde das Gravitationsfeld ahnlich wie das 
elektromagnetische Feld einen Sechservektor erfordern. Soviel 
ich sehe, ist es aber unmoglich, einen Vierervektor zu finden, 
dessen vierte Komponente angenahert gleich der Energiedichte 
ware, und die Theorien der Gravitation, welche, wie die von 
0. Heavis idel) ,  H. A. Lorentz2) ,  R. Gans3), das Gravitations- 
feld ebenso behandeln wie das elektromagnetische, konnen 
daher entweder nicht mit dem Relativitatsprinzip zusammen- 
stimmen, oder die schwere Masse kann in ihnen nicht gleich 
der tragen Masse sein. 

Um nun die Gleichungen des Gravitationsfeldes aufzu- 
stellen, verfahren wir genau ebenso , wie bei der Aufstellung 
der elektromagnetischen Grundgleichungen in I, Abschnitt 2. 
bjs 6. Wir nehmen an,  da6 zur vollstandigen Beschreibung 
der materiellen Welt auBer dem Sechservektor ($, - i. b) und 
dem Vierervektor (b, ie) noch ein zweiter Vierervektor (9, i -u )  
und ein Skalar w notwendig sind. Diesem GroBensystem geht 
ein zweites parallel, das vollstandig bestimmt ist, wenn alle 
GroBen des ersten Systems gegeben sind. Wir kennen von 
dem zweiten System schon den Sechservektor (6; -ie), den 
Vierervektor (f, icp), die nun allerdings nicht nur von ($, - ib) 
und (b, ig), sondern auch noch von (9, iu) und a) abhangen. 
Wir miissen ferner noch hinzufiigen einen Vierervektor (f, i w )  
und einen Skalar H ,  die (9, iu )  und w entsprechen. Der 
Skalar H sol1 im wesentlichen identisch sein mit der in I. p. 523 
definierten GroBe. Jedoch hangt er ebenso wie die Energie- 
dichte W nicht nur von ($, - i b )  und (b, i e) ,  sondern auch 
noch von den GfroBen des Gravitationsfeldes, also (8, iu) und o 
ab, und die Beziehung (7)  wird dementsprechend noch eine 
kleine h d e r u n g  erfahren miissen. Wir wenden nun auf (a, iu) 
und w die eine der beiden moglichen vierdimensionalen Vektor- 
operationen an und auf (f, i w )  und H die andere. Auf diese 
Weise erhalten wir die einzig mogliche Form fur die Ge- 

1) 0. Heavieide,  Electromagnetic Theory l. p. 455. 1894. 
2) H. A. Lorentz,  Versl. Kon. Ak. Wet. Amsterdam 8. p. 603. 1900. 
3) R. Gans,  Pbysik. Zeitschr. 6. p. 803. 1905. 
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setze der Gravitation, die mit dem Relativitatsprinzip im Ein- 
klang ist: 

Hier sol1 y eine universelle Konstante bedeuten. Die Glei- 
chungen (85) sind aquivalent mit den folgenden : 

Die Gleichungen (86), (87), (88) bilden zusammen ein 
System von funf voneinander unabhangigen Gleichungen, deren 
jede einen ersten Differentialquotienten einer der funf neuen 
ZustandsgroBen nach der Zeit enthalt. Das Kausalitatsprinzip 
ist demnach erfullt. 

Das vollstandige System der Grundgleichungen der Ather- 
physik nzit Einschlup der Gravitationswirkungen wird gebildet 
durch die GEeichzingen: (I), (2), (3), (4)1 (86), (87), (88). 

I n  den Symbolen der vierdimensionalen Vektoranalysis 
kann man die Gleichungen (85) bis (88) auch so schreiben: 

(9, i ~ )  = r p 8  w , 
Div (€, izo) = - y . H ,  

%tot(& i u )  = 0 .  
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Das Gleichungssystem (85) und (86) wiirde formell mit 
dem ubereinstimmen, das M. A b r a h am l) seiner Theorie der 
Gravitation zugrunde legt, wenn man die beiden Vektoren (9, iu) 
und (€, iw) einander gleich setzen wollte. M. A b r a h a m  geht 
in seiner Theorie von der Voraussetzung aus, da6 die Dichte 
der gravitierenden Masse (die er v nennt) ein vierdimensionaler 
Skalar ist, und da er sich in der zitierten Arbeit noch der 
Methoden der Relativitatstheorie bediente, so muBte er zu 
diesem Gleichungssystem kommen, welches das einzige ist, das 
die Relativitatstheorie liefern kann. 

38. Es fragt sich nun vor allem, ob auch nach dem 
Hinzukommen der Gleichungen (86), (87), (88) das Prinzip der 
Energie erfullt ist. Wir werden also die Gleichungen (87) mit 
den Komponenten eines dreidimensionalen Vektors, sagen wir a, 
multiplizieren , ebenso Gleichung (86) mit einem dreidimensio- 
nalen Skalar s, und addieren. Die Glieder, die Differential- 
quotienten nach den Koordinaten enthalten, sind dann : 

Damit dieser Ausdruck eine Divergenz darstellt , muB sein: 
a = €, s = u. Wir haben somit als letzten Teil der Energie- 
gleichung gefunden : 

d W  aw 
d t  y - N.- = 0 ,  aq div(u- €) + t . A + u . --- - 

at  d t  

wobei in dem letzten Summanden fur u nach Gleichung (88) 
der Wert d w l d t  eingesetzt ist. 

Mit Hinzunahme der Gravitationswirkungen ergibt sich 
also an Stelle von I. Gleichung (5) auf p. 522 als der gesarnte 
Energiestropn : 
(89) 5 = [ e - t j ]  - c p - b  + u . f  

weiter als die yesamte h d e r u n g  deT Energiedichte: 

(90) d W =  e.db + $.db - y . d p  - b . d f +  E.dg 3. u.dw - - y - H . d w .  

Die Funktion 22 muB nun anstatt durch Gleichung (7) in 
I. p. 523 durch folgende Gleichung definiert werden: 

(91) W =  H + $ * b  - b - j  + U . W .  

1) N. Abraham, Physik. Zeitschr. IS. p. 1. 1912. 
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Aus (90) folgt dann: 

(92) d H  := e .db  - bad$ - y . d e  + f .db + E-dg - w . d u - y . H . d w .  

Da H eine Funktion von den folgenden Variabeln ist: (b, 8, 
g ,  b, g, zt, w), so haben wir also: 

Aus der letzten der Gleichungen (93) geht hervor, daB: 

(94) H = e-Yw - B'(b, 4, p ,  b, g, u) .  

Wenn wir nun definieren : 

wo die gestrichenen GriiBen alle nur von (b, !j, 0, b, g, u), aber 
nicht voii w abhangen, so ist: 

e = e-y".  e', 

f = e-Y*. f', 

b = e - ~ w .  b', 
f = e - ~ w .  f', 

sp = e - ~ w .  y', 
u) = e - ~ " .  20'. (96) { 

Weinn die Gleichungen (93) erfullt sind, so gilt auch fur 
die erweiterten Grundgleichungen das Energieprinzip , und 
wenn in H alle Variablen nur in Kombinationen vorkommen, 
die fur die Lor e n  t z sche Transformation invariant sind , so 
gilt auch das Relativitatsprinzip. 

Es ist somit gelungen, eine Theorie der Gravitation auf- 
zustellen, in der sowohl das Enerqieprinzz), als auch das Rela- 
tiuitiitsprinzip giiltig ist. 

Gerade auf das letzte miichte ich besonders Gewicht 
legen, dla in der hier vertretenen Theorie der Materie ein 
Ansatz, der dem Relativitatsprinzip widersprache, ohne weiteres 
zu verwlerfen ware. M. A b r a h a m  vertritt in seinen Arbeiten 
uber Gravitation den Standpunkt '), daB Gravitation und Rela- 

1) M. Abraham, Ann. d. Phys. 38. p. 1056. 1912. 
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tivitiitstheorie nicht miteinander vereinbar seien. Ware das 
der Fall, so mu6te man daraus die Folgerung ziehen, da6 die 
Gravitation eine sozusagen rein auBerliche Kraft ist, die an 
der Existenz der Materie selbst unbeteiligt ist. Denn gehorte 
sie, wie ich bier annehme, zu den Kraften, die die Form der 
materiellen Elementarteilchen und den ganzen inneren Bau 
der Atome wesentlich bestimmen, und wiirde sie dem Rela- 
tivitiitsprinzip nicht gehorchen, dann ware es undenkbar, da6 
die Elernentarteilchen der Materie und die Kraftwirkungen, 
die sie zu Atomen, zu Molekiilen, zu greifbaren Korpern ver- 
binden, bei einer Bewegung der Materie durch den Ilaum 
ganz allgemein just die Veranderungen erlitten, die zu der 
durch den Michelsonschen Versuch erwiesenen Kontraktion 
der Materie fuhren. Andererseits glaube ich aber auch, da6 
man auf sehr gro6e Schwierigkeiten stoBen wiirde, wenn man 
die Gravitation ala eine Wirkung behandeln wollte, die bei 
den innersten Vorgangen in den Atomen keine bemerkbare 
Rolle spielte, und ich glanbe daher, da6 mbn den Standpunkt 
M. A b r a h a m s  aufgeben muB, sobald man die Theorie der 
Gravitation nicht losgelost von der Theorie der Materie be- 
handelt. Es scheint mir deswegen sehr wichtig zu sein, da6 
man in einer so einfachen Weise Gravitation und Relativitats- 
theorie miteinander verbinden kann , wie wir es eben getan 
haben. 

Es sei noch bemerkt, da6 auch in der durch die Glei- 
chungen (86), (87), (88) erweiterten Atherdynamik das H a m i l t o  n- 
sche Prinzip in der Form, wie wir es in I, Abschnitt 10. kennen 
gelernt haben, giiltig ist. Der Beweis bietet keinerlei Schwierig- 
keiten. 

Die Invarianten. 

39. Die Zahl der Invarianten wird durch das Hinzu- 
treten der GravitationsgrOBen betrachtlich vermehrt. Es 
kommen n$rnlich, abgesehen von dem Gravitationspotential w, 
noch vier weitere GroBen zii den vier in I. auf p. 531 ge- 
fundenen Gro6en (24) hinzu, die Funktion H in (94) kann 
also moglicherweise von acht unabhlngigen Variablen ab- 
hangen. Man kann dazu die folgenden Kombinationen der 
Zustandsvariablen nehmen: 
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Mit den Methoden der vierdimensionalen Vektoranalysis 
la& sich der Beweis fuhren, da6 alle anderen Invarianten 
Rich aus diesen acht GrGBen berechnen lassen. Ich mochte 
diesen Beweis aber hier nicht wiedergeben. 

Ebenso mBchte ich die Formeln, die analog den Formeln (25) 
in I. p. ,531 nun zur Berechnung der GroBen e', b', y', f', w', E' 
aus der Funktion H' fuhren, hier nicht herschreiben, da sie 
sich ganz leicht ergeben. 

Die Differentialgleichung dee Elektrone. 

40. Invarianten fiir die L o r e n t z  sche Transformation 
sind natirlich auch die folgenden GroSen: 

e . b  - b .  Ij = e - 7 " .  (e'. b - b'. Q), 
9 .  e - f . b = e-YW. (sp'. @ - f'. b ) ,  
f . g - w . u = e - ~ w .  (f'. g - w'. u ) ,  

Es ist fur manche Zwecke bequemer, an Stelle der 
Funktion H andere Funktionen zu nehmen, die sich von ihr 
nur durch einen Summanden unterscheiden, der aus den eben 
hingeschriebenen GroBen gebildet wid.  Wir wollen nun genau 
wie I. p., 524 definieren: 
(98) C ? = N - ( e - b  - b - $ ) + ( s p . g - f . b ) .  

Wir kannen auch setzen: 
@ = e - Y * w  * @', 

@'= €2'- (e'. b - b'. 8) + (9'- g - f *  b), (99) { 
wo also @' eine QroSe iut, die nur von den Variablen b ,  4, 
e, b, g, a abhangt, aber nicht von w. Da sich (e', b', y', f') 
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aus den Variabeln (b, 4, Q, b, g, u) berechnen lassen, so kann 
man auch umgekehrt (b, $;Q, b) aus (e’, b’, y‘, f’, g, u) berechnen 
und man darf daher @’ als eine Funktion dieses neuen Systems 
von Variabeln betrachten: 

(100) @ = e - y ‘ o j .  (P k’, b’, y’, f’, 8, 4 * 
Nun folgt aus (99) und (95): 

also : 
d @ ” = - b * d e ‘ + $ . d b ’ +  g . $ y ’ - b . d f ’ + f ‘ . d g  - w ’ . d u ,  

In dem Falle eines ruhenden Elektrons sind die GrSf3en 
fi’, f’, u konstant gleich Null zu setzen und die iibrigen drei 
hangen nur F O ~  der Entfernung r vom Zentrum ab. Ich setze: 

do I d r  
z = g =  -. 

Wir haben also eine Funktion @’ von nur noch drei 
Variablen : 

Da aber auEerdem: 
w (-7, y, 2) * 

x = - - + y . Y . Z ,  d Y  
d r  

so haben wir in Wirklichkeit nur noch zwei unbekannte 
Variablen Y und Z und die Ableitung der einen dY/dr  in W, 

Fur  diese beiden unbekannten Variablen Y und Z haben 
wir dann die folgenden zwei Differentialgleichungen: 

2. d(+.  f )  = - y . H ,  
T* d r  

oder: 

Annalen der Phgsik. IV. Folge. 40. 3 
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Durch diese beiden Gleichungen ist Gleichung (34) in 11. 
p. 15 zu ersetzen, wenn man das Problem des Elektrons mit 
Berucksichtigung der Gravitation diskutieren will. Ubrigens 
kann man auch nach dem gewohnlichen Verfahren der Diffe- 
rentialrechnung die unbekannte Z und ihre Ableitungen aus 
den beiden Gleichungen eliminieren. Man bekommt alsdann 
eine Gleichung dritter Ordnung fur die Unbekannte P = e y m .  v, 
wahrend (34) eine Gleichung zweiter Ordnung fur sp war. 

Die: Weltmatrix. 

41. Die im vorigen Abschnitt definierte Weltfunktion @ 
konnen wir wie friiher (I. p. 525) zur Aufstellung der Welt- 
matrix benutzen. Nach Gleichung (98) und (91) ist namlich: 

(104) 1V = @ + e.b - yap + U.W. 

Die Weltmatrix la& sich nun nach genau demselben Schema 
aufbauen wie in Qleichung (16), indem wir einfach den Gravi- 
tationsvierervektor noch hinzunehmen : 

I @ - 6.4 + e,b, + P,6, + f,b, - 9,g, 

~ 1% by + P, 6, + 1, by - 9, fy, e, b, + 5, b, + f, bz - 9,*%, 
- i.(b, b, - b,.b, - f,.p + g,.w), 

ey.ba + Pyb, + f,.b, - g;f,, 
(4 - b.6 + ey by + P, 6, + f, b, - g,*fy, 

e y ~ ~ b ,  + 'fiy b, + fy.Dz - 9,- fz, - i-(bz h, - bz- bz- f;e + 0,- ~ 7 ) ,  

e,.b, + fj,.b, + f,-b, - gz.fz, ez-b,  + b;b, + f,.b, - g;$, (105) 

@ - b-!l + e,b, + Il,bz + f,b, - g,f,, 
- i.(b, by - by.b, - f,*Q + g,*w) t 

- i . ( e , $ ,  - e,.lj, - b , . y  + f%.u), 
- i. (e , .  4, - e, - 8, - by. cp + f , .  t i ) ,  

Wendet man auf diese Matrix die Operation A 1 v an, so 
liefert diie vierte Reihe das Energieprinzip, die drei ersten 
Reihen werden zu den Bewegungsgleichungen eines rnateriellen 
Teilchens fuhren. 

-. i.(e,.$, - eY.$, - b , . y  + fz.u), Cf, + e . b  - ?;.p + u - W .  
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Durch ganz elementare Rechenoperationen, die nur wenig 
umstandlicher sind als die in Abschnitt 25. erwahnten, kann 
man auch fur den allgemeinsten Fall, daB in H die samt- 
lichen Variabeln (97) vorkommen, die Gleichungen beweisen : 

(106) 

(107) 
welche die Verallgemeinerung der Gleichungen (54) und (55) 
sind. Es ist also: 

[e-b] + [$.b] + [f-b] + [f-g]. = 0 ,  

[e.G] + [b-b] + (9.f - y - b )  + (u.f - wag) = 0 ,  

ez .b ,  + 4,.by + fz*b,- g,-f, = bz.ey + bz2.6, + b,*fy - fz.gy usw. 
b,.b, - b;by - g-f, + w-g, = ey-r)z - oz.ijy - v * b z  +u- f z  usw. 

Die Weltmatrix (105) ist symmetrisch zur Biugonule. 

Berechnung der auf ein Massenteilchen wirkenden Kraft. 

42. Um die ponderomotorische Kraft fur ein Massen- 
teilchen zu berechnen, verfahren wir genau wie in 26. Wir 
betrachten ein Volumen 7, in welchem das Massenteilchen 
enthalten ist, und das einerseits so gro8 ist, daB auf der 
Oberflache S schon das im Vakuum geltende Gesetz der Super- 
position erfullt ist, andererseits aber so klein, da8 man das 
weit ausgedehnte Feld, welches die Kraftwirkung verursacht, 
in seinem Innern in guter Naherung als homogen ansehen 
darf, wenn man sich das Teilchen wegdenkt. 

Blur die Gravitationswirkungen sagt das Superpositions- 
prinzip aus, daB die Differentialgleichungen (86) und (87) in g 
und u linear sind. Es niuB demnach die Bedingung er- 
fiillt sein : 

Im Pakuum unterscheiden sich (9, iu) und (f, i w )  nur durch 
einen konstanten Paktor. 

Der Proportionalitatsfaktor hangt nur davon ab, wie wir 
die Einheiten definieren. l) Wir wollen festsetzen, da8 irn 
Pakuum: 
(108) g = F. 

1) Um von dem Faktor e - Y w  absehen zu durfen, nebmen wir an, 
da8 das Gravitatiouspotential o so klein ist, da8 man e - y o  nicht von 1 
unterscheiden kann. Wir werden in 47. erkennen , daB diese Annahms 
die allgemeine Giiltigkeit der Beweise nicht einschrankt. 

3*  
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Die Weltfunktion @ muB demnach auf der OberflBche 8 
des betrachteten Volumens P in der Form: 

(109) 
darzustellen sein, wo als verschwindend klein weggelassen 
werden harm, und zwar mit einem urn so kleineren Fehler, j e  
gr8Ber man Pnimmt.  

Es sei 8 der Energiestrom, dann ist der Wert des in P 
enthaltenen Bewegungsimpulses 8 gegeben durch: 

@ = + .  (62- ea) -I- +(g2-- zP) + 

8 = s 6 .  d P .  
v 

Die trage Masse M ,  die im Volumen Y enthalten ist, 
be trBgt : 

M =  i V . d Y ,  v J 
wo W die Energiedichte bedeutet. Die Geschwindigkeit q des 
betrachteten Teilchens ist also: 

D a m  berechnet sich die auf das Teilchen wirkende Kraft @ als: 

Hier bedeutet der erste Summand der rechten Seite die 
zeitliche Anderung des Bewegungsimpulses in dem ruhenden 
Volumen. Y,  in welchem sich das Teilchen voranbewegt, also 8 
sich iindert, der zweite Summand die Anderung des Bewegungs- 
impulses, die man im Volumen Y berechnet, wenn man das 
Teilchen in Ruhe und b ungeandert sein lafit, aber P mit der 
Geschwiodigkeit q vorschiebt. Beide zusammen ergeben die 
zeitliche Anderung von 63 in einem mit dem Teilchen feat ver- 
bundenen und mitbewegten Volumen I? 

Wiir setzen nun fur 6'8lat die nach Gleichung (58) zu 
berechnenden Werte ein und bekommen durch eine einmalige 
Integration (vgl. Gleichung (62)) : 
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Da auf S das Superpositionsprinzip gilt, so sind die Kompo- 
nenten von p N  sowohl wie von b Ausdrucke zweiten Grades 
in den ZustandsgrOBen, und zwar setzt sich additiv zu- 
sammen aus einem Ausdruck, der nur die elektromagnetischen 
FeldgrGBen enthalt, der Kraft des elektromagnetischen Feldes, 
und einem Ausdruck, der nur die QravitationsgroBen g und u 
enthalt, der auf das Teilchen wirkenden Gravitationskraft. Da 
der erste uns bekannt ist, interessiert uns hier nur noch der 
zweite. Wir rechnen also mit: 

PI, = - +(9,2- gy2-  9:) - + u 2 ,  

P I ,  = - 9, * gy 7 

P I ,  = - LIZ*  a,, 
5 , =  4 , ’ U .  

Ausdriicken, die sich aus der Matrix (105) ergeben, wenn man 
f = g, u = w und fur @ den Wert (109) nimmt, wenn man 
ferner alle Glieder rnit 6 und e wegliiBt. 

Wir konnen uns nun ferner die einzelnen Komponenten 
der ZustandsgraSen nach dem Superpositionsprinzip additiv 
zusammengesetzt denken aus j e  zwei GrGBen, einer, die dem 
Eigenfeld des Teilchens entspricht und die wir rnit dem Index 0 
bezeichnen wollen, und der (froBe des weit ausgedehnten 
Feldes, in welchem sich das Teilchen bewegt, der wir den 
Index 1 geben wollen: 

9 = go + 91, 74 = uo + u1. 
Wir bekommen fur die Tensorkomponenten p und fiir die 
Komponenten von b Summen von j e  drei Ausdriicken, von 
denen sich der erste nur aus GroBen rnit dem Index 0, der 
zweite aus GroBen mit verschiedenen Indizes, der dritte aus 
GroBen mit dem Index 1 zusammensetzt: 

p l ,  = - 1. 2 (9,02 - g,oa - 9,02 + %4 
- (9,o * gz1 - 9,o * 9,l - 9,o * 9,1+ uo * 4 
-+*(9,1 -ggY1 -gz12+~12), 

P I ,  =- gzo’gyo - (9,1-!lyo+ gzO’gyl) - g z l . g y 1 7  

v,, = - Sro’S,o - (9,1*0,0 + 9,0-gzl) - Bz1.821, 
8, = 

2 2 

uo * 9,o + (% 9,o + uo - 9,J + u1 * 9,l. 
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Dementsprechend zerfallt auch in drei Summanden, die 
man darch qo0, pool, QIl bezeichnen k8nnte. po0 wurde man 
erhalteri, wenn man das ausgedehnte Feld, in welchem sich 
das Teiilchen bewegt, gleich Null setzt (gl = 0, u1 = 0). Da 
nun das eigene Feld des Teilchens mit sich im inneren Gleich- 
gewicht, ist, so kann das Teilchen sich in einem Raum ohne 
Feld (gl = 0, u1 = 0) nur mit konstanter Geschwindigkeit be- 
wegen, es ist demnach ?$oo=O.  Genau ebenso ergibt sich 
$,, = 0. Es bleiben also zur Berechnung von nur die 
Glieder ubrig, die wir durch 'pol charakterisiert haben. Bei- 
spielsweise ergibt sich fur die 2-Komponente der Kraft: 

+ ! 3 z l - ~ ( ! 3 z o * d s z  - Szo'dflJ 

+ u1 ~ J S , , * ( s , ~ S z  + sy.dSy + q,.n~,) 

+ 9 d J ? ~ O . h z  - d S  2 + qy-dSy + (1;dSZ). 

S 

S 

S 

Dabei ist von der Annahme Gebrauch gemacht, daB dns 
ausgedehnte Feld g,, 7~~ im Innern des Volumens P als kon- 
stant betrachtet werden darf. Ferner ist zur Abkiirzung 
gesetzt: 

Aus der Eigenschaft des Vektors g, da6 (nach Gleichung (87)) : 
rotg = 0 ,  

dh'*CoS(N,x) = dSx, dS*co~(iV,y) = day, ~ S . C O S ( ~ ~ ~ Z )  = dS,. 

folgt: 

J(syo- dSx - S z C '  "sy) = 0, 

J(9,0- dSZ - 9,"*dQ = 0 * 

S 

S 

Der dritte und vierte Summand des eben hingeschriebenen 
Wertes fiir 8, fallen also weg. Die iibrigen Summanden ver- 
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wandle ich wieder in Raumintegrale, indem ich gleichzeitig 
mehrmals davon Gebrauch mache, da6 auf der Flache 8 gilt 
To =go, 2oo = uo: 

- u l .  1% - d V  

21 

Nun ist aber: 

-. 
a x  d l  a t  

and : 
a WO a Ujo a WO d u., d uio da - 9,+ ay - 9, + ax. 9, = dt - -- . a t  

Es ergibt sich somit: 

Der zweite Summand ist verschwindend klein gegen den ersten. 
Denn da im Innern des Volumens 7 w1 und gtl verschwindend 
klein gegen wo und gxo sind, so fallt er gegen das Glied: 

d 
Z J W  * gx* d 7, 

das in einer anderen Pormel fur Fz, namlich: 

UY-bz - bz.b, - f;~) + g;w)*d Y QZ = __- d(Y, = --J( d 
d t  d t  

vorkommt, weg, er muB also verschwindend gegen den Wert 
von Pz uberhaupt sein. Wir baben somit: 

a t  
V 

Ich lasse nun im folgenden die Indizes wieder weg und 
setze nach (86): 

a G o  a U’ + -L =- Y- I l ,  a t  
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wo nun also H die Hamil tonsche Funktion des Eigenfeldes 
des Teilchens bedeutet, ferner setze ich g1 = 0, verstehe also 
unter g die Feldstarke des ausgedehnten Feldes, in dem sich 
das Teilchen bewegt. Es ist dann: 

Wir haben die schwere Masse rng des Teilchens zu defi- 
nieren als: 
(111)  m 9 = S I I . ~ ~ J -  
und es ist: 
(112) @ = y.mg.g.  

Wir konnen demnach folgenden Satz sussprechen: 
I m  Gravitationsfeld gibt es nur eine Art von Arraftwirkuny, 

die Schwerewirkung, uncl nichts, was zu dieser in einer ahnlichen 
Bezielmng stiinde, wie die magnetische Kraftuiirkung zur elek- 
trischen. Bafiir  ist a6er die schwere Basse eines wiateriellen 
Teilchens im Gegensatz zu der konstanten elektrischen Ladung 
von seinem Bewegungszustand abhangig. 

V 

Denn, wie wir auf p. 26 gesehen haben, ist: 

(113) ms = 11 - qz.m,,  

wenu wir unter m, die schwere Masse des ruhenden Teilchens 
verstehen. Man erkennt ubrigens ohne weiteres die Giiltigkeit 
des folgenden Satzes: 

In einem ruhenden Jfassenteilchen sind die traye JFasse und 
die schwei-e JIasse identisch. 

Beide sind m, = Eo. Wie weit sie sich in einem be- 
wegten K6rper unterscheiden , werden wir in einem spateren 
Abschnitt (45.) sehen. 

Ich dienke mir nun zwei ruhende oder langsam bewegte 
Teilchen 'van den schweren Massen mg, und mg2. In  dem 
leeren Raum, der sie umgibt, berechnet sich die Feldstarke 
der Gravitation, weil div f = - y.H ist und im Vakuum g = f :  
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wo rl und rz die von den Teilchen ausgehenden Radien- 
vektoren bedeuten sollen, iind zwar laufen die Feldlinien zu 
dem das Feld erregenden Teilchen hin. Befinden sich beide 
voneinander im Abstande T = r,  = rz7 so ziehen aie sich dem- 
nach mit der an beiden gleich groBen Kraft an: 

In unserer Gravitationstheorie gilt sowohl das Gesetz von der 
Gleichheit der Firkung und Gegenwirkung, als auch das N e w t o n -  
sche Attraktionsgesetz. 

Beide Gesetze sind eine notwendige Folge des im Vakuum 
geltenden Superpositionsprinzips. 

Da ferner nach dem Superpositionsprinzip die Gravitations- 
felder von sehr vielen Massenteilchen, die nur die Sinkstellen 
des Vektors f bedeuten, sich einfach zueinander addieren, so 
folgt , dap die anziehende N5rkun.y eines Weltkorpers durch das 
Bazwischentreten efnes anderen k'iirpers in keiner Weise alteriert 
wird, sondern sich unvepandert der Wirkung dieses zweiten KiiTpers 
stiperponiert, m. a. W., dap sich die Gravitation nicht a l -  
schirmen lapt. 

Die Energiedichte berechnet sich nach der Formel : 

W =  @ + e . b - y . g + i i . w  

im Vakuum, wo e = b ,  6 = $ ,  p = 0 ,  b = 0 ,  t = g ,  w = u 7  
folgendermaBen : 

Ik' = + ( e 2  + b2 + g2 + t iz ) .  

Die 3nergiedichte des Gravitationsfeldes im Fakuum ist eine 
positive GrCPe. 

Diesen Satz, der mit Rucksicht auf die anziehende Wir- 
knng des Gravitationsfeldes beachtenswert ist , hat schon 
M. A b r a h a m  aus seinem Ansatz der Gravitationsgleichungen 
hergeleitet. 

Wir wollen schlieBlich noch aus dem oben hingeschriebenen 
Newtonschen Attraktionsgesetz (114) den Wert der universellen 
Konstanten y zahlenma6ig berechnen. In Formel (1 14) sind 
die beiden schweren Massen mgl und mg2 in Erg zu rechnen. 
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Wir wollen sie zunachst in der ublichen Weise in Gramrn 
angeben, indem wir setzen: 

wo c die Lichtgeschwindigkeit (3 - 10'"). Das Attraktionsgesetz 
lautet dann: 
(114a) p g = - . u .  y 2 * c 4  n t - m  

4 n  T O  

Bezeichnen wir die gewohnlich so genannte Gracitntions- 
konstante mit ~t, so haben wir demnach: 

Es ist also: 

Setzen nrir hier ein: 

so erhalten wir: 
x = 6,618 * lo-', 

y = 1,016 - loAz4. 

Die trage Masse eines materiellen Teilchens. 

43. Wenn Bo die Energie eines ruhenden Teilchens ist, 
so ist die Energie desselben Teilchens bei Bewegung mit der 
Geschwindigkeit q, wie aus dem Laueschen Satz folgt'): 

Nach (91) und (98) ist die Energiedichte: 

/ y  = z+ - f . b  + W * U  

= clr, + e-b - sp-p + W - U ,  

also mit, Riicksicht auf (64) und (65): 

(116) 

Diese Formeln treten jetzt also an die Stelle der Formeln (66). 

1) M. Laue,  Das Relativitiitsprinzip p. 170. 
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Aus den Gleichungen (85), (86) laBt sich leicht folgende 
Formel herleiten: 

f .g  - w.u = div(f.o) + ~ a ( w * O )  + 7.w.H. 

Daraus ergibt sich fur ein ruhendes materielles Partikelchen, 
indem man iiber das ganze von ihm erfiillte Volumen P, 
integriert : 

a t  

An Stelle der drei Gleichungen auf p. 10 erhalten wir 
mit Beriicksichtigung der Gravitationsglieder aus dem L aue-  
schen Satz die folgenden Gleichungen: 

__ ~ -_ ~ __- -- 
J’(bo*bo - fJ,,.$,, - e,o*b,, - Lo-b,, + L0.9,o + ~ o ~ ~ o ) - d ~ 0 = ~ 0 0 ’  

J(mo - b y o 4 y o  - ~ y o ~ ~ y o - f y o * ~ y o  +fyo .9yo  + ~ o * ~ ~ o ) ’ ~ ~ = ~ 0 9  
-~ ~ _ _  -~ ___ -- 

_ _ _ -  ___ __ __ __ 
J ( b o 4 ,  -b,o*fJ,o- ezo-b, ,  - f z O . % O  + fzo.9zo + Wo’Uo)‘d~o==o. 

Durch Addition ergibt sich mit Riicksicht nuf (85): 

(118) 3, =- Q - $ ( c o . b ,  - b,.Q, - €,.go).dT0 + J F , - d P ,  

an Stelle von (71). 

_ _ - ~  

Im Felde eines Elektrons ist ij, = 0, uo = 0, folglich: 

(119) ,+-L. I ’ P , ~ b o ~ d F o + ~ ~ ~ f o ~ g o ~ d 7 , ,  

und dabei ist zufolge (64) und (115): 

(120) J’~o.bo.dPo = s y o . p . d G ,  

(121) Sfo.p0.dTo = y.I&.I€,.d~. 

Nach Formel (119) sind die Beweise, die wir auf p. 13 ge- 
bracht haben, nicht mehr streng zu fihren. Trotzdem ist es 
wohl ziemlich wahrscheinlich , daB die eigentumlichen Aus- 
sagen iiber das Vorzeichen von e und cp im Innern des Elek- 
trons tatsachlich bestehen bleiben. 
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Schwerkraft bewegter Massenteilchen. 

44. Es sei g,, g,, g,, u das Schwerefeld eines materiellen 
Teilchens , dessen schwere Masse im Ruhezustand rn, sein 
moge. Nach (85) laf3t sich g stets aus einem Schwerepoten- 
tial w berechnen: 

a m  a m  a m  a m  
a t  

g,=--, g = - ,  a x  Y a x  O z = d n ’  u=-- 

und w ist dabei ein vierdimensionaler Skalar, d. h. eine In- 
variante fur die L o r  en  t z sche Transformation. Das Teilchen 
moge sich mit der Geschwindigkeit q in der Richtung der 
positiven z-Achse bewegen. Wir wollen dann auf Ruhe trans- 
formieren, d. h. wir wollen dem Punkt x,y, z zur Zeit t einen 
Punkt .zo, yo, zo nach folgenden Gleichungen zuordnen: 

x - q . t  t -  9 . “  xo = x ,  yo = y, I =- t =-. 
0 vTz<;’ 0 1/1-48 

Der Mittelpunkt des rnateriellen Teilchens sei derjenige Punkt, 
dem xo = 0, yo = 0, zo = 0 zugeordnet ist, der also die Ko- 
ordinaten 2 = OK= 0, z = q t hat. Der Abstand des Punktes 
x, y, z vom iV$ittelp~kt des Massenteilchens ist: 

, 
r $ ~ X ” + y ” + ( Z - q p ,  

der Abstand des zugeordneten Punktes xo, yo, zo von dem 
Mittelpunkt (0, 0, 0) des ruheriden Teilchens ist: 

ro = l / xoz  + yoz + zo2. 

Wir konnen diese GroBe auch als F’unktion x, y, I, t berechnen: 

Bezeichnen wir den Winkel zwischen der positiven z-Achse 
und dem Radiusvektor r mit 9, so ist: 

z - q t  = r.cos 9- 

und wir haben demnach: 
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Wir wollen noch folgende Abkurzung einfuhren : 

ro = rap.  

Nun ist das Gravitationspotential w fiir ein ruhendes Teilchen 
leicht zu berechnen, namlich: 

w = E .  
4 m . r o  

Da o fur die Lorentzsche Transformation invariant ist, so 
folgt, indem man (122) und (123) anwendet, daB das Poten- 
tial fur das bewegte Teilchen sich im Punkt (z, y, z) nach der 
Formel berechnet : 

Daraus ergibt sich sofort‘ das Schwerefeld des bewegten Teil- 
chens: 

oder, wenn wir mit g, die Komponente des Feldes senkrecht 
zur Richtung der Bewegung (2) bezeichnen: 

y m ,  s i n 4  
4 n r 2  p s  i ge=---- ’  

(126) 

ym,.q c o s 4  u=--. 
47rr2 (1 - p 3 p 3  ’ 

wo der Wert von p aus Formel (123) einzusetzen ist. 
Aus den Formeln (126) geht deutlich das folgende hervor: 
In der Umgebung eines bewegten materiellen Korpers be- 

Rommen die Gravitationslinien , die vom ruhenden gerade in 
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radialer Richtung ausgehen, eine gekriimmte Form, auperdem be- 
kommt das Peld im leeren Raum in. der Nahe des bewegten Teil- 
chens Quellpunkte und Sinkstellen. 

Ilas letzte ist leicbt so zu sehen: I m  leeren Raum ist 
g = f und u = 20, da nun 21 und ebenso dul6’t von Null ver- 
schieden ist, so gilt das auch von divg, denn: 

Die GroBenordnung von div g ist allerdings, wie man leicht 
ausrechnen kann, die von q2. 

Form der Gravitationslinien von einern sehr schnell bewegten Partikelcben. 
( q  = fi = 212000 km/sec). 

Fig. 1. 

Erst, wenn q sehr betriichtliche Werte annimmt, wird 
die sonderbare Verzerrung des Gravitationsfeldes bemerkbar. 
Die Gleichung einer Kraftlinie ist 
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also : 
1 

wo a der zur Kraftlinie gehorende Parameter ist. Man sieht 
sofort, daB bei kleinen Werten p die Kraftlinie kaum vom 
Radiusvektor abweicht, a ist alsdann gleich cotg9. 1st aber 
beispielsweise q2 = Q, so sind die Kraftlinien schon zu Pa- 
rabeln geworden. Das Gravitationsfeld hat dann das in der 
nebenstehenden Zeichnung (Fig. 1) dargestellte Aussehen. J e  
mehr sich q der Lichtgeschwindigkeit (der 1) nahert, um so 
mehr biegen sich die Kurven auf, so da8 das Gravitationsfeld 
sich immer mehr um die Aquatorialebene konzentriert. Zu- 
gleich sinkt die Feldstarke immer mehr und mehr gegen NulI, 
und zwar konvergiert g, gegen Null wie fm, g, und 11 

wie 1/(1 -q". 
45. Wir wollen uns einen Korper denken, dessen Ele- 

mentarpartikelchen alle relativ zueinander vollkommen in 
Ruhe seien, wie es vielleicht beim absoluten Nullpunkt der 
Temperatur sein mag. In diesem Kijrper ist die trage Masse 
identisch mit der schweren Masse, wir wollen sie als Ruhmasse 
mit mo bezeichnen. 

In  dem betrachteten Korper mijgen nun die Elementar- 
partikelchen, etwa durch Temperaturerhohung, in Schwingungen 
geraten. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines Partikel- 
chens sei q, dann ist 

___ 

die durchschnittliche Bewegungsenergie eines Pa,rtikelchens, 
falls E,, seine Ruhenergie ist. Die schwere Masse des Partikel- 
chens betragt nach (113): 

Die schwere Masse des ganzen betrachteten KSrpers mg 
nimmt also mit wachsender innerer Bewegung seiner Elementar- 
partikelchen ab. Und zwar kSnnen wir die h d e r u n g  der 
schweren Masse schatzungsweise angeben, wenn wir wissen, 
wie groB die Energie der inneren Bewegungen ist. Sie be- 
trage Q Erg, dann ist: 

mg N mo - Q I  
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wenn die Masse in Erg gerechnet wird, oder: 

Q mg - m, - ~ 

9 * 1 0 2 0  ’ 
wenn die Masse in Grammen gerechnet wird. Erteilen wir 
dem betrachteten Korper eine Bewegung von der Geschwindig- 
keit v, so wird die ganze Geschwindigkeit q’ eines Elementar- 
partikelchens, das sich Telativ zum Korper mit einer Ge- 
schwindigkeit q in einer Richtung bewegt, die mit der Richtung 
von v deli Winkel 9. bildet, nach dem Satz von der Addition 
der Geschwindigkeiten l): 

q2 + v2 +- 2 q * o * cos 4 - qp v8. ain24 
p”= - (1 + q e a ’ ;  coR4)8 

Die Energie dieses Teilchens berechnet sicli zu: 

Wir nehmen an, da6 die Teilchen in dem Korper ganz regellos 
schwingen, so daB jede Richtung von q gleich oft vorkommt. 
Von einer groBen Zahl N von Partikelchen bewegt sich dann 
in jedem Moment der Bruchteil: 

so, daB die Richtung der Bewegung p dieser dill-Partikelchen 
mit der Richtung von v gerade einen Winkel bildet, der 
zwischen 9 und 9 + d9.  liegt. Wir bekommen die Energie 
aller N-Teilchen, wenn wir den eben berechneten Wert der 
Energie eines Teilchens mit der Zahl d N  multiplizieren und 
uber 9. von 0 bis a integrieren. 

[cos9.. s i n 8  - d 9  = 0 ;  

Da nun: 

s i n t 9 . d a  = 2 ,  
0 0 J 

so erhalt man als die gesamte Energie der N-Teilchen: 

1) M. L a u e ,  Das Relativitatsprinzip p. 43. 
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Die trage Masse m des Korpers ist also, wie ubrigens schon 
bekannt, auch wenn seine Hlementarpartikelchen schwingen, 
einfach gleich seinem gesamten Energiegehalt 

Nennen wir wiederum die Energie der inneren Bewegungen Q, 
so ist: 

m - mo + Q Erg 
oder: 

m - m o  +y.1oLo Gramm. 

Trage illasse und schwere iPlasse ehes k'iirpers sind nur 
dann vollstandig identisch, 2t'eniz die Elementarteilchen des Korpers 
keine inneren Bewegungen ausfiihren. Verborgene Beujegungen 
der Elementarteilcheii hewirken 'eine Zunahme der tragen Masse 
und eine Abnahrne der schweren Jjasse. 

Da nun jedenfalls in der Materie immer verborgene Be- 
wegungen vorhanden sind, die mit wachsender Temperatur 
zunehmen, 60 folgt weiter: 

B a s  Terhaltnis der sclrweren Musse zur triigen Masse, also 
uuch die soyenannte Gravitationskonstante, ist fur  ~jeden Stof eine 
Funktian der Temperatur, die rnit wachrender Temperatur ab- 
nimmt. 

Fur  nicht gar zu groBe Warmebewegungen konnen wir 
die eben berechneten Waherungswerte fir mB und m benutzen: 

9% 
m. mo+ Q Tn 

"20 - Q = 1 - 2 -, Q - =  

wenn m und Q beide in Erg gerechnet werden, oder: 
Q 'zs = 1 - 2 .  I__- 

9 * 1020 * nz ' m 

wenn Q in Erg und m in Gramm gerechnct wird; Q : m  ist 
der Teil des Warmegehaltes der Masseneinheit des Korpers, 
welcher die kinetische Energie der molekularen Bewegung 
d ars tellt. 

.Die Anderung der Gravitutionskonstante mit der Temperatur 
iut in cerschiedenen Stofin verschieden grop, und zwar ist sie 
urn so groler, je groper der Teil der spezifischen Farme des 
Stoffes ist, welcher der Kinetischen Energie der molekduren Be- 
wegungen entspricht. 

4 Annalen der Physik. 1V. Folge. $0. 
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Im allgemeinen ist die spezifische Warme der Korper um 
so groger, je kleiner die Atomgewichte seiner Bestandteile sind. 
Man konnte daher die Satze, die aus unserer Gravitations- 
theorie folgen, in der Weise experimentell nachzuprufen ver- 
suchen, daB man die Schwerebeschleunigung einmal mit einem 
Pendel bestimmt, dessen Linse aus Lithium besteht, und darauf 
unter genau gleichen Umstanden mit einem Pendel, dessen 
Lime aus Blei besteht. Das zweite Pendel miiBte einen 
groderen Wert der Schwerebeschleunigung geben als das erste. 
Um die Moglichkeit des Experiments zu prufen, wollen wir 
die Veranderlichkeit des Verhaltnisses m g l m  fur den Stoff be- 
rechnen, der sie am starksten zeigen mug, namlich Wasser- 
stoffgas. Dieses hat eine spezifische Warme cu von 2,5 cal. 
pro Gramm und pro Qrad Celsius, also in Erg umgerechnet: 
1,05. lo8  Erg. Daraus ergibt sich: 

wo 0 die absolute Temperatur ist, bei der die Messung aus- 
gefuhrt ist. Das ergibt bei: 

O =  300' 1 - 7.10-11, 

0 = 6000' 1 - 14-  lo-''. 

Man miiBte also die Schwerebeschleunigung bis auf den 
Bruchteil lo-" oder genau bestimmen kiinnen, um bei 
verschiedenem Material der Pendellinse Unterschiede zu finden, 
wenn man bei Zimmertemperatur beobachtet. Ahnlich genau 
mugten auch die Messungen sein, wenn man auf astronomischem 
Wege etwa nach einer Inkonstanz der Gravitationskonstante 
suchen wollte. Denn wenn hier auch die hoheren Temperaturen 
vieler HimmelskGrper eine Rolle spielen konnten, so mug man 
dafur auch wieder die gro6eren Atomgewichte der Stoffe be- 
achten, aus denen die Himmelskorper meistens bestehen. 

Praktisch sind schwere Masse wid traye -iMasse nicht zu 
untersch eiden. 

Longitudinalwellen im &her. 

46. Die scheinbar interessanteste Konsequenz aus der hier 
entwickelten Theorie der Gravitation: auf die ubrigens auch 
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M. A b r a h a m  l) schon bei der Aufstellung seines Ansatzes hin- 
gewiesen hat, ist, daB sie Longitudinalwellen im Ather voraus- 
sagt. Man sieht das sofort aus der Form der Gleichungen (85) 
und (86). Die Gleichungen (85) sind vollkommen identisch mit 
den Bewegungsgleichungen einer kompressiblen, vollkommen 
elastischen Flussigkeit, die unendlich kleine wirbelfreie Be- 
wegungen macht, wenn man w als das Geschwindigkeitspotential 
ansieht, und Gleichung (86) ist die sogenannte Kontinuitats- 
gleichung, wenn man H = 0 setzen kann, was im Vakuum 
jedenfalls erlaubt ist. Voraussetzung ist allerdings, da6 (g, i u) 
und (k, iw)  einander proportional sind, was nach dem Super- 
positionsprinzip im Vakuum der Fall ist. Es ergibt sich dann 
fur rfi die Wellengleichung: 

aus der man sieht, da8 die Geschwindigkeit der longitudinalen 
Wellen im i t h e r  gleich 1, d. h. gleich der Geschwindigkeit 
der Lichtwellen ist. 

Aus der Analogie zu den Longitudinalwellen in einer 
kompressiblen Flussigkeit erkennt man, daB im Ather Longi- 
tudinalwellen von schwingenden materiellen Teilchen aus- 
strahlen mussen. Denn wenn ein materielles Teilchen schwingt, 
so bewegen sich erstens die Sinkstellen des Vektors g perio- 
disch hin und her, und zweitens variiert auch der Betrag der 
Sinkstellen periodisch, insofern die gravitierende Masse des 
Teilchens im Moment der starksten Bewegung ein Minimum, 
und im Moment der Ruhe ein Maximum hat. Es entstehen 
also um ein schwingendes materielles Teilchen herum zwei 
verschiedenartige longitudinale Kugelwellen, und zwar bemerkt 
man schon, daS die zweite Art die doppelte Schwingungszahl 
der ersten hat. 

Wir sehen hieraus, daB Lichtwellen, soweit sie durch 
schwingende Elektronen ausgesandt werden, und Rontgenstrahlen, 
die bei der pliitzlichen Bremsung bewegter Elektronen ent- 
stehen, immer von einer Strahlung longitudinaler Wellen be- 
gleitet sein mussen. Dagegen 1’aBt sich dasselbe nicht ohne 
weiteres von solchen Lichtwellen behaupten, die aus explodierten 

1) M. Abraham, Physik. Zeitschr. 13. p. 1. 1912. 
4 *  
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Dipolen (nach Abschnitt 32) bestehen. Wir wollen nun be- 
rechnen, wie grog die Intensitat der von einem schwingenden 
materiellen Teilchen ausgesandten Schwerewellen ist. 

Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, da6 in der 
ganzen Umgebung des Teilchens, wenn es in Ruhe ist, die 
Vektoren (J und b Null seien, ebenso u = 0. Dann ist die 
Energie des ruhenden Teilchens immer: 

I?= H - d l ' .  S 
Befindet sich das Teilchen dabei in der Gleichgewichtslage, 
so ist speziell: 

In  anderen Lagen ist E > Eo, wir miissen dabei eventuell zur 
Berechnung von B die weitere Umgebung des Teilchens mit 
in Betracht ziehen. 

Schwingt das Teilchen durch die Ruhelage hindurch mit 
der Geschwindigkeit q, so ist seine Energie: 

dagegen ist nach (69): 

1st also 3 die gesamte Schwingungsenergie, die (abgesehen von 
der Strahlungsdampfung) wahrend der Schwingungen konstant 
bleibt, so ist im Augenblick des grSBten Anschlages, wenn 
also q = 0: 

J I l . d P =  E ,  

im Augenblick, wo das Teilchen durch die Gleichgewichtslage 
geht, also q sein Maximum hat: 

Wir wollen nun folgende Abkurzungen brauchen: 
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Denken wir uns ,u als das Massenteilchen, so konnen wir uns 
den ganzen Schwingungsvorgang so vorstellen, daB sich erstens 
der Massenmittelpunkt von p mit einer periodischen qe -  
schwindigkeit bewegt, die wir q nennen wollen, und daB 
zweitens die Masse des Teilchens p sich dabei periodisch 
andert, wir werden mit geniigender Genauigkeit rechnen konnen : 

1128) P = Po * (1 - yZ) 9 

wo p,, der Wert fiir q = 0 ist. Ob das Teilchen dabei irgend 
welche Formanderungen erfahrt , wird fiir die Intensitat der 
ausgesandten Welien unwesentlich sein. 

Wir wollen uns im folgenden auf den Fall ilinearer 
Schwingungen des Teilchens, bei denen also q seine' Richtung 
nicht andert, beschranken. Wir wollen setzen : 
(129) q '5: a . s i n 2 n n t .  

An Stelle des Schwerevektors g und u berechnen wir zu- 
uachst etwas anders definierte Grogen, die wir g' und u' nennen 
wollen und die folgenden Gleichungen geniigen sollen : 

Im Vakuum, wo g und k ,  u und w miteinander identisch 
sind, stimmt die Definition von g' und u' sowie o' mit der 
von g, u und o iiberein, im Innern des materiellen Teilchens 
aber nicht, weil hier k und g, u und 20 nicht als identisch 
angesehen werden durfen. Aus (1301 ergibt sich fiir w' die 
bekannte Differentialgleichung: 

die vollstandig mit der Differentialgleichung ubereinstimmt, 
der das skalare Potential des elektrischen Feldes um ein be- 
wegtes elektrisches Teilchen herum gehorcht , wenn man 
+ y . H  als die Dichte der elektrischen Ladung nnnimmt. 
Diese Gleichung kann man aber nach der yon E. Wiechert ' j  
angegebenen Methode leicht integrieren , wenn man sich auf 

1) E. Wiechert ,  Ann. d.Phys. 4. p. 682. 1901. 
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Raumgebiete beschrankt, deren Entfernungen vom Massen- 
mittelpunkt des bewegten Teilchens unendlich groB im Ver- 
gleich mit den Dimensionen des Teilchens sind. Es ist niimlich: 

w’(x, y, 2, t )  = -c -_____ (132) 4 7~ ( . “ )  r ( 1  - p * cos 4) x,, yl, z,, t, ’ 
wo: 

p = J H .  d~ zur Zeit t l .  

Hier bedeutet xl, yl, z1 denjenigen Punkt auf der Bahn, 
die der Massenmittelpunkt des Teiichens beschreibt, von dem 
eine Lichtwelle den betrachteten Raumpunkt (z, y, z) gerade 
zur Zeit t erreichen wurde, und tl ist der Moment, in welchem 
der Massenmittelpunkt des Teilchens gerade durch (xl, yl, zl) 
geht. r ist die Verbindungsstrecke von (zl, yl, z I )  nach (x, y, z). 
Da wir die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 gesetzt haben, so 
ist also : 

t = t - r .  

9. sol1 der Winkel zwischen dem in dem Sinne von (zl, yl, zl) 
nach (x, y, z)  gerechneten Radiusvektor r und der Richtung 
der Bewegung p sein. q ist nach (129) als Funktion von t, 
gegeben: p = a .  sin 2 n n - tl (t hat jetzt eine andere Bedeutung). 
Nehmen wir die Richtung der Bewegung des schwingenden 
Teilchens als Richtung der z-Achse, so sind tl, yl Konstanten 
und zl ist eine Funktion von t , :  

1 

Nach (129) haben wir zu setzen: 

- p = a - s i n 2 n n t t l .  c o s 2 n n t l ,  -- - d XI 

d tt 

Durch die Gleichung: 

t 1 -  - t - r = t - vp - xl)z + (y -yl)z + (z - z,)Z 

ist, wenn man fur xl und y, ihre konstanten Werte und 
zI = f(tJ einsetzt, die Gr6Be tl implizite als Funktion von 
(t, y, z,  t) definiert und man kann ohne Muhe die Differential- 
quotient en 

a t, a tl a t, a tl 
a x ’  a y  a ~ ’  a t  
- -  -- 

1 
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ausrechnen. Da nun g und demnach auch p Funktionen von 
tl sind, so kann man sie ebenfalls nach I ,  y, z, t differentiieren, 
wir wollen dabei die Abkurzung gebrauchen: 

Endlich kann man auch fur r und T . p a  cos $9. = (z - zl). q die 
Differentiationen ausfiihren und nun den Vektor g' und u' 
berechnen: 

Die Rechnungen sind von M. A b r a h a m  in seiner ,,Theorie 
der Elektxizitat" Bd. I1 im $ 13 p. 92ff. genau durchgefuhrt, 
ich brauche deswegen nur die Resultate hinzuschreiben. Dabei 
werde ich, weil alles zur z-Achse symmetrisch ist, von g' nur  
zwei Komponenten, namlich g,' und g,'1 9,' angeben: 

Y . , i ~ - s i n 8 ,  i -  4n . r . (1 - q . cos Y)Z 

CL. y * r . -  ' *cost?- y-. 

Diese Ausdriicke zerfallen in zwei Teile, von denen der 
erste mit r-%, der zweite mit r-l proportional ist. Die beiden 
Summanden des zweiten Teiles enthalten als Fak tor entweder: 

2 = 2 n n . a . c o s 2 n n t  = --. a . c o s 2 n n t  

i -  4 n  . r . (1 - 4 .  cos ~ ) 3 *  ' 4n*.r . ( l -q* C O s 8 ) '  

2lZ 
1. 

oder : 
2n 
h p = - p o . g . q = - -  . p,, . a 2 .  sin t ? n n t -  cos2n n t .  
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Der zweite Teil der Ausdriicke verhalt sich zu dem ersten 
Teil der GroBenordnung nach wie 1 11 : l / r ,  wo il die der 
Schwingungszahl n entsprechende Lichtwellenlange ist. 

Wir wollen uns nun auf solche Schwingungszahlen n be- 
schranken, deren Lichtwellenlange 1 im Vergleich zu den 
Dimensionen des schwingenden Teilchens in dem Ma6e un- 
endlich groB ist, d@ es Entfernungen r vom Teilchen gibt, die 
gegen 1 unendlich klein, gegen die Dimensionen des Teilchens aber 
noch unerdich  g r o p  sind. 

Zufolge dieser Annahme gibt es Werte von T, fir welche 
die Formeln (133) noch gelten, obwohl r unendlich klein 
gegen 2.. Fur diese kleinen Werte von r konnen wir mit guter 
Naherung rechnen: 

Es l&Bt sich leicht zeigen, daB 

. ( 1  -q2) . s in6 ,  

* (cos 79 - q) f 

* q - (cos 79 - I). 

diese Formeln vollstandig 
mit den Formeln (123) iibereinstimmen, die das Feld eines 
mit der Geschwindigkeit q bewegten Massenteilchens darstellen. 

Um das einzusehen, miissen wir bedenken, daB r die Ent- 
fernung des Punktes (2, y, z) von dem Ort des Teilchens zur 
Zeit tl = t - r bedeutet. Bezeichnen wir die Entfernung 
zwischen (2, y, z) und dem Ort des Teilchens zur Zeit t mit T’, 

ferner den Winkel zwischen r’ und der z-Achse mit W ,  so 
sieht man aus Fig. 2 sofort, da6: 

r . sin 9. = r‘ . sin 9’ , 
r . c o s 9  = T’.COSF+ q . ( t - t l )  = r‘-cos9.’+ r - q .  

Eine elementare Rechnung fiihrt zu der Formel: 

r’a. (1 - q2 sin2 8’) = r 2 .  (1 - q - cos 

oder : 

r ‘ . { ( *  + 41 . cos2 F) . v v  = r ‘ ( 1 -  y * cos 9) 
1 -qg” 



Grundlagen einer Theorie der Materie. 51 

Beachtet man nun noch, da6: 
T' sin 9 = - . sin a', 
r' cos 9. - 4 = - - cos 8' 

und setzt man, wie friiher (121): 

so ergeben sich aus (134) ohne weiteres die Formeln (125), 
wobei: 

m =A 
O v q  

in Ubereinstimmung mit Formel (1 13). 

Fig. 2. 

In Entfernungen, die grop gegen die Bimensionen des Teil- 
chens sind, aber dock noch zu seiner naheren Umgebung gehiiren 
(r klein gegen a h ) ,  slimmt der Pektor 0' und u' voZZstand9 mit dem 
Schwerevektor g und u des sich bewegenden Massenteilchens iiberein. 

Daraus folgt, daB das fur alle Entfernungen gilt, die groS 
gegen il sind. Nur im Innern des Teilchens und in der aller- 
nachsten Nachbarschaft ist Q', u' van 9, u zu unterscheiden. 
Da uns aber diese Gegenden nicht interessieren, werde ich im 
folgenden die Striche einfach weglassen und setzen: 

g'= 9, u'= 11. 
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I n  groBen Entfernungen, wo T unendlich groB gegen I 
ist, haben wir die reinen longitudinalen Kugelwellen, nach 
denen wir suchen. Wir brauchen da nur den zweiten Teil 
der Susdriicke (133) zu beriicksichtigen: 

indem wir beachten, da6 
(;= - p o . q . q = - - .  P 

I p 4 2  9 . 4 .  
Eine kleine Umrechnung ergibt: 

Rechnen wir ebenso 0, und u aus, so bekommen wir schlieB- 
lich fur die ZustandsgroBen in der longitudinalen Welle in 
groken Entfernungen uom schwingendelz Teilchen die folgenden 
Ausdrucke: 

(g. cos 9 - q . q ) .  sini?, 

Man sieht hieraus, daB g immer radial zum Teilchen hin 
gerichtet ist, und da6 dem Betrage nach g = u. Ferner er- 
kennt man deutlich die beiden Wellen, von denen oben die 
Bede war, das Glied 2 - cos 9 kommt durch die Hin- und Her- 
bewegung der Sinkstellen des Vektors g zustande, und das 
Glied 9 . q  durch die Veranderung der schweren Masse des 
Teilchens bei seiner Bewegung. 

q . 4  = a 2 -  s i n 2 n n t .  C06276nt = *a2. sin4nyat, 
so hat die zweite Welle die doppelte Schwingungszahl der 
ersten. Macht das Teilchen sehr gro0e Ausschlage, so da6 q 
nicht so sehr weit unter 1 liegt, so bewirkt der Faktor vor 
der Klammer, daf3 die ausgesandte Strahlung aus nicht rein 
sinusformigen Schwingungen besteht. Es  hat wenig Interesse 
fur uns, diese Komplikation hier genauer zu diskutieren, weil 
bekanntlich Bewegungen materieller Teilchen, deren Ge- 
schwindigkeit nicht weit unter l liegt, auBerst selten sind. 

Da : 
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Wir wollen also allein den Fall diskutieren, daB q sehr klein 
ist. Dann fallt auch q . q  gegen g.cos9. weg, und wir  be- 
halten nur die erste Welle ubrig: 

4 n . r  

q . cos 9. 
4 n . r  

Hier ist p einfach die Masse des Teilchens, da bei kleinen 
Geschwindigkeiten trage Masse und schwere Masse identisch 
sind. Setzen wir in (136) ein: 

2 z  q = --- . a . cos Bn u t ,  

so berechnet sich der EnergiefluB der Welle in der Richtung 9. zu: 

hieraus bekommt man die Intensitat, indem man uber die 
Zeiteinheit integriert : 

(137) 

Wir wollen uns nun eine sehr groBe Zahl Nschwingender 
Teilchen denken, die ganz regellos im Raum orientiert sind, 
aber alle linear schwingen mit der Amplitude a. Da auf die 
Kugelzone zwischen 9. und 19. + d 9  eine Zahl 

N 
2 

d N = - - - s i n i F . d S  

kommt, so erhalten wir die ganze Intensitat, indem wir (137) 
mit diesem Wert von d N  multiplizieren und uber 9 inte- 
grieren, es ergibt sich in dieser Weise: 

Wir wollen diesen Wert nun mit dem entsprechenden 
Wert der Intensitat des ausgestrahlten Lichtes vergleichen. 
Wir denken uns ein materielles Teilchen mit der Ladung E ,  

dessen Schwingungsrichtung rnit der Richtung des Strahles den 
Winkel 9. bildet und das mit der Geschwindigkeit q= a sin 2 n n t  



60 G. Mie. 

schwingt. Die Intensitat des von diesem Teilchen ausgestrahlten 
Lichtes ist in dem von uns benutzten MaBsysteml): 

Demnach ist das Verhaltnis der Intensitaten fur die von den- 
selben Teilchen ausgestrahlten elektrischen Wellen und Gravi- 
tations wellen: 

In  dieser Formel bedeutet E die Elektrizitatsmenge des Teilchens 
gerechnet in einer Einheit, die der write Teil der gewohnlichen 
elektrostatischen Einheit ist, es ist also : 

&2 = 4 7t * E 8 2 ,  

wenn E# die Ladung, in der gewohnlichen elektrostatischen Ein- 
heit gerechnet, ist. Weiter bedeutet p die Masse, gerechnet 
in Erg, also: 

p = c 2 . m ,  

wenn c die Lichtgeschwindigkeit, m die Masse in Gramm be- 
deutet. Bezeichnen wir endlich die Ladung, gerechnet in 
elektromagnetischen Einheiten, als e,  so ist : 

- e .  €8 _ -  
Wir bekommen somit: 

oder drt nach (113) die gewohnlich so genannte Gravitations- 
konstante x den Wert hat: 

y2 - e4 x = -  
4 %  

so haben wir: 

c = 3-1010, x = 6,65-10-8, e / m  = 1,75.107, 

1) Vgl. E. Wieehert,  Ann. d. Phys. 4. p. 688. 1901. 



Grundlagen einer I'heorie der Illaterie. 61 

so ergibt sich fur die von schwingenden Elektronen ausgesendete 
Strahlung * 

=z = = 8,3 . 1 0 4 2 .  
Jg 

TJm diese Zahl richtig zu verstehen, bilden wir einmal die 
Quadratwurzel - 3 .  loz1. Wir sehen dann folgendes: Die 
Intensitat der Schwerestrahlung , die ein leuchtender Punkt 
aussendet, ist in der Entfernung 1 cm gerade so intensiv als 
die Lichtstrahlung, die er aussendet, in der Entfernung 
3 . 1OZ1cm, das ist eine Lange, die hundert Millionen ma1 so 
groE ist als der Durchmesser der Erdbahn, oder ca. 3000 Licht- 
jahre. Dabei ist dieses Verhaltnis fur jede Wellenliinge dasselbe. 

Yie von schwingenden Elektronen (oder uberhaupt von 
schwingenden Massenteilchen) ausgesendete Schwerestrahlung ist 
so aiiperordentlich schwach, dap man nicht daran denken kann, 
sie jemals auf irgend eine R'eise wahrzwiehmen. 

Dadurch wird es verst'andlich, weswegen die Longitudinal- 
strahlung des Athers offenbar so gar keine Rolle im Haushalte 
der Natur spielt. Es ware wohl sehr unvorsichtig, zu be- 
haupten, daE Longitudinalwellen, die doch jedenfalls an sich 
in jeder beliebigen Starke moglich sind, sich nicht bei anderen 
Vorgangen als den Schwingungsvorgangen materieller Par- 
tikelchen in bemerkbarer Intensitat entwickeln kijnnten. Nur 
so viel konnen wir mit Sicherheit behaupten, daB diese Vor- 
gange hochst merkwurdiger Art sein miifiten. Wurde man 
also jemals Schwerewellen nachweisen konnen, so wLen wahr- 
scheinlich die Forgange, denen sie ihre Entstehung verdanken, 
noch viel sonderbarer und interessanter, als die Wellen selber. 

Der Satz von der Relativitlit des Gravitationspotentials. 

47. Die in dieser Arbeit vertretene Theorie unterscheidet 
sich von der bisher allgemein angenommenen Theorie haupt- 
sachlich dadurch, da6 sie den wirklichen Vakuen noch ein 
ideales Vakuum gegeniiberstellen mug, wie die Gastheorie den 
wirklichen Gasen das ideale Gas. Denn in den wirklichen 
Vakuen sind infolge der Nahe materieller Korper noch immer 
Spuren der Zustande Q ,  t, vorhanden und H ist nicht absolut 
Null, es gilt deswegen das Gesetz von der Superposition der 
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Atherzuslnde, durch welches das absolute Vakuum aus- 
gezeichnet ist, immer nur mit groBer AnnLherung , allerdings 
wohl mit einer so guten AnnLherung, daB man schwerlich 
hoffeii kann, sehr leicht Abweichungen von diesem Gesetz zu 
konstatieren. Indessen ware es immerhin moglich, daB man 
in sehr starken elektxischen Feldern, wo e und sehr groBe 
Werte haben l), oder such in sehr starken magnetischen Feldern 
Beobachtungen machen konnte , die unseren bisherigen Vor- 
stellungen vom Vakuum widersprechen , und solche Beobach- 
tungen waren als die groSte Forderung auf dem von mir ein- 
geschlagenen Wege anzusehen. 

Derartige Beobachtungen wiirden sich also auf ein Vakuum 
beziehen, das schon ziemlich stark von dem idealen Vakuum 
abweicht. Nun gibt es indessen doch unter den Zustands- 
gr6Ben eine, die selbst in einem Vakuum, das sonst nahezu 
ideal genannt zu werden verdiente, EinfluB auf die Vorgange 
zu haben scheint, das ist das Gravitationspotential o. Wenn 
die GroEen 1, und e ,  sowie H so klein sind, da6 von einem 
merkbaren Einflu6 auf die physikalischen Gesetze nicht mehr 
die Rede sein kann, wenn aber in diesem guten Vakuum doch 
noch w einen groBen Wert hat, so ist nicht e = b, b = 9, 
sondern, wie aus (93) und (94) hervorgeht: 

e = e - u . @ . b ,  b = e - Y . W . $ ,  

Man sieht hieraus zunachst, dab in einem Raum, wo dae 
Gravitationspotential w herrscht, die Dielektrizitiitskonstante 
des Vakuums nicht mehr 1 ist, sondern K =  e+7.m, ebenso 
ist die Permeabilitat des Vakuums nicht mehr 1 ,  sondern 
M = e - y m .  Das Produkt beider ist aber wieder K .  M = 1, 
d. h. die Lichtqeschwindigkeit ist iii d e n  Raum vom Gravitations- 
potential o dieselbe, wie in einem Raum vom Gravitations- 
potential Null. 

Wir konnen aber noch vie1 weiter gehen. Es sei der 
mittlere Wert des Gravitationspotentials in dem betrachteten 
Raum oo, ein beliebig groBer, aber konstanter Wert. Wir 
konnen dann das Gravitationspotential, das infolge des Vor- 

1) vgl. 11. p. 24. 
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handenseins yon Materie und von Gravitationsfeldern nicht 
konstant ist, in zwei Summanden zerlegen : 

w = wo + w1 . 
Der zweite, variable Summand o1 nimmt hochstens im Innern 
materieller Kiirper, die sich in dem Raum befinden, groBe 
Werte an, im Vakuum selber ist wl klein. Definieren wir 
jetzt: 

H 1 = e+Y.wo. H = e-)'*W1. H'(b ,  4, p, b, g, u), 

s o  gelten in dem Raum vom Gravitationspotential oo fur die 
mit dem Index 1 bezeichneten GroBen genau dieselben Glei- 
chungen, die im Raume vom Gravitationspotential 0 fur die 
GroBen ohne Index gelten. 

Fenn sich zwei leere Raume lediglich dadurch unterscheiden, 
dop in dern einen das Gravitation.qpotentia1 einen sehr groper) 
durchschnittlichen Wert oo hat, in dern anderen dageyen den 
Burchschnittsioert N2~11, so hat das auf die Grope und Form 
der Elektronen und der sonstQen muteriellen Elementurpartikelchen, 
azcf ihre Jadungen, ihre Schwinyunys~gesetze und sonstigen Be- 
wegungsgesetze, auf die Lichtyeschwir~d~~heit, iiberhaupt auf alle 
pliysikalisciien Yerhiilhisse und Poryiinge nicht den mindesten 
Zinfiu,O. 

Durch diesen Satz, den man das Prinzip der Relativitat 
des Gravitationspotentials nennen kiinnte , unterscheidet sich 
die von mir durchgefiihrte Theorie der Gravitation von Torn- 
herein auf das scharfste von den Theorien A. E i n s t e i n s  und 
M. Abrahams.  Ich teile die Ansicht des letzteren, daB, wenn 
dieser Satz nicht gultig ware, iiherhaupt das Relativitatsprinzip 
fallen mii6te. Andererseits glaube ich gezeigt zu haben', daB 
die von mir angenommenen Voraussetzungen nirgends zu 
Widerspriichen mit der Erfahrung fuhren , da6 insbesondere 
von dem Satz der Proportionalitit von schwerer Masse und 
trager Masae nach meiner Theorie nur unbemerkbar kleine 
Abweichungen vorherzusehen sind. 

Daraus folqt ohne weiteres: 
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SchluBbemerkungen. 

48. I n  dem Vorhergehenden glaube ich die allgemeine 
Theorie der Materie so weit durchgefiihrt zu haben, wie es heute 
moglich ist. Der nachste Fortschritt mu8 auf experimentellem 
Wege geschehen, und ich miichte deswegen kurz diskutieren, 
welche Moglichkeiten sich dem Experiment darbieten. 

Die Gravitation, deren experimentelle Erforschung vor- 
zubereiten, das Hauptziel war, das mir bei meiner Arbeit 
vorschwebte, zeigt sich nach wie vor gleich sprode. Die 
Theorie der Gravitation hat sich zwar vollstandig durch- 
fuhren lassen in der Weise, da8 sie sowohl mit dem Rela- 
tivitatsprinzip wie auch mit allen bisher von der Gravi- 
tation bekannten Erfahrungstatsachen im Einklang ist , sie 
ergibt aueh zwei neue Resultate, die auf den ersten Blick 
auBsrst interessant erscheinen. Aber bei genauerer Betrach- 
tung zeigt sich, daB diese theoretischen Resultate gar keine 
Aussichten fur ein erfolgreiches Experiment geben. Das erste 
Resultat ist, dab das Verhaltnis von schwerer Masse zu trager 
Masse von der Temperatur abhangt, und daB die Abhangigkeit von 
der Temperatur bei KGrpern von kleinem Atomgewicht sehr vie1 
starker ist als bei Korpern von gro8em Atomgewicht. Da die 
Unterschiede, welche die Theorie fur die Schwerebeschleunigung 
verschiedener Stoffe vorhersehen lafit, von der GroBenordnung 

bis 10-l' sind, laBt sich experimentell nichts damit an- 
fangen. Das zweite Resultat ist, daB es im Ather Longitudinal- 
wellen geben mu8, nach denen es sich vielleicht lohnte, zu 
suchen. Von den uns bekannten Prozessen kommen die 
Schwingungen der Atome und Elektronen in Betracht, die 
zugleich mit dem Licht auch die longitudinalen Schwere- 
wellen liefern miissen. Indessen steht ihre Intensitat zu der 
der Lichtwellen bei Elektronenschwingungen jeder Frequenz 
ungefahr im Verhaltnis 1 : 8,3 .  lo", und wir  miissen es des- 
halb fur ganz ausgeschlossen halten, dn6 es irgend ein Reagens 
gibt, das auf sie anspricht. Es IaBt sich also kein Weg an- 
geben, auf welchem man nach den an sich jedenfalls hijchst 
interessanten Longitudinalwellen suchen konnte. 

Das nachste, worauf die Theorie direkt hinweist , ware, 
zu untersuchen, ob in sehr starken elektrischen oder magne- 
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tischen Feldern oder auch in feldfreien Gebieten von sehr 
hohem Potential irgend welche Abweichungen von den im idealen 
Vakuum geltenden Maxwellschen Gesetzen zu finden sind. 
Es wiirde sich hier um Prazisionsmessungen handeln, die nach 
einem theoretisch wohl iiberlegten Plan auszufiihren waren. 
Natiirlich ist es zweifelhaft, ob man damit Erfolg hat; wiirde 
man aber zu positiven Ergebnissen kommen, so wiirden der 
Theorie dadurch sehr wichtige Fingerzeige gegeben, wie sie 
weiter zu gehen hatte. 

In  etwas lockerem Zusammenhang mit der iibrigen Theorie 
steht die von mir in den Abschnitten 31. bis 36. dargelegte 
Auffassung von den Wirkungsquanten und von dem Licht der 
Bandenspektren. Diese Auffassung ist sehr vage und hypo- 
thesenreich, trotzdem glaube ich, da6 man einige Konsequenzen 
daraus ziehen konnte, die z u  neuen spektroskopischen Unter- 
suchungen AnlaB geben miiBten. 

Gre i f smald ,  Physikalisches Institut, 31. Oktober 1912. 
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