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Ueber die Vertheilung der Elektricitat auf zwei
leitenden Kugeln.
(Von Hermn G. Kirehdoff in Heidelberg.)

Poisson bat das Problem; die Vertheilung der Elekiricitit auf zwei
leitenden Kugeln zu finden, in zwei berihmten Arbeiten*) behandelt und
Plara hat die von Poisson dort gegebmmen Formeln weiter entwickelt **).
Man kann das Problem als aus zwei Theilen bestehend betrachten; in dem
ersten ist eine Funetion zu ermitteln, die Poisson durch f(x) bezeichnet, und
die dag Potonlial dor ouf dor einen Kegol wvorbroitoton Eloktricitit far allo
Punkle der Centrallinie angiebt, in dem zweiten ist aus diesem f(x) eine
Function zu bilden, die Poisson ¢ {u, 2) nennt, die das Polential derselben
Elektricitit fir Punkte ausserhnlb der Centrallinie darstellt, und aus der mit
Leichtigkeit die Dichtigkeit der Elektrictit in allen Punkten der Kugel er-
mittell werden kann. Zur Berechnung cerjenigen Grossen, welche den Phy-
siker zuniichst interessiren, genigt aber die Kenntniss jener Funclion f(x);
es ist namlich, wenn der Radius der Kugel —1 gesetzt wird, f{0) die ganze
Elektricititsmenge, welche aul der Kugel sich befindet, es giebt ferner der

Ausdruck %(f(.r) - 2.:»5%::) wenn inihm =1 oder = —1 gesotzl wird,

die Dichtigkeit der Elekiricitit in dem cinen oder dem anderen der beiden
Punkte der Kugel an. welche in der Ceatrallinie liegen; und auch die Kraft,
mil der die beiden Kugeln einander anzehen oder abstossen, lasst sich durch
f(x) ausdriicken. Die Betrachtungen, wdche im Folgenden auseinandergesetzt
werden sollen, bezichen sich nur suf dese Funclion f{x). Poisson hat fir
dieselbe eine Reihe gefunden, welche mmer convergirt, und zwar um so
schneller, je grosser der Abstand der beiden Kugeln ist. Dieselbe Reihe habe.
ich aul einem Wege abgeleitet, der mr den Vorzug vor dem von Poisson
benutzten zu verdienen scheint. Die Reihe hat Aehnlichkeit mit gewissen
Reihen, die in der Theorie der elliptisclen Functionen vorkommen; ich habe

*) Mém. de la classe des sc. math, ¢ ph.'de Ilnstitut imperial de France,
année 1811, premidre et seconde partie.
**) Memorie della reale accademia ‘delle scienze di Torino. toro VII, 1845,
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bemerkt, dass einige von f(x) abhingige Grossen sich durch elliptische Functio-
nen in geschlossenen Ausdricken dastellen lassen. Zu diesen gehort die
Dichtigkeit der Elektricitat in dem Punkte der Kugel, der anf der Centreallinie
zwischen den beiden Mittelpunkten liegt, fir den Fall, dass das Gesammi-
Potential in beiden Kugeln denselben Werth hat. In den Abhandlungen von
Poisson und von Plana finden sich zwei verschiedene Ausdriicke far den Werth.
den diese Dichtigkeit annimmt, wenn d¢r Abstand der beiden Kugeln unend-
lich klein ist und ihre Radien gleich snd. Poisson giebl dieselbe als von der
Ordnung von &%, Plana als von der Ordnung von J° an, wo J cine gowisse
negalive Grosse bezeichnet, deren Quadrat von der Ordnung des Abstandes
der Kugeln ist. Der Ausdruck durch elliptische Funclionen zeigt, dass die
in Rede stehende Dichtigkeit von der Ordnung von

¥
o'

ist.

Die erwihnten Resultate und andere, die sich auf den Fall beziehen,
dass die beiden Kugeln cinander schr rahe stehen, sind von Poisson und Plana
aus ciner Reihe fir f(x) abgeleitet, die nach aufsteigenden Polenzen von &
fortschreitet, Diese Reihe ist aus der urspringlichen, immer convergirenden,
Reihe fiar f(x) dadurch gebildet, dass die letatere in ein bestimmtes Integral
verwandelt und dieses nach aufsteigenien Potenzen von J entwickelt ist. Es
sind indessen nur die ersten Glieder der Reihe berechnet, das allgemeine Glied
derselben ist nicht aufgestellt, es konne daher auch nicht untersucht werden,
ob sie convergirl, und welche Bedeuting sie hat, wenn sie nicht convergirt.
Bei ihrer Ableitung ist in einem Integral von der Form

/“ sindtdt
J @ =T asin'oh
fiir

1.} asin®*dt
die Entwickelung dieses Ausdrucks nachk aufsteigenden Potenzen von f gesetzt,
vine Entwickelung, welche nicht fir dle Werthe von ¢, @ber welche zu in-
tegriren ist. convergirt; es hiitlte einee besonderen Untersuchung bedurfl, in
wiefern diese Entwickelung benutzt werden darf; eine solche ist nicht gefihrt.
Ich habe daher auf einem anderen, als iem von Poisson eingeschlagenen Wege
eine Reihe abzuleiton gesucht, die bei kleinem Abstande der Kugeln den Werth
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von f{z) angiebl. Ich bin so zu emer Reihe gelangt, die auch nach auf-
steigenden Potenzen von & forischreitet, bei der aber die Coefficienten dleser
Potenzen noch von ¢ abhingen: da: allgemeine Glied der Reihe lasst sich
mil Leichtigheit angeben: sie isl nur eine semiconvergente, doch erlaubt sie
[ir) mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit zu berechnen, wenn man
eine gewisse Translormationsgleichung zu Hilfe zicht, die fir f{z) gilt; ohne
Zuzichung dieser gicht sic in dom Falle, dass der Abstand der Kugeln unend-
lich klein ist, den Werth von f(2) geann bis auf eine unendlich kleine Grosse.

1.

Es sei a der Radius der ersten. b der der zweiten Kugel, ¢ die Entfer-
nung ihrver Mittelpunkte, die grosser als a+b vorausgesetzt wird, & das Potential
aller freien Elektricitiat in der ersten. g dos in der zweiten Kugel. Weiter
sei f(x) das Potential der auf der ersien Kugel befindlichen Elekiricitiit in Be-
zichung auf einen Punkt, der innerhalb dieser Kugel, auf der Centrallinie,
zwischen den beiden Mittelpunkien, in dem Ahbstande « von dem Mittelpunkte
der ersten Kugel liegt.  Dann ist:

1) = /'.-: ‘Hfﬂ

S Yo'z - 2areosd

wo ¢ eine Function von & bedeutet. Das Potential dersclhen Elektricitit in
Bezichung auf ¢inen Punkt, der aussechalb der’ersten Kugel, auf der Central-
linie, in dem Abstande x' von dem Muelpunkie der ersten. auf der Seite des
Mittelpunktes der zweiten Kugel liegt. ist dahei:

/ LA
S Ya'f2'—2ad cos P
ader
_a fo edd
— I-‘— '}-..-...._ TN e
¥oye (:,) % 7, cosd
oder
a a®
= #1(%)

Ist F{z) das Potential der auf der zweiten Kugel befindlichen Elektri-
citit in Bezlehung aufl einen Punkt, der innerhalb derselben, anf der Central-
linie, zwischen den beiden Mittelpunkton, in dem Abslande = von dem Mittel-
punkte der zweiten Kugel liegt, s¢ findet man chenso das Potential der

12+
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Elektricitat der zweilen Kugel in Bezielung auf einen Punki, der ausserhalb
dieser, auf der Cenlrallinic, in dem Abstande 2’ von dem Mittelpunkie der
zweiten, auf der Beite des Mittelpunkies der ersten Kugel liegt,

b b
- ?p[.?).
Fiir alle Werthe von a zwischen —a wd +a muss daher

f@)+——F(-2=) = &

G-

und fir alle Werthe von = zwischen —& und 46

" . a a'

F@)t+s= (c-:) =9
sein. Daraus folgt, dass, wenn x zwischen —a und -+-a liegt, f(x) der
Gleichung genigt:

ab a’(c—x) \ _ b
f(.r)—-—‘._b._uf(c._bi_u) = ’l—gc_é..

(1) fl=) = blz)~gf(x),
und selzl der Bequemlichkeit wegen

Macht man

a = lg
so hat man hiornach zur Bestimmung ven f,(x) und f;(z) die Gleichungen:

(2) ﬁ(t)“ci_;:_”ﬁ(c'_c;:u) =1

und "
CoT b
3) ﬁ(z)"’;-':‘b!__&f'-(c'_b'—cz) e
Die Gleichung
[ 2
b %
oder :
@) A—(o+=E)ri1 =0

hat zwel reelle positive Wurzeln, von deaen die cine zwischen 0 und 1, die
andere zwischen 1 und ¢ liegt; die kleinere Wurzel sei &, die grossere also
- ; dann gilt die Gleichung (2.) — um von dieser zuerst zu sprechen —
auch fir = 4§, und giebt:
: 1
fi(f) = e
1—0'—6'—cE
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Selzt man:

= e—2x
I = e —b—ex !
~ ! —,
s o—bt"—ecz, °

C— Xeg-]
T e ey _
so kann man durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2.) f,(x) durch
fi(x,) ausdricken: es wird sich zeigen lassen, dass, wenn a grdsser und
grosser gemacht wird, x, sich dem Westhe § und also f(x,) sich dem Werthe
[i(§) nahert; daraus wird dann folger, dass f(x) direct durch wiederholte
Anwendung dor Gloichung (2.) gofundien werden hann,
Um die susgesprochene Behauptung zu beweisen, selze man
1+ Az
= TqyE>
14 Az,
A EY P
und verfige dber die Constanten A uad B so, dass
3, = q'3.,
wird, wo ¢ eine dritte zu bestimmend: Constante bedeutet. Schreibt man die
Gleichung zwischen x, und =z, ;:
B v a4 Gy
- PR
so muss dann fir jeden Werth von =z,_,

y4 Otant At fray) _ 44+ dAz,

T+ 0zt Blat frey) 4 T4 Bray
oder
Y‘i'ti""!‘{"'i‘dﬁ}-f»l R 1"""“"'-'n-—l.

74 Bat @+ Bhay I T+ B
sein. Diese Bedingung wird erfalll, wenn A und B gleich den Wurzeln der
quadratischen Gleichung: '
i’ +(y—f)a—d = 0
und -

_ r+de
g - v+ Ba
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geselzt werden. Die quadratische Gleiching ist:
4ot '—';3:)1-':-1 = 0

vergleicht man sie mit der Gleichung (4.1, so sicht man, dass ibhre Wurzeln

—& und --é-
sind. Man kann daher selzen: .
-2
() s = 'T;};

woraus sich, bei Racksicht auf die Gleiclung (4.) ergiebt:

|
[ Rp—.

o a -3 =
0) ¢ =¢ 7 i
Erwiigt man, dass § <Z1 lh@ %(c ist, so folgt hieraus, duss ¢* positiv und

=~ 1 ist, und dass daher s, bei wachsenden n sich der Null nahert; weiler fin-
det man aber:

und hieraus ergiebt sich, dass =, bei waclsendem a sich dem Werthe § nahert.
Die Variable s, die zundchst eingefihrt wurde, um diese Behauptung
2u beweisen, soll nun in die Gleichung (3.) eingesetzt werden. Ich mache
fi(z) = (1-§'3)p (s},
wo der Factor 1—&°s den Zweck hat, :u bewirken, dass in der zwischen
¢ (3) und ¢,(¢"'s) entstehenden Gleichung des Verhaltniss der Coefficienten

dieser beiden Grissen von z unsbhingiy wird, Berficksichligt man, dass
nach (6.) und (4.): )
7 _ b _ b
I =vF—t~ o=¢°
go findet man aus (2.) diese Gleichung:
@) aE)-rals) = —p
Setzt man entsprechend

fi(z) = (1—F3)¢i(s),
so ergiebt sich aus (3.) auf Ahnliche Weiso:

®) a@-al's) = ftm
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Die Gleichungen {7.) und (B.) geben durch wiederholte Anwendung unmittel-
bar fir ¢,(s) wnd ¢,(2) die convergirenden Reihen:

N q :
. ‘;"1{3} o ‘__El‘ '{"_qmﬁ'{"_qqq;g""'"

- o | (DS :
(;2(5)’ = g-(i—' qia + ’_q.‘ 'f"_q“;'i"")

Entwickelt man hier die einzelnen Glieder nach Polenzen von 3, so erhalt
man die Reihen:
_,_gl‘ . El‘l

- s 3+"°

i 1—q¢" "f—yg

3 1
9) uls) = =7

{ ] ‘s 10y
(10)  ¢u(3) = gLt timt)
welehe indessen nur convergiren, so Innge & unterhalb gewisser Grongen liegt

Diese Gleichungen sind zur Berechiung von f{z) fir einen gegebenen
Werth von o sehr bequem, falls ¢ nicht ashe an 1 liegt, d. h. falls der Ab-
stand der Kugeln nicht klein ist. Mon reducirt dabei ¢ (3) und ¢y(s) mit
Hilfe der Gleichungen (7.) und (8.) auf ¢,{¢"3) und ¢, (g"s), wo » cine
Zahl bedeutet, die um so grosser gewahll wird, je grosser die Genauigheit ist,
dic man erreichen will, und jo naher der Werth von ¢ der Einheit liegt;
man berechnet dann ¢,(¢*s) und ¢,(¢™s durch die Reiben (9.) und (10.).

Von besonderem Interesse ist die Kenntniss von f(0), da dieses die
Elektricititsmenge ausdrickt, welche auf der Kugel sich befindet. Bei der
Berechnung dieser hat man zu benutzen, dass for = =0, wie aus (5.) her-
vorgeht, s =1 ist.

Eine Eigenschaft von f;(0) mdge noch hervorgehoben werden; f,(0)
und f;(0) sind Functionen von zwei Varialeln, von b und ¢, oder von § und
q; in dem Ausdrucke von f;(0) kommi aler nur eine transcendente Function
einer Variabeln vor, da S¢.(1) nur voa g abhangig ist. Dieses f,(0) hat
cine einfacha physikalische Redentung; e ist die Flekiricitdslamenga, die anf
der Kugel gebunden ist, wenn diese mi: der Erde in leitender Verbindung
sicht, und das Polential in der zweiten Hugel = —1 ist, wie aus der Glei-
chung (1.) hervorgeht.

€
Die gefundenen Gleichungen soller jetzt in eine andere Form gebracht
wérden, welche gewisse Vorzige vor der angegebenen besitzl.
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Man setze
_mK
’ g=e X'.’
wo h’ und K' die Bedeutung haben, in der Jacobi diese Zeichen in seiner
Theorie der elliptischen Functionen gebraucht, und

Qi

"n- 2my, R
M) Fuy=3% L
wel l-—-q""e—-“‘_
Diese far jeden Werth von » convergirende Reihe ergielt:
Tn
n
any  |FO-K) = R+
A ’—g T

F(u—iK) = F{w),
wo i=y—1, und die folgende Reihc, die convergirt, wenn der reclle Theil
von u > — K’ ist:
Tum

(13) F) = --2 ’?:,;e‘ X

Die in dem vorigen Abschnitt gerundenen Funetionen ¢,(s) und ¢ (z) dracken
sich folgendermassen durch diese Fuaclion F{u) nus:

(8) = gz g (FO0) = Futi3),
u iogh"
und
¢a(s) = H”"( ()~ F(utiy)).
wo
¥ = ——ing‘s

Die Ansdriicke, welcha sich hiornach fae £, (x) und £, (x) ergeben, lossen sich
durch die eime Gleichung aussprechea:

(1) (@) = (ga—88) i (P —F(u+i X)),
welche gilt, wenn man den Zecichen £ und « den Index 1 oder den Index 2

giebt, und

Er’a

(15.) w = -—log = —g-logys

selzl.
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Macht man
—logt = };—, )

hezeichnet die dem », und w, enisprechenden Werthe von t durch t, und t,,
und setzt in demselben Sinne, in dem die Gleichung (14.) gilt:

r@) = (g5~ ¢15)60),
so findet man aus {(12). (13.), (14.) und {15.):

i Ili
G(t) = G(qt)4 T—qiﬁ’

{16. ¢ o gt -1
(16.) 'G(IJ - %1___‘14,.. :t“
tl - -!-I-‘;.a - h — '.;31
€r
i au
=&

Diese Gleichungen slimmen mit den im vorigen Abschnitt enlwickelten fberein

und koénnen, wie jene, zur numerischen Berechnung von f,(z) und f,(z) be-
nutzt werden.

Ich will entsprechende Formeln mussmmenstellen zur Berechnung der
Dichtigkeit der Elektricitat in dem Punkte der Kugel, der in der Centrallinie
zwischen den beiden Mittelpunkten liegt. Man setze:

o = fi(@)+2: 02D
fir » = 1.
= fi(x)+2: LD

dann ist die bezeichnete Dichtigheit:
i
= g (M- gys).

Bildet man mit Holfe der Gleichung (14.) die Ausdriicke von y, und y,, und
bemerkt, dass zufolge (15.) die Differenz w,—w von s unabhéngig ist, so
sieht man, dass auch diese zwei Ausdricke sich durch eine Gleichung aus-
sprechen lassen, nimlich durch die Gleickung:

(148 K*' fo ' . K
17) y = —rr i (F (w)—F'(u+i)),
Journal fiir Mathematik Bd, LIX. Heft 2. 13
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in welcher F'(u) den Differentialquotienten von F(u) nach w bezeichnet, und
welche gilt, wenn man den Zeichen y und u den Index 1 oder den Index 2
giebt, tind

wm - Er-if,
(18.) ?
X log vE —iX
e JETE ety
setzt ).
Macht man
—logt == %-1-!'%
und .
| - {cl_-'-'f)‘l;?gﬂilh
\so folgt:
_ v s £0— 19
gy (1O = Ha)i T ot
— N g -
H(t) = d":( 1) "|2m—!}-17_—?-_-;, ‘h 2-,
L S
‘l T q 3 '2 ;’E‘

wo in der Gleichung far y wieder dea Zeichen y und t der Index 1 oder
der Index 2 zu geben ist.

8.

Dic durch die Gleichung (11.) dfinirte Function F steht in einem Zu-
sammenhange mit der von Jacobi durck Z bezeichneten elliptischen Function.
Vergleicht man die Entwickelung dieser mit der in (11.) angegebenen Reihe,
$0 findet man:

(20.) F(u)~F(--u~FK') = 24Z(2ia-4-iK'");
durch Ditferentiation foigt hieraus, wern man durch £ das ganze elliphsche
Integral zweiter Gallung bezeichnet:

(21) P+ F(—e—K') = 4 5 —ALam(iutiK").
Mit Holfe dieser beidem Gleichungen lassen sich far f,(1)+£.(1) und g,y

_ *) Einc &haoliche Gleichung lisst sich sufatellen fiir dic Dichtigheit der Elektri-
citit in dem Punkte, in welchem die Kug:l zum rweiten Male von der Centrallinie
goachuitten wird,

10
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geschlossene Ausdriicke finden. Fir =1 ist nach (18.):

S ]

2 1
und daher nach (14.) und (17.):
A =~ P ) F (ki )+ P(—— B —i )~ F(~w-K).

COEY K (e ' 0T 5 " ¢ K\, pr N
p—te=—i Gt P ) F (et ) F (e K =i )+ F (K0
also nach (20.) und (21.):

A +£0) = S K0 Qi iR)— 2 Qi+~ ),

(22.) yi—y. = .'l't%!j%%ﬁ—:{d’am[?iﬂ:+if(')——d’sm(2in, iK' K

dabei et
. x
¥ = —%lngrf—l-_'—-
Man kann hiernach far f,(1)4f:(1) und far y,~y. Reihen finden, die um so

schneller convergiren, je niher ¢ der 1 kommt. Ich beschrinke mich darauf,
die Reihe fir y, —y, hier anzugeben. Benutzt man, dass

Aam(iu+K, k) = 1—=Lam(ut K', k')
isl. und setzt

K v
fi=e¢ * d h Iogq.-_-r:%—é-.
und
log &
« =1y
so findet man:
ot 4B § vy Y ¥,
=% = __T(logq} ET:E;??i1+q‘smﬂ+3]-—+q:dl‘lzﬂ’-’rslh’_q: !il‘laﬂ-g--..}.
Sind die Radien der beiden Kugeln gleich, d. h. ist b =1, so ist nach (4.)
'E-r% = e,
also nach (6.)
' = q
und daher
« = §n;

es wird dann also:

. S ¢ &= ) P L7 vy
@) n—w = mgy d=gvalirgoreg )
13*

11
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Wendet man auf diesen Fall die Gleichung (22.) unmittelbar an und bemerkl,
dass in ihm

wird, so ergiebt sich:

gy A K
Tt Sl ¢ B i

Nimmt man noch an, dass der Abstand der Kugeln ein unendlich kleiner ist.
d. h. dess 1—g¢ unendlich klein ist, so giebt die Gloichung (23.) bei Ver-
nachlassigyng von Gliedern hoherer Ordnung:

.
yi—% = (log g)" By
oder, wenn man, um das von Poisson gebrauchle Zeichen J einzufihren,
2logg = ¢
selzl, .
yi—gs =~ el

Wie in der Einleitung bereits bemerk ist, ist diese Grosse von Poisson als
von der Ordnung von ¢* gefunden warden, Plana hat auf ein Verschen auf-
merksam gomacht, welches Poisson bei der Herleilung dieses Resultats be-
gangen hal, ist selbst aber zu dem eben so wenig richtigen Schlusse gelangt,
dass jene Grosse von der Ordnung ven J° ist.

4.

Die in (16.) und (19.) fir G(:) und H(t) angegebenen Reihen con-
vergiren sehr langsam, wenn der Abstand der beiden Kugeln sehr klein ist
und in Folge dessen § und ¢ nashe =1 sind. Fir diesen Fall sollen fir
jene Functionen jetzt neue Reihen abgaleitet werden. Um eine Entwickelung

der Function F(u), die zu diesen fahren wird, zu finden, gehe ich von der
Betrachtung des Doppelproductes

w N . u

‘?{r(i "Rip-,'-m)
aus, in dem g und » ganze Zshlen bedeuten, die alle Werthe von 1 bis m
und von 1 bis N erhalten; dabei sollen m und N unendlich gross, doch N
von einer unendlich hoheren Ordnung als m sein. Ich suche das Verhaliniss
dieses Doppelproductes zu demjenigen wuf, das man aus ihm erhilt, wenn men

12
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dic oberen Grenzen m und N verlousch: gegen M und #, wo M von der-
selben Ordnung als N und n von derselten Ordnung als m ist.

Der Loga'rilhmus dieses \’erhﬂltuisses ist:

lug(ii,‘; ) 5—'08(1-*?7.7,:.»)

llll I el

Da die unter dem Zeichen log stehende Grbsge unendlich wenig von 1 ver-

schicden ist, so hat man fir log (I -+ ) die convergirende Reihe:

Ku- * CiKy
i 1
ey et L '('R“'}“F?Liﬁj‘ ~ gy
Diese Reihe denke ich mir unter die Summenzeichen gesetzt und untersuche
einzeln die Glieder, die die verschicdenes Potenzen von u enthalten. Ich ge-
brauche dabei einige Formeln aus der Theorie der I'-Funclionen, die ich
der Uebersichtlichkeit wegen vorausschicken will,
Ist a eine endliche Grosse, k eine unendlich grosse Zahl, so ist®):
a4 la4-2.. u+_k hn
. 2 ...8 “T+a°
und dieselbe Gleichung gilt, wenn a unendlich gross, aber & von unendlich
hoherer Ordoung als a ist.  Es folgt hicraus:

'] A
(1) Zlogia+h)—Zlogh—alogh = —log I'(1+a).
] 1

Wendet man diese Gleichung nur auf Fialle an, in denen der reelle Theil von
a nicht negativ ist, und wihlt die Logarihmen auf der linken Seite so, dass
ihre imaginaren Theile zwischen us'-; wad +i-;~ liegen, so ist nach Lip~
schits **) dabei:

B,

LA
“aaat

n!—

logI'1+a) = {loga+aloga-ai §loga+ -—-'2
(25).
FE P e+ Wi

Hier sind die Logarithmen suf der rechtea Seite wieder so zu wahlen. dass
*ibre imagindren Theile zwischen —ii;- nd -g-u'-;-'- liegen, 2 bedeutet eine
beliebige Zahl, B, B;, ... sind die Bmouaischen Zahlen, d. h. es ist:

T ——

*) Gauss: Circa seriem infinitam ete., Cunmenuhonu #oc. reg. sc. Gottingensis
rec. vol. 1I, 1811—13.

**) Dieses Journal, Bd. 56.

13
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= xt z*
Jzcotgle = 1By By Byagass
oder
Bi=}, Bi=oa Bi=dy ...
weiler isl:
. 2 L | = yﬂc-—ﬂ dy
(26.) ¥ = = oy f - i
Rayirt _, ¥ .” S+ _43{?.
oder g .
@7) " Vi = gyaiss et ),

wo @ den reellen Theil von a bedeutet und & und &' zwischen —1 und 21
liegen.

Die Gleichung {23.) wird zunichst auf Fille angewendet werden, in
denen der reelle oder der imaginiir: Theil von a unendlich gross ist, st
der rcelle Theil von a unendlich grss, so zeigl der in (27.) angegebene

Werth von V;, dass die Gleichung (25.), wenn man in ihr V, vernachlassig!,
" den Werth von log I'(1-+ @) genau darstelll bis auf eine Grosse von der Ord-
nung von « “*'V; ist der imaginire Theil von & unendlich gross, so geben
die nicht verschwindenden Glieder der in {23.) aufgestelllen Reihe bei Ver-
nachlassigung von ¥; den Werth von log/'(14-a) bis auf eine unendlich
kleine Grosse genau an, Von der Richligkeit dieser Behauptung aberzeugt
man sich mit Halfe der Gleichung (26), indem man erwigl, dass die Integrale

Srwsin@y)dy wa foigieos(sy)dy,
genommen zwischen irgend zwei vin 2 unabhiingigen Grenzen, zwischen
denen w(y) nicht unendlich wird, sich der Null ndhern, wenn 3 mehr und
mehr wiichst. Um den Beweis auch auf den Fall auszudehnen, dass der reelle
Theil von a verschwindet, hat man dabei noch von der Gleichung:
log 'l +a) = logl'(2 {-a)—log{1}a)

Gebrauch zu machen.

Fir die Differentialquotienten von ¥; nach a gelten ahnliche Aus-

dricke, als sie fir V; in (26.) und (27.) angegeben sind: daraus folgl. dass
die Reiben, die durch Dilferentiation aus der in (25.) vorkommenden Reihe ent-

stehen, die Eigenschaften haben, die axalog der far diese ausgesprochenen sind.

Sind @ und b endlich oder un:ndlich gross von beliebigen Ordnungen.
&0 hat man:
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Kirchhoff, iiber die Vertheilung der Elekricital auf swei leitenden Kugein. 103

a+i.a42...a4h _ I'(l14k+a)
§ o Besinas h T ri4nI(i+a)

und
i 5 ;
(28.) ZXlogiaih)—Xlogh = logl'(1+ ai-a)—logI'(1+4-h)—log I'(1+ a).
1 1
bei welcher Gleichung die Gleichung (25.) unter denselben Bedingungen gilt.
wie bei dee Gleichung (24.).
Dieses vorausgeschickl, hat man:

| S . LI
ciK'utikvT KT ,ﬁ__,,_-'-'!_l:f '
el
oder nach (24.), wenn man mit Gauss
dlog I'l1 4-a) :
‘—‘—'l""_‘""—"i = W'\G)
selzl: v
: i i : : K'
= it = KB+ gy(n—igu)

Benutzt man (25.) und vernachlassigt Glieder, die unendlich klein gegen -;’l

sind, was erlaubt ist, da diese zu der zu lildenden Doppelsumme nur unend-
lich wenig beitragen konnen, so findet mar dieselbe Grosse
i - § N 1
n—igp

Erwigl man, dass

iog(u~- !'%lp) == Iog(- i%—’)-iw Iog(p + :':;, u)
und

SO .
a_ill, K -«j‘i!-
Pilal e
ioty eo findot men hiorous mit Halfe von (%8.) und (25.):
;‘ N 1

i % I —-mlogN—(ﬂ‘i‘i)|05m+mlog(—l'§h-;)+%108!‘—.“082'1!

+ g (@ DK+ log 2L — 0+ )i log

wo alle vorkommenden Logarithmen so zu wahlen sind, dass ihre imaginaren

15



104 Kirchhoff, iber die Vertheilung der Elekiricitit auf swwei leitenden Kugeln.

Theile zwischen —i o und 415 g liegen. Vertauscht man in dieser Gleichung

K mit K', g mit v, m mit n, 1\' gegen M, i gegen —i und dividirt sie durch
i, so erhalt man:

-1.' ‘llﬂgﬂl (ny ,F}!ngn—n!og(i {)—.‘;‘Ingr} {log?n}

*‘ﬁh’ l((dmvl -1)K"4- (@n |)!K}l nk - mik’ Mtff ((2”‘ 1K'+ lH)lUg(— '_lﬁ )i

Es ergiebt sich hieraus:

2: 'i: ! > S !
[ KF ik _T-Tt?l';““‘ﬁ_':
- —%mlog:' s logn——\m+l lﬂgl““wlﬂgmg"
nIo M ' "'l i 4-11lo s - Jlogn2n
g+ 5= og ¥ -+ ]rln i)log K 2K :

Auf ahnlichem Wege finde! man, das
N 1 ™~ i e il
- e — i ——— e =
?... TR O Tfa Wy~ R R 108
ist, und dass die Ausdricke:
i

4 i
El I’E l’fl’)i-

I eyt (KK’
so wie diejenigen, die aus diesen entstehen, wenn man fir den Exponenten 3

einen hoheren setzt, verschwinden,
Hieraus folgt:

hlﬂ‘

M
=
nil

K lmlogh Elogp-}-(n-}-;)log»i;» f—logmfanl
2,“(, Iogs}f'+l(gﬂﬂ(t+ "n ”‘_,)
= i.'f,—z—ulog;l!+£|agv+{s+1)lug '.ur logu?n}

2’"(, Iogmh’ + logﬂ!](i-{- T il’r)

Addirt man zu dieser Gleichung diejenige, die aus ihr enisteht, wenn man —i
far i setzt, dabei eber w ungeandert lisst, so erhalt man:
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Kirchhoff, iiber die Vertheilung der Elkiricitét auf swei leitenden Kugeln. 105
u(%logm& . (m-}- l-}) —-.j%

|
- N
9) \, +lng””(i+x. lkl)(l+’f' ——d{r)

{29.) |
) He(nlog M-+ Eogy+(n-+1)log 357)
i +Iog”!’(t+ K' +'K,’)(1+ Kf _|K‘|).
Nun ist aber
wtK'p .
v Yool .
11+ grt) = — Wy
K

ador nach (24 )
K'u .
i fomin B
r"zi' r( K .)

fe)

Da weiter
(30.) r(l—-a)rl+a) = sinau‘
siniz = %c'(l—e"") -
und
nK
a3

g=e %, g

so folgt hieraus bei abermaliger Ritcksicht auf (24.):

nﬂ(1+ s X1+ Waiky)

Tun
" ’__!'lpc K
I (1+h‘l = q?u

" "
—Fh[u L} -‘-,-l!'!'

Ferner erhalt man aus (24.)

" P . .

11T (1+ g ) (o i)
I'(I+ )r(’__m!f

I‘(i-{-""""“)l‘(!-;—""i

Journal filr Mathematik Bd, LIX. Hef1 2. 14

- ernlotﬂ L.J
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106 Kirchhoff, aber die Vertheilung de Elehtricitdt auf wcei leitenden Kugeln.

Selzt men diese Werthe der beiden Doppelproducte in die Gleichung (29.),
differentiirt dieselbe nach # und beriicksichtigt die Gleichung (11.), <0 findet man:

2/ LAY K
B1)  F) = i (Zlogy+nleggn)  galo8 g+ + g

d i AT T u-+viky , u—vik
~ g los I(1+ ) I (1+ == )1 (1+ =5
Diese Gleichung kann benutzt werden, um mit Halfe von (25.) F(u) auf eine
neue Weise zu entwickeln; und zwar kann man so zwei Entwickelungen fiir
F(u) finden, eine, indem man log I'(H-I:.f-.) in der Rechnung beibehilt, und
eine zweile. indem man auch diese Crosse entwickell.

Die Gleichung (25.) setzt vorws, dass der reelle Theil von a nicht
negaliv ist; demgemass soll jelzl anganommen werden, dass der reelle Theil
von = nicht negativ ist.

Vernachldssigt man vorerst ir {25.) den Rest ¥V,. bezeichnet mit U
eine Function der Veranderlichen £ vnd mit £2 die Reihe:

av | B, &oU B, W'l
(32)  U—ilogg o+ logg’ oo — 155 o8 g) 4w

_ B, Wl
t 1. 089 g s

so findet man bei Racksicht auf die Gleichung {24.) und die Gleichungen, die
durch wiederholte Differentiation aus dieser entstehen:

| K'F(u) = ~log(—2logg)— {logq '-—s‘;-#'(z?.)f 2,

N
@) v gr(1+E) r(1-5),

Hierbei ist noch zu bestimmen, welcher Werth des far U angegebenen Lo-
garithmus zu nchmen ist. Es soll anzenommen’ werden, dass der imagindre
Theil von w zwischen —iK und -|-iK liegt. Unter dieser Bedingung wird
bei der Herleitung der Gleichungen (33.) die Gleichung (24.) nur auf Falle
angewendel, in welchen der reelle Tleil von a > —1 ist; in solchen Fillen
gilt for das dort vorkommende log7'(14-a) die Gleichung, welche entsteht,
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Kirchhoff, iiber die Vertheilung der Eldkiricitit asf woei leitenden Kugeln. 107

wenn man durch die Gleichung (25.) unc die Gleichung
log I'{a}) = logl'{l4-a)=loga

logI'{a) ausdriickt und dann 14 a fir s selzt. Daraus folgt, dass jenes
log I'(1 4-a) sich stolig mit @ andert und reell ist, wenn a reell ist, und
weiter, dass in (33.) derjenige Werth des fir [/ angegebenen Logarithmus zu
nehmen ist, der sich mit T stetig dinder! wd reell ist, wenn der reelle Theil
von T verschwindel.  Es lisst sich hicrnach und zufolge der Gleichung (30.)
der Werth von U auch schreiben:

oder

wo derjenige Werth des Logarithmus zu 2ehmen ist, dessen imaginarer Theil
zwischen —ix und v liegl.

Entwickelt man in (31.) auch I'(I+-E;) nach (25.), so findet man:
K'F{u) = £,
\wu £ wieder die Rahe (32.) bedeutet und
(34.) ’ U = —log(1—e™),
un
. §=

ist; auch hier hat man bei der Bildung von U denjenigen Werth des Logarith-
mus zu nehmen, dessen imaginirer Theil zwischen —in und +in liegt. .

Beracksichtigt man bei der Bildung der in (33.) und (34.) fir F(u)
angegebenen Reiben den Rest ¥; dor Reihe (25.), so erhalt man mit Halfe der
Gleichung (26.) Ausdricke fir die Reste jener. Benulzt man die Gleichung:

/.‘ffy){ cosy | eoady oo 4008 2uy | dy

= =4/ Fy)dy+ ka (3O) +1(2)+ [R7) + F(Br) e

in welcher n cine unendlich grosse Zahl bedeutet, so stollen sich diese

Ausdricke in einer Form dar, die &hnlich derjemigea ist, in welcher V; in (27.)

angegeben ist, in einer Form, welche zeigt, dass ihre Worthe beliebig klein

gemacht werden konnen dadurch, dass min den reellen Theil von » mit Halfe
’ 14*
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108 Kirchhoff, uber die Vertheilung der Elekiricitat auf moci leitenden Kugeln.

der Gleichung {12.) mehr und mehr vergrdssert. Nimmt man mit jenen Rest-
ausdricken nicht die angedeutete Transformation vor und stellt in Bezichung
- auf sie eine Betrachtung an, wie sie in Bezichung nuf den Ausdruck von V)
in (26.) oben angegeben ist, so sieht man, dass die Reihen fiir F(u) in (33.)
und (34.) noch eine andere Bedeutung haben. Ist namlich K unendlich gross,
so geben diejenigen Glieder der Reihe (33.), welche nicht verschwinden, den
Werth von F(u) bis aufl eine unendlich kleine Grosse genau an: ist dberdies
der imaginare Theil von » von der Orinung von iK, so gilt dasselbe von
der Reihe (34.). Es ist hiernach, wem K unendlich gross ist:

(35.) K'Fu) = —log(—2logg)—y(3:) +log st
und, wenn therdies der imagindre Theil von » von der Ordnung von il ist:
(36.) K'F(u) = —log(1l—e),
wo
L= “!F:""
Mit Halfe von (33.) und (34.) ist es kicht Gleichungen zu bilden. welche
statt der Gleichungen (16.) und (19.) zir Berechnung von f{z) und y dienen

konnen.
Selzt man

(@) = gz —§V5) oz | l08(~ togq,w(,ogq - (1)},
g0 findet man

J(t) = J(qi)'—l*’&’q(t_ gt *losci)

4
und J(8) = 2, wo U=1og® 0. Far die in (19.) vorkommende Grosse
H(t) erhalt man:

n(;)—-—w‘“-:z, wo U_-l-_‘;:"—:‘_,;
Hier, wie dort, bedeutlet £2 die Reihe (32.) und ist

£ = ~logts
die Werthe von t sind die in (16.) und (19.) angegebenen.
For das in der Reihe far H(t) vorkommende U hat men:

1
U= i
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Kirchhoff, uber die Vertheilung der Eleitricitat auf swei leitenden Kugeln. 109

U _ g 1=t

L S a+m ¥
d*U LB ] e

_d';'if' = 4!‘ "I +—ti').

und’ allgemein:
as

_gyep it Aat4 Bt 4 Gt oo
T = (-2

CF

wo
A, = (n+1)-3,

B, = &N _(ni1)8e 4,

)n(n—1 41 -
C = {”: ‘1:(’-' . ) _("ii )53-‘*‘{”*‘ 1)5°—7,

Es soll schliesslich noch der Fall detrachtet werden, dass die beiden
Kugeln einander berdbren und des Gesammipotential in ihnen einen gleichen
Werth hat.

Setzt man den Absland der beiden Kugeln als unendlich klein voraus
und bezeichnet ihn durch & d. h. macht wan

= 1+b—¢
so findet man aus (4.) und (6.)
§=1- %e’
14b
¢ = 1-5

und aus (5.) und (13.) unter der Annahme, dass 1 —z unendlich gross gegen
ye ist:

LRl iy }fl:ab
s b 1
r=tai=h
L. W [
X = 1+b 1—=
Nach (1.) hat man:
f(x) = h(fi(z)—F (),
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110 Kirchhoff, uber die Vertheilung der Elektricitdt auf swei leitenden Kugein,

und dsher nach (14.), (85.) und (36.):

01) =) =y T b 1-1-;- t""(i{,a 1f_-,)“"*"(“l'£f'”b T“'.."}"):‘

Diese Gleichung gilt auch fir dicjenigen Werthe von ». fir welche u, negativ
ist. obwohl bei der Ableitung von (35.) und (36.) vorausgeselzt wurde, dass
der reelle Theil von u positiv sei. Von der Richtigkeit dieser Behauptung
iberzeugt man sich leicht mit Hilfe der Gleichung (12.) und der Gleichung

wla—1) = e(a)— -

Die Gleichung (37.) stimmt mit der Gleichung (115.) in Planas Abhandlung
tiberein.

Huidelbeiyg, im Jusum 16861,
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